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Cuando no se sabe explicar algo de 
forma sencilla y clara, es porque no 
se ha comprendido. 
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PREFACIO 
 
“Si Dios entrase ahora por esa puerta, no podría objetar nada 

a esta deducción”. La frase, pronunciada por mi profesor de 
matemáticas1 en el último curso de Bachillerato, me dio mucho 
que pensar. No porque elucubrara sobre la divinidad, sino por-
que planteaba una sencilla y difícil cuestión: ¿hasta qué punto 
podemos estar seguros de la corrección y la inconfutabilidad de 
las deducciones matemáticas? El último límite de dubitabilidad 
de cada lenguaje está constituido por las convenciones sobre el 
significado de los términos. Pero ¿cuáles y cuántas son estas 
convenciones en el caso de las teorías matemáticas? ¿Podrían 
ser infinitas? 

Años después, gracias a la revista «Le Scienze», tuve cono-
cimiento del Teorema de Incompletitud. La sorpresa, más que 
en el enunciado en sí, vino dada por la imposibilidad de com-
prender con exactitud lo que éste quería expresar, a pesar de 
haber releído el texto varias veces. En efecto, sucede a menudo 
con temas de este tipo que cualquier exposición sintética divul-
gativa, al no poder aclarar todos los detalles, corre el riesgo de 
confundir peligrosamente las ideas del lector para el cual por lo 
general ha sido concebida, es decir, del lector inexperto. 

El itinerario que finalmente me ha conducido hasta la com-
prensión ha sido especialmente difícil sobre todo por tres moti-
vos. El primero porque el tema, como a menudo sucede en Ma-
temáticas, no se presta a ser entendido de forma aislada: para 
comprender bien cada detalle es necesario primero haber acla-
rado qué es el modelo de una Teoría, la Metamatemática, el 
                                                           

1 El desaparecido y renombrado profesor Tullio Caponnetto del Liceo 
“Cutelli” de Catania. 
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Teorema de Completitud Semántica, la funciones recursivas...; 
en resumen, tener al menos una idea aproximada, pero sólida, 
de los fundamentos de la Lógica. El segundo motivo se debe a 
la ambigüedad de la terminología usada; realmente parece in-
creíble que en un argumento tan delicado, que requiere preci-
sión máxima, se continúe adoptando un lenguaje tan propenso 
a la confusión: la completitud, por ejemplo, puede indicar cua-
tro propiedades diferentes (afortunadamente nosotros usaremos 
sólo dos); y la decidibilidad para un Sistema, no significa que 
éste no pueda contener enunciados indecidibles. Además, casi 
nunca se distingue claramente entre teorema y metateorema. 
Las razones de tal imprecisión en buena parte son históricas; 
pero ello no puede justificar la pasividad en la investigación 
hacia expresiones más inequivocables, que se advierte en la 
mayor parte de los textos. Hay que considerar que hasta que la 
terminología no evolucione, el argumento quedará en un am-
biente restringido a pocos y no podrá difundirse adecuadamen-
te, como finalmente merece ochenta años después de su naci-
miento. En efecto, una de las ambiciones de este libro es el 
empleo de algunos términos y conceptos nuevos. 

El tercer motivo está constituido por los equívocos, inco-
rrecciones y errores que hemos creído encontrar en los distintos 
temas. Para avanzar, después de meses de reflexión e investi-
gación, no había más remedio que adoptar la presunción de co-
rregirlos o bien resignarse a no comprender; claramente, expo-
niéndose a la posibilidad de errar. Algunas de dichas revisiones 
y correcciones tienen un carácter marginal, otras, en cambio, 
fundamental. 

Todo ello justifica las razones para publicar este libro, el 
cual, a pesar de haber sido escrito con el objetivo irrenunciable 
de ser plenamente comprensible para el lector inexperto, intro-
duce también algunas novedades en Lógica. 



 
9

 
 
 

PRIMERA PARTE 
SISTEMAS AXIOMÁTICOS 

 
I.1. Sistemas axiomáticos formales 
 
De las dos disciplinas matemáticas que la tradición nos ha 

legado, la Geometría euclidiana y el Álgebra, sólo la primera 
posee una estructura que puede decirse “axiomática” en senti-
do lato. En ella se comienza con las definiciones de los entes 
que se tratarán; siguen los postulados, es decir, las afirmacio-
nes admitidas como verdaderas; al fin se habla de nociones 
comunes, o sea de reglas lógicas básicas y “autoevidentes”. 
Todas las deducciones, esto es, los teoremas, se deducen de 
tales premisas. Las definiciones, dado que utilizan otros tér-
minos indefinidos, tan sólo recuerdan al lector algunos con-
ceptos elementales y “formas”, que debería espontáneamente 
poseer; en otras palabras, apelan francamente a la intuición. 
Para mostrar el funcionamiento del método y justificar las 
exigencias que han conducido a la moderna estructura axio-
mática, es suficiente un ejemplo elemental. Consideremos la 
afirmación “quién va al Polo Sur padecerá frío” e intentemos 
deducirla a partir de un Sistema axiomático (de modo que al 
final sea un teorema). Siguiendo el ejemplo de Euclides, em-
pezaremos por definir los entes implicados, como “Polo Sur”, 
“frío”, etc.; pero evitaremos hacerlo suponiendo que quién es-
cucha la frase reconoce inequívocamente tales términos. Des-
pués podremos continuar con los siguientes postulados: 

[1] En el Polo Sur el Sol calienta muy poco. 
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[2] Donde el Sol calienta muy poco la temperatura es 
baja. 

[3] Donde la temperatura es baja se padece frío. 

Las nociones comunes consisten en las elementales hipótesis 
del caso, es decir, que el Polo Sur existe y es asequible, que no 
es posible encontrarse en más de un lugar a la vez, etc. La de-
mostración de la frase antedicha sonaría así: “si fueras al Polo 
Sur, por el postulado [1] irías donde el Sol calienta poco y por 
tanto, por el postulado [2] donde la temperatura es baja. Enton-
ces por el postulado [3] padecerías frío”. 

Sin dejarnos llevar por su futilidad, el verdadero problema 
de la Teoría matemática que hemos construido se debe al hecho 
de que ella misma se encuentra ligada al significado concreto 
de los entes y postulados. La eventualidad de un equipamiento 
especial contra el frío, por ejemplo, ya pondría en peligro nues-
tro Sistema, porque estaríamos obligados a modificar un postu-
lado (el [3]). Pero hay otra crítica mucho más grave. Si quisié-
ramos demostrar que “si tomaras el tranvía, llegarías a tiempo 
al concierto”, deberíamos construir un Sistema matemático 
nuevo que hable de tranvías, de tiempo, etc., con nuevas nocio-
nes comunes (y problemas imprevisibles como el tráfico). 

Luego es natural desear que una Teoría matemática sea algo 
distinto, que esté hecha de afirmaciones más generales, en 
nuestro caso parecidas a: “si te encuentras en una cierta condi-
ción, que implica necesariamente otra condición, entonces al 
final te encontrarás en esta última”. Es decir, que sea teoría de 
la deducción, en lugar de deducción de hechos contingentes. 
Esta exigencia lleva, para los casos considerados, a la solución 
que hemos reproducido en la columna derecha de la siguiente 
tabla. Las definiciones se han suprimido y no se hace más que 
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una lista de los símbolos que se utilizarán; las reglas gramati-
cales definen las secuencias ordenadas de símbolos que serán 
denominados proposiciones. 

SISTEMA AXIOMÁTICO 
TRADICIONAL 

SISTEMA AXIOMÁTICO 
FORMAL 

DEFINICIÓN 
[ej.: 1) el punto es aquello que no tiene 
partes; 2) la recta es longitud sin ancho 
que recorre igualmente todos sus puntos] 

LISTA DE SÍMBOLOS 
[ejemplo del texto] 
 
A   B   C   D   → 

 REGLAS GRAMATICALES 
Una proposición del Sistema está 
constituida solamente por una se-
cuencia como: uno de los símbolos 
entre “A”, “B”, “C” o “D”, se-
guido de “→” y seguido nueva-
mente de uno de los símbolos entre 
“A”, “B”, “C” o “D”. 

POSTULADOS 
[ej.: 1) dos puntos distintos definen una 
recta ; 2) dada una recta existe al menos 
un punto que no le pertenece] 

AXIOMAS 
[1] A→B 
[2] B→C 
[3] C→D 

NOCIONES COMUNES 
[ej.: 1) el todo es mayor que la parte; 2) 
cosas que son iguales a la misma cosa, 
también son iguales entre sí] 
 

REGLAS DE DEDUCCIÓN 
De “X→Y” y “Y→Z” se deduce 
“X→Z”, siendo “X”, “Y”, “Z” 
símbolos cualesquiera entre “A”, 
“B”, “C” y “D” e incluyendo tan-
to los axiomas como los teoremas. 

TEOREMAS 
[ej.: dados dos puntos distintos existe al 
menos una recta que no contiene ninguno 
de los dos] 

TEOREMAS 
[1] A→C 
[2] B→D 
[3] A→D 
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Del mismo modo, las reglas deductivas definen las proposi-

ciones que serán denominadas teoremas; para hacer esto, gene-
ralmente, especifican algunas operaciones que deben efectuarse 
a partir de ciertas proposiciones de base, llamadas axiomas. La 
característica fundamental (que se evidencia, precisamente, con 
el adjetivo formal) es que símbolos y proposiciones del Sistema 
y, por lo tanto, también axiomas y teoremas, permanecen sin 
significado explícito (o sea, expresamente predeterminado). 
Justamente por eso se prefiere utilizar a menudo el término 
“fórmula” en vez de “proposición” (que puede sugerir un ca-
rácter semántico erróneo); no obstante, en este libro usaremos 
el más familiar “proposición”. 

Sin embargo, son las reglas gramaticales y las reglas de de-
ducción, elegidas de forma oportuna para construir la Teoría 
matemática que nos interesa, las que dan implícitamente un 
significado puramente “operativo” a los símbolos. Explicare-
mos este último aspecto. Con respecto al ejemplo de la tabla, el 
primer teorema se obtiene aplicando la regla de deducción a 
partir de los axiomas [1] y [2]. El segundo, haciendo lo mismo 
con los axiomas [2] y [3]. El tercero, aplicando la regla de de-
ducción en base al primer teorema y al axioma [3]. Es total-
mente espontáneo, desde el análisis de nuestra regla de deduc-
ción, asociar al símbolo “→” un significado como “consigue”, 
“se deduce”, etc.; eso es un significado implícito “operativo”. 

Para reconstruir las deducciones que nos interesan, consi-
deremos ahora aquella que se define como interpretación del 
Sistema: demos a “A” el significado de “encontrarse en el Po-
lo Sur”; a “B” el de “encontrarse donde el Sol calienta poco”; 
a “C” el de “encontrarse donde la temperatura es baja”; a “D” 
el de “padecer frío” y a “→” el de “implica”. La regla grama-
tical es consistente con tal interpretación, puesto que formará 
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proposiciones correctas en lengua española. Por ejemplo, se-
gún ésta se forma: “padecer frío implica encontrarse en el Po-
lo Sur”, que está expresado en correcto español (aunque sea 
falso). Si ahora interpretamos los axiomas, resultan proposi-
ciones verdaderas; en ese caso, se dice que la interpretación 
constituye un modelo del Sistema. Después controlaremos la 
corrección de la regla de deducción, o sea, si produce propo-
siciones verdaderas en el modelo. Con el significado de “im-
plica” que se le da a “→” , “ X→Z” es, en efecto, verdadero, si 
“X→Y” y “ Y→Z” son verdaderos; entonces la regla, cuando 
actúa sobre axiomas interpretados en el modelo, produce teo-
remas verdaderos en el modelo, sobre los cuales puede toda-
vía actuar produciendo otros teoremas verdaderos. Y así su-
cesivamente producirá sólo teoremas verdaderos para el 
modelo. 

En nuestro ejemplo podemos darle directamente significado 
al teorema [3] (sin necesidad de pasar por el [1]), para afirmar 
como verdad que: “Encontrarse en el Polo Sur implica padecer 
frío”. El lector puede construirse un modelo oportuno del mis-
mo Sistema para demostrar que “si tomaras el tranvía llegarías 
a tiempo al concierto” u otras deducciones del mismo tipo. 

Otro ejemplo de modelo nos convencerá de lo efímero que 
es el significado dado a “→”. Interpretemos “A”, “ B”, “ C” y 
“D” como cuatro amigos nuestros ordenados por edad, del ma-
yor al más joven y “→” como “es mayor que”. Se obtiene, cla-
ramente, otro modelo. Además, continua siendo válida la co-
rrección de la regla deductiva, como el lector puede comprobar. 
Por lo tanto, nuestro Sistema, con todos sus teoremas, también 
se adapta perfectamente a esta interpretación. El uso de suge-
rencias visuales para algún símbolo (como una flecha, en nues-
tro caso) es bastante frecuente en los lenguajes matemáticos, 
pero puede engañar en caso de que se trate de enfocar la lógica 
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pura de las deducciones; ya que, como repetimos, todos los 
símbolos en realidad carecen de un significado prefijado. 

En este momento, se estará de acuerdo sobre el hecho de 
que ningún abrigo magnífico, o noción no tan común, podrá in-
validar un Sistema axiomático formal: éste seguirá siendo ade-
cuado para cada modelo, si lo posee, siempre que sea correcto 
con respecto a las reglas deductivas. Pero no se nos escape la 
ventaja principal y extraordinaria de esta nueva organización 
abstracta de las Matemáticas2: cualquier teorema, aunque sea 
formidablemente largo y difícil (tal vez descubierto también 
gracias a la ayuda “visual” de un modelo concreto), vale auto-
máticamente (esto es, sin necesidad de repetir la demostración) 
para todos los modelos correctos con respecto a las reglas de 
deducción del Sistema. 

Como consecuencia obvia de la ausencia de significado de 
las proposiciones matemáticas, el mismo concepto de verdad 
es ajeno al lenguaje matemático y sólo concierne a las interpre-
taciones semánticas3 de sus símbolos. La situación es ideal para 
la mordacidad de Russell: “El lenguaje matemático es una 
ciencia en la que no se sabe de qué se está hablando, ni si lo 
que se está diciendo es verdadero”4. Pero el tono irónico no de-
be distraer de la verdad literal de la afirmación. La utilidad in-
discutible del lenguaje matemático se pone de manifiesto sólo 
cuando éste viene interpretado por los modelos correctos, con-
cretándose así en proposiciones significativas. Estas últimas 
también son normalmente llamadas “matemáticas”, pero el 
punto de vista axiomático precisa que se corrija esta confusión. 

                                                           
2 Debida fundamentalmente a D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 
3 Usaremos el término semántico como abreviación de la locución “que 

tiene significado”. 
4 Bertrand Russell: Misticismo e Logica. 
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Volviendo, ahora, a la tradicional Geometría euclidiana, se 
reconoce que ésta se encuentra en una situación mejor con res-
pecto a la Teoría que hemos considerado, sólo porque los entes 
implicados (puntos, rectas, etc.) son muy abstractos y primarios 
con respecto al tranvía y al frío polar. La semanticidad de tales 
entes se manifiesta en algunos errores (difíciles de descubrir) 
que han sido corregidos en su reajuste moderno. En concreto, se 
trata de algunos postulados (convertidos en axiomas en el reajus-
te formal) que faltaban (como el de ordenamiento: dados tres 
puntos alineados, hay uno y sólo uno que se encuentra entre los 
otros dos). 

Pero la axiomática formal no hace otra cosa más que quitar 
la semanticidad del lenguaje puramente simbólico de las pro-
posiciones matemáticas, separándolo claramente del lenguaje 
interpretado y de lo empleado en las reglas gramaticales y de 
deducción. ¿Es esto suficiente para concluir, como se oye a 
menudo, que en los Sistemas formales todo recurso intuitivo se 
elimina? 

 
I.2. La metamatemática 
 
En primer lugar nos preguntaremos: ¿se puede prescindir 

del valor semántico en las reglas gramaticales y de deduc-
ción? La respuesta obvia es no. Una Teoría matemática se es-
tablece para obtener nuevas proposiciones; esta característica 
es tan natural que puede considerarse una de las propiedades 
definitorias de un Sistema matemático. Así pues, si se supri-
me el valor semántico en las reglas gramaticales y de deduc-
ción, se obtiene una lista de secuencias de símbolos sin signi-
ficado; ¿cómo podría ésta especificar, generar, otras 
secuencias de los mismos símbolos? 

Si los teoremas o, más generalmente, las proposiciones 
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son de número finito podríamos limitarnos a hacer una lista 
de las mismas, evitando la utilización de un Sistema mate-
mático. Pero si, por la razón que sea, se quiere emplear un 
Sistema capaz de generar también una sola proposición nue-
va, será necesario decir cómo hacerlo mediante un lenguaje 
que tenga significado. Un caso muy común en el que parece 
necesario, es cuando se quiere crear un número infinito de 
proposiciones y/o teoremas; en efecto, esta última situación 
puede considerarse un caso no trivial para un Sistema axio-
mático. Las reglas gramaticales y de deducción, por lo tanto, 
no pueden no ser semánticas. Lo cual significa que para estar 
en condiciones de desempeñar su función, que es producir 
nuevas proposiciones, éstas deben ser necesariamente inter-
pretadas (¡pero esta vez de manera unívoca!). Normalmente 
se expresan en el lenguaje natural: el que estamos utilizando 
ahora; ¡el mismo lenguaje de la publicidad y de los políticos! 
Sabemos bien que el lenguaje común puede ser engañoso o 
ambiguo; pero aquí, dada la naturaleza de nuestros temas, 
aspiraremos al máximo de la claridad y del rigor. En este 
punto encontramos una dificultad cardinal: de hecho sospe-
chamos que es imposible fijar con absoluta precisión el gra-
do de rigor y claridad al que debemos aspirar; tal sospecha 
será confirmada pronto. Entonces, ¿cómo se podrían definir 
reglas (gramaticales o deductivas) suficientemente claras? 
Por ahora limitémonos a tomar nota de la exigencia de selec-
cionar, a partir del lenguaje natural, un lenguaje semántico 
“suficientemente riguroso” como para ser empleado en di-
chas reglas; lo llamaremos metamatemática5. Pero, pensán-
dolo bien, esta necesidad es todavía más primordial: en rea-
lidad, ¿de qué tipo son todas las argumentaciones que se han 

                                                           
5 Del griego µετά, con el significado de “más allá de”. 
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hecho hasta aquí? Con algo de presunción (dado que la me-
tamatemática se define como un lenguaje en un cierto modo 
riguroso en su terminología), podemos justamente conside-
rarla metamatemática. Entonces, ¿hemos ahora definido cir-
cularmente la metamatemática, al servirnos precisamente de 
metamatemática? Sí, y no hay nada paradójico: lo mismo se 
hace en los diccionarios y en las gramáticas para definir una 
lengua y su sintaxis. En un diccionario, por ejemplo, se defi-
nen unas palabras a través de otras, en un círculo que no re-
sulta vicioso sólo porque algunos significados, supuestamen-
te, se conocen. Es decir, un lenguaje semántico puede ser 
capaz de autodefinirse. Esto equivale a afirmar algo parecido 
a que la meta-metamatemática coincide con la metamatemá-
tica. Podemos expresarlo mejor: no es necesario distinguir 
explícitamente los distintos niveles lógicos de un lenguaje 
suficientemente semántico; éstos, de hecho, pueden ser clari-
ficados en virtud del significado mismo de las afirmaciones. 
Poniendo un ejemplo concreto, todos pueden comprender la 
expresión: “En la frase la luna es roja es es verbo”, sin nece-
sidad de premisas, comillas u otras técnicas metalingüísticas. 

Por otra parte, la metamatemática no se limita a definir, sino 
que también es capaz de deducir. Por ejemplo, la conclusión de 
que cierta proposición significativa es verdadera y, por lo tan-
to, que cierta interpretación es un modelo, es una deducción 
metamatemática. Lo mismo vale para la corrección de las re-
glas deductivas del Sistema respecto a un modelo. Se verán 
otros ejemplos más adelante. ¿Qué decir entonces acerca de la 
fiabilidad y veracidad de una deducción metamatemática? Lo 
discutiremos en el próximo apartado. 

En tanto, ya sabemos responder a la pregunta con la que 
concluye el apartado anterior: en los Sistemas axiomáticos 
formales la única especie de intuición se realiza bajo la forma 
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de las convenciones semánticas que son necesarias para la 
comprensión de las reglas gramaticales y deductivas. 

Puntualizamos ahora algunas convenciones sobre la termi-
nología que usaremos en este libro. Por “lenguaje matemático” 
de un Sistema axiomático formal, entenderemos el lenguaje pu-
ramente simbólico (o formal, sintáctico, codificado), carente de 
significado explícito, usado en sus proposiciones. Utilizaremos 
también Teoría y Disciplina como sinónimos de Sistema (ma-
temático) y, en síntesis, llamaremos premisas al conjunto de 
sus axiomas y reglas (gramaticales y deductivas). Cuando, con 
respecto a un modelo del Sistema, se verifica la corrección de 
las reglas deductivas (esto es, si en base a ellas se deducen 
siempre teoremas verdaderos, cuando son interpretados en el 
modelo), diremos sintéticamente que el modelo es correcto. 

Finalmente, con “Matemática” entenderemos genéricamente 
el conjunto, el corpus, de todas las Teorías matemáticas, como 
se ha hecho hasta ahora. 

 
I.3. Deducciones metamatemáticas 
 
La metamatemática se funda sobre las convenciones semán-

ticas básicas del lenguaje común y, además, apela a principios 
elementales de “lógica común”. ¿No es esto un retorno de las 
discutibles nociones comunes? La principal diferencia respecto 
al caso tradicional es que tales conceptos no intervienen direc-
tamente en la deducción de los teoremas, sino que lo hacen a 
través de la definición de las reglas gramaticales y deductivas. 
De esto se deriva que, en caso de que los conceptos semánticos 
usados en tales reglas no parezcan indudables, existe siempre la 
posibilidad de axiomatizarlos, como aclararemos pronto. 

Consideremos el ejemplo del siguiente Sistema axiomático 
S (cuyas reglas suponemos que son suficientemente claras): 
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[símbolos] 0   1   x   =   + 

[regla gramatical] una proposición se constituye única y 
exclusivamente con cualquier secuencia ordenada de símbo-
los tales que: 

 
a) Debe encontrarse uno y sólo un símbolo “=”. 

b) Los símbolos “+” y “=” deben estar siempre prece-
didos y seguidos por otro símbolo distinto a “+” o 
“=”. 

 
Así, por ejemplo, son proposiciones: “0x+1x0=0x+10+x”, 

“1=x+00+x1” y “1x+11=01x”. En cambio, no lo es la secuen-
cia “01x=10=0”, que viola la a), ni “+10+=01+1x” que viola 
(dos veces) la b). 

 
[axiomas] x=x x+0=x 

[regla de deducción] un teorema se obtiene única y ex-
clusivamente sustituyendo en un axioma el símbolo “x”, 
dondequiera que aparezca, por una misma secuencia orde-
nada arbitraria de los símbolos “0” y “1”. 
 
Sabemos ya que no se debe asignar significado a los símbo-

los, pero hemos utilizado “+” y “=” porque trabajan en armonía 
con los conceptos semánticos comúnmente asociados a ellos. 
Obsérvese que ningún teorema puede contener el símbolo “x”: 
por consiguiente, en nuestro Sistema de ejemplo, los axiomas 
no son teoremas, contrariamente a lo que ocurre en los Siste-
mas comunes (clásicos). 

Examinemos ahora la siguiente frase: en el primer axioma, 
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aplicamos la regla de deducción con la secuencia “01” obte-
niendo “01=01” como teorema. La mayor parte de los lectores 
reconocerá en ella un ejemplo de demostración, es decir, un ra-
zonamiento que permite distinguir un teorema, precisamente 
“01=01”. ¿Cuál es el lenguaje de una demostración? No hay 
dudas de que, no siendo matemático, debe tratarse de metama-
temática. Las demostraciones no son el único ejemplo; es faci-
lísimo formar afirmaciones metamatemáticas, como: cada teo-
rema de S no empieza con “x”; cada proposición que tiene el 
símbolo “+” a la derecha del símbolo “=” no es un teorema 
de S, etc. La sensación tangible es que se pueden deducir infi-
nitas aserciones de este tipo. Parece entonces que la metama-
temática no se limita a la definición de las reglas del Sistema, 
sino que interviene continuamente en Matemática mediante 
deducciones. Además, en los casos considerados, que hemos 
elegido oportunamente, ningún lector dudará de la verdad de 
estas afirmaciones, a menos que haya malentendido (así cree-
mos) el significado contenido en las reglas del Sistema o en la 
misma afirmación. ¿Cuánta seguridad tienen esas deducciones? 
Detrás de esta pregunta está la ingenua pretensión de querer dar 
crédito únicamente a las deducciones propiamente matemáti-
cas, esto es, a los teoremas de un Sistema axiomático formal. 
El interrogante, pues, sería: ¿Podrían tales conclusiones recon-
ducirse a teoremas interpretados (dicho en síntesis, axiomati-
zarse)? Por supuesto. La cuestión es que ello presupondría el 
reconocimiento previo de que cierta interpretación es un mode-
lo correcto de un Sistema formal; o sea, presupondría otra vez 
deducciones basadas en convenciones semánticas, es decir, to-
davía de tipo metamatemático. La pregunta más apropiada se-
ría entonces si merece la pena axiomatizarlas. Por ejemplo, pa-
ra transformar en un teorema interpretado la expresión «cada 
proposición que tiene el símbolo “+” a la derecha del símbolo 
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“=” no es un teorema de S», podría aplicarse el primer Sistema 
axiomático introducido (véase la tabla del primer apartado), 
con “A” interpretado como “cada proposición que tiene el sím-
bolo + a la derecha del símbolo =”, “B” como “no puede dedu-
cirse por la regla deductiva de S”, “ C” como “no es un teorema 
de S”, “ D” idéntico a “C” (para completar el modelo) y “→” 
como “implica”. Después, una vez verificado que las interpre-
taciones antedichas constituyen un modelo correcto, la propo-
sición considerada se deduciría interpretando el teorema 
“A→C”. Esta axiomatización ha transformado la controvertida 
deducción metamatemática en el teorema interpretado “A→C”, 
pero ha aceptado otras deducciones metamatemáticas: que las 
metaproposiciones correspondientes a los axiomas “A→B” y 
“B→C” sean verdaderas y la corrección de la regla deductiva 
para el modelo. El lector juzgará por sí mismo si todo esto ha 
merecido la pena. Las deducciones puramente metamatemáti-
cas son, en cualquier caso, indispensables; todas las veces que 
una deducción metamatemática parece “inmediata”, haciendo 
un uso elemental e inequívoco de conceptos semánticos y “ló-
gica común”, es inútil introducir un Sistema axiomático bus-
cando una “mayor justificación” de la misma. Al menos cuan-
do, para hacerlo, se deben incomodar conceptos y 
convenciones semánticas del mismo nivel de comprensión. Es-
to revela la idoneidad en Matemáticas del uso de deducciones 
metamatemáticas extemporáneas, como las que antes hemos 
simplificado, no ligadas directamente a ningún específico Sis-
tema axiomático. 

Por otra parte, es indudable que, en el caso de que la deduc-
ción metamatemática (que a continuación llamaremos conci-
samente metateorema), no parezca tan indiscutible, debido a un 
uso ambiguo de significado o de lógica común, es muy oportu-
no que ésta se reobtenga más rigurosamente como teorema in-
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terpretado, mediante el uso de un Sistema axiomático basado 
en convenciones semánticas más elementales. O sea, mediante 
una formalización que distinga inequívocamente todos y solos 
los criterios deductivos autorizados. 

Añadimos que la metamatemática opera continuamente a 
través de definiciones (lo observaremos en el próximo aparta-
do) y, también, que normalmente es indispensable para descri-
bir las propiedades de las colecciones matemáticas (lo veremos 
en detalle en el apartado II.18). Además, ésta resulta, por así 
decirlo, intrínsecamente indispensable; esto significa que, para 
los objetivos de la Matemática, es necesaria una metamatemá-
tica capaz de emplear continuamente nuevos conceptos semán-
ticos, es decir, de desarrollarse, de redefinirse sin cesar. Ésta 
puede considerarse como la conclusión filosófica esencial de 
los modernos teoremas y metateoremas que demarcan la epis-
temología Matemática, objeto de este libro. Naturalmente, a su 
tiempo, retornaremos con la mayor profundidad sobre este pun-
to. 

Resumimos las conclusiones más importantes de nuestro 
análisis. La primera es que en todo caso necesitamos conven-
ciones semánticas y lógicas elementales, no perfectamente es-
pecificables. Para el lenguaje metamatemático que hace uso de 
ellas, no es posible establecer con absoluta precisión el grado 
de rigor que debe pretenderse. Para observarlo más técnica-
mente, sea dada una definición D de “expresión semánticamen-
te rigurosa”. D es verdaderamente dicha definición, si se inter-
pretan sus términos de modo correcto y unívoco; de lo 
contrario, es una cadena de caracteres con un significado dis-
tinto, oscuro o sin sentido. Pero mientras se interpreta un tér-
mino de la D, la misma definición D aún no está disponible; 
luego, ninguna interpretación de D puede ser rigurosamente 
concluida como semánticamente rigurosa o no. En resumen, 
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una definición de “expresión semánticamente rigurosa” no 
puede ser concluida como “semánticamente rigurosa” en base a 
la misma definición. 

La segunda conclusión es que el lenguaje metamatemático 
opera continuamente en Matemática, a través de definiciones, 
descripciones de propiedad y deducciones, esto es, metateore-
mas. 

Finalmente, hemos observado que es prudente reconducir 
los metateoremas a teoremas interpretados sólo cuando falta la 
incontestabilidad de la misma deducción, debido a ambigüedad 
en los significados de sus términos o en el criterio deductivo. 
Más tarde se verá un ejemplo realmente fundamental de esto. 

A algún lector podría molestarle tal vaguedad congénita en 
los fundamentos de la axiomática formal; los significados de 
los términos que utilizamos son “ciertos” (con un grado indefi-
nible de tal certeza) en base a convenciones que, sin duda, de-
penden también de la experiencia, del hecho de que todos (o 
casi todos) están de acuerdo; lo mismo puede decirse para los 
principios de “lógica elemental”. ¿Hay, pues, un fundamento 
pragmático en los Sistemas axiomáticos formales causado por 
el carácter semántico de sus reglas gramaticales y deductivas? 

En cada tipo de lenguaje semántico no se puede “demostrar” 
el significado de todos los términos que se utilizan: algunos se 
deben convenir al principio del discurso. Es imposible preten-
der entenderse sin antes ponerse de acuerdo sobre el significa-
do de algo y sin adoptar, aunque sea supuestamente, algunas 
reglas básicas de formación de las frases. Sobre estas conven-
ciones no queda más que aceptar un grado indefinible (espera-
mos que suficiente) de comprensión. La respuesta a la pregunta 
anterior es, por lo tanto, un inevitable “sí”. No obstante, no se 
debe subestimar la ventaja respecto al criterio tradicional; o 
sea, la posibilidad de establecer, en caso de ambigüedad, con-
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venciones semánticas más sólidas a través de nuevas axiomati-
zaciones. 

Y, finalmente, es indudable que una actitud siempre drásti-
camente crítica sobre la posibilidad de conseguir entenderse, es 
demasiado deletérea: ¡quién la presumiera debería consiguien-
temente... callarse! 

 

I.4. Definiciones 
 
Todo aquel que haya estudiado alguna Disciplina matemáti-

ca, aunque sea superficialmente, sabe lo numerosas e importan-
tes que son las definiciones. En teoría, aparte de los símbolos, 
las reglas gramaticales, los axiomas y las reglas deductivas, no 
sería necesario nada más. Pero en la práctica en cada Teoría 
matemática habitual hay que establecer convenciones para 
simplificar expresiones largas. Las definiciones pueden consis-
tir en simples denotaciones (también llamadas posiciones o 
abreviaciones) que, normalmente, sirven para reducir la longi-
tud de las cadenas; o bien, pueden ser autorreferenciales, es 
decir, mencionar el mismo ente que se está definiendo. En la 
segunda Parte discutiremos el problema de la autorreferenciali-
dad (ap. II.13). 

Hemos de destacar que, a menudo, el uso de las definiciones 
no tiene sólo el objetivo de abreviar, sino mas bien de eviden-
ciar entes y conceptos que concentran y sintetizan propiedades 
numerosas a expresar; lo cual más que cómodo, es práctica-
mente imprescindible para la comprensión de los argumentos. 
Un ejemplo emblemático que se verá más adelante es el uso del 
símbolo N para indicar el conjunto de los números naturales. 

Como hemos señalado, también las definiciones son conven-
ciones semánticas, esto es, están acordadas por la metamatemá-
tica. El lenguaje matemático, al estar privado de cualquier de-



 
25 

terminado significado, es incapaz de fijar aunque sea una con-
vención tan banal como una simple abreviación. 

 
I.5. Objetivos, deseos y Sistemas bien definidos 
 
Tratamos ahora de imponer algunas convenciones mínimas 

para los Sistemas axiomáticos formales. El objetivo es, sin du-
da, seleccionar Sistemas que sean útiles para el conocimiento. 
Secuencias de caracteres sin significado sólo son un ejercicio 
lingüístico; nos interesan, sin embargo, sus interpretaciones 
verdaderas y en particular, que el Sistema las pueda deducir. 
Esto es, nos interesan sus modelos correctos, así como los 
hemos llamado. En tales condiciones, los teoremas son útiles e 
interesantes porque constituyen proposiciones verdaderas en ta-
les modelos. 

Empecemos por preguntarnos: ¿es siempre posible descubrir 
que una proposición es un teorema, si lo es? O sea: ¿siempre 
existe la demostración de un teorema? Y si es que sí, ¿siempre 
es posible identificarla? La primera pregunta tiene una única 
respuesta: un teorema que no puede demostrarse no es lo que 
queremos llamar teorema, en Matemáticas. En otros términos, 
por definición, cada teorema debe admitir al menos una demos-
tración, esto es, un razonamiento metamatemático que nos 
convenza de que éste deriva de las premisas del Sistema. La 
segunda pregunta debe ser aclarada. Hemos convenido que la 
demostración de un teorema tiene que existir siempre. Suponer 
que exista siempre un método efectivo para identificarla, sin 
embargo, parece excesivo. Nos referimos a un método “auto-
mático”, que todos podrían seguir, sin necesidad de alguna in-
ventiva. Un método que, aunque probablemente irrealizable en 
la práctica (como se deduciría en consideración de los números 
enormes que se dan en el cálculo combinatorio), haría que la 
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creatividad del matemático fuera en teoría superflua, porque 
sólo oportuna para sintetizar y simplificar los razonamientos. 
Comúnmente, se cree que Hilbert confiase nada menos que ca-
da problema en Matemáticas fuese soluble “mecánicamente”; 
retomaremos el argumento en la tercera Parte. Por ahora pode-
mos afirmar sin duda que, por lo general, las Teoría matemáti-
cas carecen de un método de estas características; muchas de-
mostraciones parecen el resultado de intuiciones, 
“observaciones” o investigaciones en parte casuales. A veces 
éstas crean, colateralmente, ambientes y propiedades nuevas 
por demostrar o confutar. La demostración de la proposición de 
Fermat ha resistido más de tres siglos; hoy disponemos de una 
muy compleja, pero no se puede descartar que un día se en-
cuentre una mucho más simple. Ninguna previsión en ese sen-
tido puede ser fundada sobre razones propiamente matemáti-
cas. Y, naturalmente, quedan innumerables conjeturas por 
demostrar o confutar, no pocas tan antiguas como la Matemáti-
ca. 

Disminuyendo nuestras pretensiones, se puede imponer en 
primer lugar que cada demostración sea representable en los 
caracteres de un lenguaje convenido que emplea un número fi-
nito de símbolos; normalmente, aquellos alfa-numéricos del 
lenguaje natural. En segundo lugar, que sea reconocible como 
demostración una vez representada; obviamente, una condición 
necesaria es que sea finita, puesto que un razonamiento que no 
termina no puede concluir. Pero también queremos más: frente 
a un razonamiento que no es una demostración, deseamos que 
exista siempre la posibilidad de concluirlo. En definitiva, que-
remos que exista siempre la posibilidad de verificar o desmen-
tir un razonamiento que pretende ser una demostración. No 
admitir esto, significaría considerar a priori inexorablemente 
afectados por incertidumbre los razonamientos fundamentales 
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de las Matemáticas. No parece sensato. Al fin y al cabo una 
demostración no es una propuesta, sino una afirmación que de-
be incluir suficientes e indiscutibles razones, aunque en los lí-
mites de la Semántica. Se pretende que estas razones puedan 
siempre concluirse como suficientes o insuficientes, si se inda-
ga lo bastante. Técnicamente, queremos entonces que exista 
siempre la posibilidad de concluir, fijado cualquier objeto re-
presentable x, si x es una demostración o no. Llamaremos dis-
tinguible a un conjunto de este tipo: repetimos, un conjunto por 
el que, fijado cualquier objeto en la representación convenida, 
es posible concluir metamatemáticamente si esto pertenece al 
conjunto o bien no6. Otras imposiciones similares parece opor-
tuno que deban hacerse sobre el conjunto de las proposiciones. 
Normalmente, si x es una cadena finita cualquiera de los carac-
teres admitidos, la gramática nos indica si es correcta o no. To-
do y solamente aquello que el maestro señala en rojo es error 
de ortografía. Por otra parte, convenimos que una cadena con al 
menos un carácter no admitido, no es una proposición. Parece 
entonces normal pretender que las reglas gramaticales especifi-
quen un conjunto, aquello de las proposiciones, distinguible. 

A los Sistemas que satisfacen las condiciones anteriores, los 
denominaremos bien definidos. A continuación siempre supon-
dremos, a menudo implícitamente, que los Sistemas matemáti-
cos de los que hablaremos lo sean. Resumamos brevemente las 
condiciones de una definición buena: las proposiciones son dis-
tinguibles entre el conjunto de las cadenas finitas de los símbo-
los admitidos; los teoremas son proposiciones que admiten por 
                                                           

6 Seguiremos siempre la estrategia de utilizar verbos como “concluir”, 
“establecer”, “decidir”, etc ..., o el más técnico “metademostrar”, refirién-
donos a razonamientos metamatemáticos que conducen a metateoremas; 
mientras “demostrar” será utilizado solamente por los razonamientos meta-
matemáticos que conducen a teoremas propiamente dichos.  
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lo menos una demostración; las demostraciones son cadenas fi-
nitas, en general semánticas, de carácter alfa-numéricos y son 
distinguibles. Estas características son una clase de “sensatez 
mínima” para un Sistema formal. Por eso no tendría sentido in-
tentar formalizarlas dentro de un Sistema particular. Nos esta-
mos refiriendo a la posibilidad de definir formalmente la buena 
definición dentro de un Sistema matemático, de modo que esto 
sea capaz de establecer (mediante sus teoremas) si otros Siste-
mas matemáticos están bien definidos. Para tal Sistema, de 
hecho, nos preguntaremos: ¿está bien definido? Si sí, entonces 
lo estaría informalmente (en su estructura de base, la definición 
de bien definido no está aún disponible) y la codifica de la bue-
na definición no comprendería todos los casos. Si no, entonces 
la misma formalización de bien definido no estaría bien defini-
da y se volvería cuestionable. Más adelante tendremos una 
confirmación del carácter primitivo de algunos conceptos con-
tenidos en la buena definición de un Sistema (por ejemplo, el 
de finito). 

¿La imposición de que las demostraciones sean distinguibles 
implica que también deban serlo los teoremas? O bien: en los 
Sistemas bien definidos, ¿el conjunto de los teoremas es distin-
guible? Si x es una cadena alfabética cualquiera, podemos en-
tretanto distinguir si es una proposición; si es un teorema, exis-
te una demostración suya, esto es una conclusión 
metamatemática del hecho de que lo es. ¿Pero si no lo es? Una 
conclusión metamatemática del hecho de que no es un teorema 
no hace cierto parte de las demostraciones; la buena definición 
para el Sistema no parece implicar que siempre tenga que exis-
tir. Como veremos, hay razones concretas para desear recono-
cer también los no-teoremas, es decir, las proposiciones que el 
Sistema no podrá deducir. Estudiaremos este problema para los 
Sistemas axiomáticos que cada vez consideraremos. 
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A menudo se afirma que el hecho de que los elementos de 
un conjunto sean de número finito implica su distinguibilidad 
(más aún, incluso su decidibilidad, una condición mucho más 
fuerte, como veremos). Evidentemente se pasa por alto el 
hecho de que estos elementos podrían ser no identificables. 
Más tarde profundizaremos este concepto y mostraremos un 
caso (no banal) de axiomas finitos y, sin embargo, no distin-
guibles. 

Subrayamos que el criterio de distinguibilidad del que 
hemos hablado, es el resultado de una genérica, a condición 
que convincente, “conclusión metamatemática”. El lector, 
pues, no tiene que interpretarla necesariamente como un proce-
dimiento “mecánico”. En la tercera Parte del libro profundiza-
remos este argumento y lo que se quiere entender por “mecáni-
co”; ahí se comprenderá por completo la razón de esta 
advertencia. 

Naturalmente, las condiciones de buena definición requieren 
características oportunas para las premisas del Sistema. Más 
adelante las estudiaremos en relación a los Sistemas clásicos, 
definidos a continuación. 

 
I.6. El Cálculo lógico clásico 
 
Los Sistemas axiomáticos formales considerados hasta ahora 

son muy simples. En cada Disciplina matemática bastante avan-
zada encontramos un lenguaje formal muy cercano a lo natural. 
Si, por ejemplo, abrimos un libro de Geometría, hallamos expre-
siones como: “si una recta es perpendicular a un plano, cada pla-
no que la contiene es perpendicular a este plano”. Estas proposi-
ciones parecen poseer significado. En muchos teoremas 
aparecen ulteriores conceptos que consideraremos semánticos, 
como “y”, “o”, “no”, “existe” e “igual”. ¿Qué ocurre? ¿No se ha 
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dicho que las expresiones matemáticas están privadas de signifi-
cado explícito? 

Para empezar, la axiomatización formal de la geometría es 
capaz de eliminar el significado de los términos “recta”, “pla-
no”, etc.., aunque normalmente estos términos se sigan llaman-
do así para facilitar la comprensión. En nuestro primer ejemplo 
de Sistema axiomático formal hemos visto como se puede 
axiomatizar con un solo símbolo la oración “si ... entonces” (o 
bien “implica”). También los conceptos “y”, “o”, “no”, “igual”, 
“cada” y “existe” pueden ser axiomatizados. Tras la sorpresa 
inicial de este hecho, reconoceremos (en el siguiente apartado) 
que incluso son posibles axiomatizaciones diferentes, cada una 
capaz de reflejar en parte el carácter semántico de estos con-
ceptos. La más importante de éstas, tradicionalmente, se llama 
Lógica clásica y será descrita a continuación. Puesto que el ar-
gumento es fundamental, dado que seguidamente estudiaremos 
sólo los Sistemas matemáticos axiomatizados según la Lógica 
clásica, la descripción en líneas generales que haremos no pue-
de quedar totalmente desprovista de tecnicismo; sin embargo, 
no es indispensable que el lector comprenda todos los detalles. 

En primer lugar, en Lógica clásica, se restringe el ámbito de 
las interpretaciones. Dado un Sistema axiomático formal, se 
define interpretación clásica, una correspondencia que asocia a 
cada proposición matemática del Sistema una afirmación se-
mántica con valor verdadero o falso, una posibilidad excluyen-
do la otra, y por lo que si ésta tiene el valor verdadero entonces 
la negada tiene el valor falso y viceversa. Aquí nos referimos a 
una negación de carácter semántico, admitiendo que cada afir-
mación semántica clásica tenga una negación única (como en: 
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“el gallo canta”, “el gallo no canta”)7. Estos dos principios se 
llaman: del tercer excluido y de no contradicción. Un modelo 
clásico es, obviamente, una interpretación clásica que verifica 
los axiomas. 

Sucesivamente, se axiomatizan los conceptos “no” y “o” 
(llamados conectores lógicos), mediante un Sistema axiomá-
tico oportuno, denominado Cálculo clásico formal de los 
enunciados. En concreto, se introducen símbolos arbitrarios 
para estos conceptos, más otros (como las letras mayúsculas) 
para las mismas proposiciones y los paréntesis; estos últimos 
en realidad no son necesarios: su uso es sólo muy cómodo. 
Después se establecen cuatro axiomas oportunos, algunas re-
glas gramaticales y dos reglas deductivas. Ahora bien, inter-
pretando cada símbolo con el concepto semántico espontá-
neamente correspondiente y asumiendo que la interpretación 
sea clásica, se obtiene un modelo. Haremos un solo ejemplo: 
uno de los axiomas, es “(notX)o(YoX)” 8. Si lo interpretamos 
con el semántico “no” para not, “o también” (esto es, con valor 
no exclusivo) para o, “(” y “)” como operadores que establecen 
precedencia y consideramos “X” e “Y” como proposiciones ge-
néricas, asumiendo que la interpretación sea clásica, obtenemos 
una verdad. De hecho, en tal caso, la proposición “AoB” es 
verdadera cuando al menos una de las dos proposiciones A y B 
es verdadera, pudiendo ser también ambas verdaderas (no ex-
clusividad); esto es, queda excluido que ambas puedan ser fal-

                                                           
7 Se excluyen, naturalmente, expresiones como “¡Mira tú!”, “¡uff!”, 

“¿por qué haces esto?” que no son, en efecto, afirmaciones (con un valor 
indiscutido de verdad) y no interesan a la Lógica. 

8 Para facilitar la lectura, evitaremos de utilizar caracteres especiales 
para los símbolos matemáticos correspondientes a “no”, “y” y “o”, utili-
zando simplemente los cursivos “not”, “ e” (puesto que “y” es normalmen-
te usada como variable) y “o”. 
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sas. Ahora, el primer miembro del axioma es precisamente fal-
so cuando X es verdadero; pero cuando X es verdadero, el se-
gundo miembro, (YoX), es verdadero para cualquier valor de Y. 
Luego el axioma siempre es verdadero. Una verificación como 
ésta puede realizarse para cada axioma y, dado que también re-
conoceremos que las reglas deductivas son correctas9, se tiene 
la certeza de que se ha construido un lenguaje matemático cuya 
interpretación espontánea es compatible con la semántica del 
lenguaje natural. 

Las reglas gramaticales definen las proposiciones ya sea ex-
plícitamente (por ejemplo en: “cada secuencia de letras alfabé-
ticas que comienza con mayúsculas es una proposición”) o im-
plícitamente (como en: “si A es una proposición, también notA 
lo es”). Las dos reglas deductivas se llaman: de la sustitución y 
modus ponens. La primera funciona análogamente al ejemplo 
visto anteriormente: afirma que en todos los axiomas se puede 
sustituir una letra mayúscula por una proposición cualquiera. 
La segunda se ilustrará más adelante. 

Los demás conceptos, “y” e “implica” pueden codificarse, 
en el mismo Cálculo clásico de los enunciados, como simples 
abreviaciones (o denotaciones) de oportunas secuencias orde-
nadas de los símbolos introducidos; es decir, a rigor no serían 
ni siquiera necesarios, si bien en la práctica son muy útiles10. 
En concreto, “AeB” es una abreviación de “not((notA)o(notB))” 
y “A implica B” (o bien “A→B”) de “(notA)oB”. 

Con la expresión Cálculo predicativo clásico formal del 
primer orden se entiende una ampliación genérica del Cálculo 
                                                           

9 En base al Metateorema de corrección que, sin embargo, discutiremos 
sólo en el apartado II.2. 

10 El criterio descrito, debido a Russell y Whitehead, no es el único; se 
puede empezar a axiomatizar dos cualesquiera de los conceptos citados y 
después definir los restantes por trámite de éstos. 
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formal de los enunciados. En esto se introducen dos nuevos 
símbolos para los conceptos “existe” (típicamente “∃ ”) y “ca-
da” (o bien “para todo”, típicamente “∀ ”), denominados cuan-
tificadores lógicos11. Pero su aspecto fundamental es la intro-
ducción de las variables y de los predicados. Lo que se 
pretende hacer, en concreto, es formalizar expresiones como: 
“x es el padre de y”. Aquí con x e y entendemos símbolos que 
varían dentro de un conjunto prefijado de objetos, llamado uni-
verso. La aclaración metamatemática del universo ocurre cuan-
do se considera un modelo del Sistema. Indicamos con P(x,y) 
la codificación de la expresión antedicha; tal proposición no 
puede ser susceptible de un valor de verdad verdadero/falso, 
porque x e y son indeterminados. La definición de interpreta-
ción clásica se debe, pues, revisar: el valor verdadero/falso se 
exigirá sólo por un subconjunto de las proposiciones, llamado 
de los enunciados, que definiremos a continuación (mientras en 
el Cálculo clásico de los enunciados, proposiciones y enuncia-
dos coinciden). P se llama predicado; se subraya para recordar 
que debe ser seguido por dos variables para formar una propo-
sición; el orden de las variables en P(x,y) es, en general, impor-
tante. También expresiones que incluyen predicados, como por 
ejemplo: P(x,y)→(x=y), se requiere que sean proposiciones; és-
tas se indicarán con una mayúscula sin subrayar, seguida de va-
riables, como A(x,y). En general, un predicado puede tener un 
número finito arbitrario, mayor o igual a uno, de variables. Las 
reglas gramaticales se generalizan consecuentemente; por 
ejemplo se establece: “si A(x1, x2, ...xn) es una proposición, 
también ∀ x1 A(x1, x2, ...xn) lo es”; lo mismo se dispone para ∃ . 

                                                           
11 Análogamente, resulta que uno cualquiera de los dos cuantificadores 

podría eliminarse en cuanto abreviación de una proposición que contiene el 
otro. No obstante, en la práctica sería muy incómodo usar uno solo. 
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Para obtener los enunciados se pueden sustituir las variables 
por determinados valores del universo (llamados constantes); 
pero éste no es el único modo. Por ejemplo, la afirmación “para 
cada x existe un y tal que x es el padre de y” (esto es “cada ob-
jeto es padre de otro objeto”) es susceptible de verdad (y es fal-
sa en muchos universos). Por lo tanto, si una variable va prece-
dida por los símbolos ∀  o ∃ , es como si estuviese determinada 
por la asignación de una constante; en tal caso se dice, de 
hecho, aparente. Libre, de otra manera. En definitiva, una pro-
posición con variables libres puede convertirse en enunciado 
sustituyendo las variables por constantes y/o haciéndolas apa-
rentes mediante los cuantificadores lógicos. 

Formalmente, la definición implícita tanto de los cuantifica-
dores lógicos, como de las proposiciones con variables (y por 
consiguiente de los predicados), se realiza mediante reglas 
gramaticales oportunas, la introducción de dos nuevos axio-
mas, la generalización de las reglas deductivas anteriores y dos 
nuevas reglas deductivas. Citamos solamente el axioma: 

 
∀ x A(x) → A(a) 

 
donde la generalización de la regla deductiva de sustitución 
permite sustituir A(x) por cualquier proposición con variable li-
bre x (no necesariamente la única). A(a) indica el enunciado 
obtenido sustituyendo x por la constante “a”. Las dos nuevas 
reglas deductivas se llaman de particularización: 

 
de   B(x)→A   se deduce   ∃ x (B(x)→A) 

 
y de generalización: 
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de   A→B(x)   se deduce   A→∀ x B(x)   y viceversa 

 
siendo A una proposición cualquiera que no contiene x como 
variable libre. Esta última regla implica que cuando en un 
axioma o en un teorema aparecen variables libres, esta “liber-
tad” es ficticia, en cuanto la expresión es equivalente a otra que 
emplea “∀ xi” para cada variable libre xi. Como consecuencia, 
axiomas y teoremas resultan siempre enunciados, es decir, sus-
ceptibles de verdad (y, en particular, como sabemos, deben ser 
verdaderos en cada modelo, para definición de modelo). 

 Naturalmente, para llevar a cabo la definición de los predi-
cados que se entienden usar en la Teoría, habrá que añadir co-
mo axiomas aquellas oportunas condiciones que los caracteri-
zan. 

Las reglas ahora citadas definen el uso de los cuantificado-
res lógicos en relación a las variables. Se quiere decir que des-
pués de ∀  o ∃  debe haberse siempre una variable, esto es, un 
elemento genérico del universo; tales expresiones se llaman de 
primer orden. Por esto el Cálculo predicativo descrito se de-
nomina de primer orden. Para expresiones de segundo orden, 
se entienden aquellas en las cuales los cuantificadores se usan 
en relación a los predicados, como en “∀ P(x1, x2, ... xn)” o 
“ ∃ P(x1, x2, ... xn)”. Una expresión de segundo orden interpre-
tada podría ser: “cada relación que existe entre las rectas r y s, 
existe también entre las rectas r y t” o bien “existe una propie-
dad tal que cada número par no la verifica”. Naturalmente, no 
hay límites a este tipo de complejidad12. En principio, no hay 

                                                           
12 En el tercer orden, se puede cuantificar sobre los objetos del tipo S(x , 

P(x1, ... xn)), llamados super-predicados, donde x, x1,... xn son variables y 
P(x1,... xn) es un predicado. Un ejemplo semántico podría ser: “La propiedad 
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nada de extraordinario en admitir la posibilidad de proposicio-
nes de orden sucesivo al primero para el Sistema formal; la 
única advertencia – que en cualquier caso vale también para el 
primer orden – es de no interpretar semánticamente los símbo-
los, pena el no respeto de la formalidad. Por ejemplo, si al con-
junto de los axiomas de un Sistema de primer orden adjuntá-
semos un solo axioma que utiliza la expresión “...∀ P(x1, x2, ... 
xn)...”, convirtiéndose así el Sistema en una Teoría de segundo 
orden, sería incorrecto (es decir, en contraste con los principios 
de la axiomática formal) deducir un teorema sustituyendo P(x1, 
x2, ... xn) por un cierto predicado Q(x1, x2, ... xn). En efecto, la 
secuencia “...∀ P(...” permanece sin significado hasta que una 
regla o un axioma sucesivo no explique en concreto como debe 
operarse sintácticamente a partir de ella. Faltando esta instruc-
ción, la sustitución de Q por P obedecería a una interpretación 
semántica del símbolo ∀ , en desacuerdo con la formalidad. 
Todo esto, por otra parte, también vale en el Cálculo formal del 
primer orden: aquí, de hecho, se tiene que obedecer a un axio-
ma preciso (aquel ante citado) para deducir a partir de proposi-
ciones que contengan “...∀ x....”. 

De todas formas, expresiones de orden superior al primero 
están generalmente ausentes en las Disciplinas matemáticas 
comunes; de hecho, veremos que el primer orden es suficiente 
para todas las exigencias expresivas respetuosas de la formali-
dad (consecuencia del teorema de Lindström, apartado II.16). 

Repetimos que hemos descrito una ampliación genérica del 
Cálculo de los enunciados: un particular Cálculo predicativo 

                                                                                                                           
por la que, dadas tres rectas r, s y t se tiene que cada relación que hay entre 
las rectas r y s la hay también entre las rectas r y t, existe siempre, si s y t 
son paralelas”. Naturalmente, se puede aumentar el número de orden al in-
finito. 
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clásico formal de primer orden se obtendrá definiendo por 
completo los predicados que utiliza; para hacer esto, en el Sis-
tema específico se adjuntarán los axiomas que caracterizan di-
chos predicados, aunque éstos deben satisfacer siempre a los 
dos precedentes generales. Un Sistema muy básico es el Cálcu-
lo predicativo clásico del primer orden con igualdad, en el que 
se introduce la igualdad, como un predicado a dos variables, 
caracterizado por la satisfacción de algunos axiomas, de los 
cuales sólo citamos: ∀ x(x=x). Normalmente se acuerda, preci-
samente, utilizar el carácter especial “=” en vez de una mayús-
cula subrayada, escribiendo “x=y”, en lugar de “=(x,y)”. Otros 
ejemplos de predicados, introducidos en diversos Sistemas 
axiomáticos, son: paralelismo, ortogonalidad (ambas a dos va-
riables), paridad (a una variable), relación “mayor que” (símbo-
lo “>”, a dos variables), etc.. 

Con esto terminamos nuestro análisis de la Lógica clásica. 
Es evidente que en el proceso de axiomatización no viene codi-
ficado todo el significado, en sentido general, de cualquiera de 
los conceptos semánticos discutidos, sino sólo su uso, llamé-
moslo técnico, en el seno de un ámbito matemático restringido. 
Por ejemplo, citamos la regla deductiva del modus ponens: «De 
“A→B” y “ A” se deduce “B”». Aquí “y” y “se deduce” son 
bien diferentes de los símbolos matemáticos “e” y “→” ante-
riormente citados. De hecho éstos no tienen ahora que obedecer 
a los axiomas del Cálculo clásico, sino poseer aquel valor se-
mántico insustituible que nos permite “sacar” una proposición 
nueva, el teorema “B”, a partir de las dos proposiciones 
“A→B” y “ A”. Efectivamente, hemos ya aclarado que una regla 
deductiva no puede carecer de carácter semántico. 

Con la expresión Sistema axiomático predicativo clásico, o 
concisamente breve Sistema clásico, entenderemos un Sistema 
constituido por un particular Cálculo predicativo clásico formal 
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del primer orden (con su fila oportuna de predicados) más otros 
axiomas y reglas propias, sobre las que no hacemos ninguna 
hipótesis específica. Este Sistema podría, por lo tanto, incorpo-
rar expresiones de cualquier orden entre los axiomas y/o hacer 
uso de las reglas deductivas más complejas, incluida la posibi-
lidad de no respetar la formalidad: el Sistema, para deducir los 
teoremas, podría exigir un significado no eliminable para sus 
proposiciones. De hecho, más adelante descubriremos que ten-
dremos que “hacer las cuentas” también con Sistemas clásicos 
no formales. 

Por otra parte, casi todas las ordinarias, informales, Dis-
ciplinas matemáticas pueden ser reconducidas a Sistemas 
clásicos formales, dotados del traje axiomático correcto en el 
cual todas las afirmaciones, comprendidos los teoremas, se 
reducen a secuencias de símbolos sin significado explícito. 
Es obvio que estamos satisfechos de la mera posibilidad ló-
gica de este proceso. Hacerlo en la práctica implicaría no só-
lo reducir en símbolos los entes propios de la Teoría (como 
las rectas, los planos, etc.., en el caso de la Geometría) sino 
también, como se ha visto, añadir a sus premisas propias (es 
decir, aquellas que, en el caso de la Geometría, incluyen sólo 
las rectas, el paralelismo, etc..), todos los axiomas y reglas 
del Cálculo predicativo clásico formal del primer orden so-
bre el cual el Sistema se funda. Se obtendría una Teoría ma-
temática terriblemente (e inútilmente) complicada e incom-
prensible, porque semánticamente accesible sólo a través de 
sus reglas gramaticales y deductivas. Por eso no es sensato 
renunciar, en la práctica, a la “visión semántica” espontánea 
de entes, propiedades, conectores y cuantificadores en nin-
guna Disciplina matemática bastante avanzada; aunque és-
tos, en la sistematización axiomática formal de la Teoría, 
semánticos no son. 
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I.7. Consistencia y completitud sintáctica 
 
Para introducir algunas propiedades fundamentales para el 

Sistema axiomático, nos serviremos del mismo Sistema axio-
mático definido en el tercer apartado. Esto es: 

 
[símbolos] 0   1   x   =   + 

[regla gramatical] una proposición se constituye única y 
exclusivamente con cualquier secuencia ordenada de símbo-
los tales que: 

 
a) Debe encontrarse uno y sólo un símbolo “=”. 

b) Los símbolos “+” y “=” deben estar siempre prece-
didos y seguidos por otro símbolo distinto a “+” o 
“=”. 

[axiomas] x=x x+0=x 

[regla de deducción] un teorema se obtiene única y ex-
clusivamente sustituyendo en un axioma el símbolo “x”, 
dondequiera que aparezca, por una misma secuencia orde-
nada arbitraria de los símbolos “0” y “1”. 
 
Para este Sistema matemático, definimos (en un modo de in-

tento no clásico para una cuestión de generalidad) la negación 
(o negado) de un teorema: la proposición obtenida cambiando 
su símbolo inicial: si es “1” se sustituirá por “0” y si es “0” por 
“1”. Las negaciones de los teoremas “01=01” y “100+0=100”, 
son entonces: “11=01” y “000+0=100”. 

Puesto que cada teorema comienza con “0” o “1”, existe una 
única negación para cada teorema. Para los axiomas, en cam-



 
40 

bio, (que, recordamos, no son teoremas) la negación no está de-
finida. Pero esta circunstancia (no clásica, como reconocere-
mos), no debe infundir sospechas: no es que una consecuencia 
de la sencillez de nuestro ejemplo. 

Un Sistema matemático se dice consistente respecto a la re-
lación de negación introducida, si la negación de cada teorema 
no es un teorema. Para nuestro Sistema, concluiremos muy fá-
cilmente la consistencia respecto a la negación introducida. La 
metademostración de tal metateorema puede ser la siguiente. 
Considérese un teorema arbitrario; bien si éste se deduce del 
primer o del segundo axioma, tendrá los símbolos iniciales de 
ambos miembros (esto es, de cada parte a la derecha e izquier-
da de “=”) iguales. Por lo tanto, su negación los tendrá diversos 
y, por ello, no podrá ser un teorema. 

La coexistencia de una proposición y su negado como teo-
remas, se define contradicción. Luego consistencia significa 
ausencia de contradicciones. 

Por lo visto, la consistencia es una propiedad sintáctica que 
depende de la definición de negación; desde este punto de vis-
ta, claramente, no puede tener ningún carácter “positivo” o 
“conveniente”. En el próximo apartado, en cambio, veremos 
los efectos indeseables, desde un punto de vista epistemológi-
co, que produce la inconsistencia en una Teoría axiomatizada 
según la Lógica clásica. 

Diremos que un enunciado es indecidible si ni éste ni su ne-
gado son teoremas. Un Sistema en el que no existen enunciados 
indecidibles se dice sintácticamente completo o, brevemente, 
completo. 

Resumiendo: en un Sistema completo, para cada enunciado, 
éste o su negado es un teorema. No olvidemos que estas defini-
ciones, para ser sensatas, deben concernir sólo a los enuncia-
dos, es decir, las proposiciones susceptibles de verdad; en efec-
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to, si una proposición no es susceptible de verdad, ni ésta ni la 
negada podrán jamás ser teoremas: ¡entonces, cada Sistema 
que pueda formular proposiciones con variables libres sería in-
completo! 

Nuestro Sistema axiomático tiene infinitos enunciados inde-
cidibles y, por lo tanto, no es completo. Por ejemplo no se pue-
den decidir “001+01+10=0+101” ni “1011=0010”. El primero, 
en efecto, contiene tres símbolos “+” y por consiguiente no 
puede ser un teorema; lo mismo vale para su negado. El segun-
do no es un teorema, ni lo es su negado “por culpa” del último 
símbolo. 

¿Por qué estas definiciones? Saber si un Sistema matemático 
es completo o no es muy importante en fines prácticos. Nor-
malmente, con el objetivo de aumentar el conjunto de los teo-
remas, las Teorías matemáticas evolucionan introduciendo 
nuevos axiomas; si la Teoría es completa y se desea su consis-
tencia, este proceso resultaría del todo inútil, en la mejor de las 
hipótesis. De hecho, en un Sistema completo cada enunciado 
que no es un teorema es el negado de un teorema; por lo tanto, 
si la adición de un nuevo axioma aumentase realmente el con-
junto de los teoremas, se formaría un Sistema inconsistente, en 
el caso de que originariamente fuese consistente. Por lo tanto, 
si se quiere conservar la consistencia, el axioma añadido debe 
de ser estéril, es decir inútil. Además, un Sistema completo po-
see otras agradables propiedades epistemológicas que revela-
remos más adelante. 

Por otra parte, en un Sistema incompleto, axiomatizado se-
gún la Lógica clásica, sabemos como hacer para ampliar sin 
peligro de inconsistencia el conjunto de los teoremas: añadir un 
enunciado indecidible (o su negado) como axioma. Lo justifi-
caremos pronto. 
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I.8. Las implicaciones de la Lógica clásica 
 
A continuación nos concentraremos en el estudio de las pro-

piedades de los Sistemas clásicos. En particular estamos intere-
sados en la búsqueda de modelos clásicos (además correctos) 
para el Sistema; por brevedad, cuando en el futuro digamos 
modelo nos referiremos siempre a un modelo clásico. Por ello 
es fundamental comprender las consecuencias más trascenden-
tes de la Lógica clásica. 

Por regla común, esta Lógica se considera la más sencilla y 
espontánea para un lenguaje como el matemático. Sin embargo, 
no se puede negar que, al menos en parte, esto se deba a la cos-
tumbre, al hecho de que ésta haya estado siempre y esté todavía 
tácitamente supuesta en toda ordinaria Disciplina matemática: 
las Teorías basadas en lógicas alternativas permanecen insóli-
tas. Para empezar, mostraremos como no todas las consecuen-
cias de los axiomas y reglas del Cálculo lógico clásico sean 
semánticamente tan “indiscutibles”. 

La cuestión puede ilustrarse bien observando la formaliza-
ción de “A implica B” (desde ahora siempre “A→B”), que, co-
mo hemos dicho, se define como abreviación de “(notA)oB”. 
Vemos las razones que, en base a la Lógica clásica, conducen a 
esta posición. 

Consideremos la afirmación (C) “Si hay gatos (A), no hay 
ratones (B)”; ¿cuando será C verdadera o falsa en Lógica clási-
ca? Dos casos son obvios: 1) si A es verdadera y B es verdade-
ra, entonces C es verdadera; 2) si A es verdadera y B es falsa, 
entonces C es falsa. Quedan otros dos casos, en los que A es 
falsa y B puede ser verdadera o falsa. Pero si no hay gatos, la 
frase C, y propio desde un punto de vista semántico, no hace 
alguna imposición: no dice nada acerca de la presencia o au-
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sencia de ratones. Asignar necesariamente un valor de verdad a 
los dos casos restantes es, por lo tanto, indudablemente forza-
do, pero es lo que se debe hacer en Lógica clásica por su mis-
ma definición. Se podría considerar que, en el fondo, estamos 
totalmente libres de asignar estos dos valores respetando el va-
lor semántico “implica”; pero el peligro es que “→” pueda co-
incidir con otros conceptos diferentes que también queremos 
usar. Comenzamos por asignarle a C “falso” en ambos casos 
(véase la siguiente tabla); esto comporta que “→” sea idéntico 
a “e”. De hecho C resultaría verdadera si y sólo si, tanto A co-
mo B son verdaderas; entonces “si hay gatos no hay ratones” 
sería equivalente a “hay gatos y no hay ratones”. No va bien. 

 

A B 
C (prueba de 

A→B) 
C (prueba de 

A→B) 
C (prueba de 

A→B) 
C (prueba de 

A→B) 
V V V V V V 
V F F F F F 
F V F F V V 
F F F V F V 

  
“→” idéntico 

a “e” 
“→” idéntico 

a “↔” 
“A→B” idén-

tico a “B” ok 

 
Axiomatización de A→B en Lógica clásica 

 
Probemos a asignar a los dos casos, ordenados según la ta-

bla, respectivamente el valor falso y verdadero. Resultaría que 
si fuese verdadero que “si hay gatos no hay ratones”, entonces 
necesariamente habría ratones dondequiera no haya gatos. Pe-
ro (por suerte) con independencia de la verdad de C (que exa-
gera un poco las capacidades felinas), existen otros métodos 
de desratización. En efecto, se ha plasmado “→” como idénti-
co a “implica y co-implica” (o bien “si y sólo si”), cuya nota-
ción, “A↔B”, se puede introducir formalmente como abrevia-
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ción de “(A→B)e(B→A)”. Finalmente, asignando a los dos ca-
sos, respectivamente, verdadero y falso, se daría a “A→B” el 
mismo valor de verdad de B. Esto es, “si hay gatos no hay ra-
tones” equivaldría a “no hay ratones”. 

He aquí porque, por exclusión, se asume la última posibili-
dad; en esa, “A→B” se verifica siempre cuando A es falsa (esto 
es, si no hay gatos) y “A→B” equivale a “(notA)oB”, como se 
anticipaba. Consecuentemente sucede que, si A es un enuncia-
do falso y B un enunciado cualquiera, ¡“A→B” siempre es ver-
dadero! El forzamiento es bastante evidente pero es indudable 
que, por lo visto, ésta es la solución que mejor respeta el térmi-
no semántico “implica”. 

Veamos ahora las dramáticas repercusiones de esto sobre la 
cuestión de la inconsistencia. Por supuesto, en Lógica clásica, 
la negación de una proposición se define mediante el símbolo 
“not” del Cálculo clásico del que se ha hablado en el apartado 
I.6. Supongamos que en el Sistema clásico arbitrario S exista 
una contradicción: sea “A” un enunciado tal que tanto “A” co-
mo “notA” son teoremas de S. Entonces, si M es un modelo co-
rrecto cualquiera de S, las interpretaciones tanto de “A” como 
de “notA” serían verdaderas en M. Pero, por las características 
de “not”, la interpretación de “notA” es la negación semántica 
de la interpretación de “A”: por lo tanto, resulta violado el prin-
cipio de no contradicción: M no puede ser un modelo clásico. 

La primera conclusión que evidenciamos para los Sistemas 
clásicos es, por consiguiente, que la existencia de un modelo 
correcto implica la consistencia. En segundo lugar nos pregun-
taríamos si es posible “corregir” el Sistema en caso de incon-
sistencia: si la inconsistencia se debe sólo a “A” o a otros pocos 
enunciados, se podría pensar en “ajustar” las cosas o incluso en 
tolerar alguna contradicción. Por ejemplo, en el lenguaje ordi-
nario la proposición “esta afirmación es falsa” es contradicto-
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ria, como el lector podrá reconocer: no se le puede asignar un 
valor verdadero/falso respectando ambos principios de toda in-
terpretación clásica. Pero se trata de una excepción muy rara y 
peculiar. Y, normalmente, la gente no se abstiene de hablar pa-
ra no incurrir en otras paradojas13. 

Sin embargo, a causa de la peculiaridad de implica, en ámbi-
to matemático es absolutamente diferente. En efecto, si el Sis-
tema demuestra un enunciado falso “F”, puesto que, como 
hemos visto, “F→B” es verdadero sea cual sea el enunciado 
“B”, se puede aplicar la regla del modus ponens: «de “F” y 
“F→B” se deduce “B”», obteniendo “B” como teorema14. Por 
lo tanto, ¡cada enunciado es un teorema! He aquí la consecuen-
cia sintáctica radical de la inconsistencia clásica. Así, por 

                                                           
13 En este libro utilizaremos el término paradoja para indicar una afir-

mación contradictoria, absurda desde el punto de vista metamatemático (y, 
por lo tanto que se debe evitar). Algunos convienen en llamar antinomias 
las absurdidades realmente irresolubles y paradojas aquellas evitables. 
Aunque, sin duda, esto es más refinado, no hay necesidad de asignar un 
nombre especial a las afirmaciones que parecen absurdas pero no lo son. 
Por lo tanto, hablaremos sólo de las primeras, llamándolas, sin embargo, 
con el nombre históricamente más usado: precisamente paradojas. Retorna-
remos sobre ellas en el apartado II.13. 

14 Hemos utilizado el concepto de verdad para simplificar bastante la 
demostración; en realidad “B” se debería deducir de modo puramente for-
mal. Aquí la demostración correcta en el Cálculo clásico de Russell-
Whitehead. Supongamos que “A” y “ notA” sean teoremas. Del axioma 
“ (notX)o(YoX)”, rescrito como “X→(YoX)”, mediante la regla deductiva de 
sustitución se deduce el teorema “(notA)→(Bo(notA))”, donde “B” es un 
enunciado cualquiera. Por modus ponens deducimos entonces el teorema 
“Bo(notA)”. Ahora el axioma “(XoY)→(YoX)”, permite de deducir, por trá-
mite de sustitución y modus ponens, el teorema “(notA)oB” que es la abre-
viación de “A→B”. Por último, de nuevo modus ponens para deducir el teo-
rema “B” a partir del teorema “A”. 
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ejemplo, “2+2=5” implica sintácticamente cualquier enuncia-
do, como: “7=7”, “7=113”, “todos los números naturales son 
impares”, “no todos los números naturales son impares”, etc.. 
En cada Teoría matemática clásica donde se haya descubierto 
una sola contradicción, se puede demostrar todo y el contrario 
de todo: cualquier otro enunciado es contradictorio. No es sim-
plemente que la Teoría no admita algún modelo correcto: ¡es 
que ningún enunciado de la Teoría puede interpretarse de mo-
do clásico! Realmente, semejante Teoría clásica no tendría 
ninguna utilidad, sea formal o no. 

Como hemos señalado, se han propuesto otros tipos de Ló-
gica para obviar a este radicalismo de la Lógica clásica: con 
tres valores de verdad (verdadero, posible, falso), con la impo-
sición de un método efectivo para concluir la verdad/falsedad 
(Lógica intuicionista) o revisando la definición misma de los 
conectores lógicos (Lógica lineal). Aún se consideran alternati-
vas insólitas, pero es posible que esto cambie en un futuro. 

Desde un punto de vista sintáctico, por otra parte, no hay ra-
zones para considerar en algún sentido irregular un Sistema 
clásico inconsistente. Si la gramática y la deducción de los teo-
remas respetan las reglas establecidas, no puede haber ningún 
otro defecto estructural en el Sistema; y de hecho, la eventual 
desagradable sorpresa de descubrir que la Teoría es inconsis-
tente, no invalidaría la corrección de las deducciones hechas 
hasta ahora (¡dado que todos los enunciados son teoremas!), 
aunque revelaría que hemos perdido totalmente nuestro tiempo 
desde el punto de vista epistemológico. En este sentido, la 
misma deducción de la contradicción, también correcta, ¡no se-
ría desde luego inútil! La única posibilidad de error lógico po-
dría surgir cuando una regla de deducción suponga la consis-
tencia para generar algunos teoremas. Mencionar la 
consistencia (o la inconsistencia) del Sistema en una regla de-
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ductiva obedecería a un criterio circular: la consistencia, que 
depende de las reglas deductivas, ¡dependería a su vez de la 
consistencia! Aunque, como veremos más adelante (apartado 
II.13), la circularidad no implica necesariamente absurdidad en 
metamatemática, en un caso similar se necesitaría un argumen-
to metamatemático previo que descarte la posibilidad de incu-
rrir en paradojas. De todas formas, el caso es anómalo (nunca 
utilizado en las Disciplinas comunes). Excluyendo, pues, este 
caso peculiar, podemos afirmar que la inconsistencia no repre-
senta nunca un error lógico-sintáctico. Luego, que tal Teoría 
sea absolutamente inútil es un hecho indudable, pero de natura-
leza distinta, que sólo concierne al aspecto semántico: precisa-
mente el hecho de que los enunciados no pueden interpretarse 
sensatamente. 

El reconocimiento de la existencia de incluso un único, arbi-
trario, enunciado no demostrable, es decir que no puede ser un 
teorema, es suficiente para poder atestiguar la consistencia de 
un Sistema clásico; puesto que esta condición también es nece-
saria para la consistencia, en definitiva es equivalente a ella. 
Por ejemplo, cada Sistema clásico incompleto es ciertamente 
consistente, porque un enunciado indecidible supone dos enun-
ciados que no son teoremas: éste y el negado. En otros térmi-
nos, un Sistema inconsistente siempre es completo. 

Otra propiedad “extraña” de todo Sistema clásico es que, si 
T es un teorema, entonces “Y→T” es un teorema, cualquiera 
que sea el enunciado “Y”. Esto procede del axioma “X→(YoX)” 
o bien “X→(notY→X)”, para cada pareja de enunciados “X” e 
“Y”. Dado que “Y” es arbitrario, es lo mismo escribir el axioma 
como “X→(Y→X)”. Ahora, si “X” es un teorema, “Y→X” se 
concluye por modus ponens. 

Un teorema clásico que parecerá bastante obvio (pero cuya 
demostración no es nada breve, en el Sistema de Russell-
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Whitehead) es “A→A”, válido para cualquier enunciado “A”. 
De aquí sigue la propiedad fundamental que, en cada Sistema 
clásico, cada axioma también es teorema: es suficiente aplicar 
el modus ponens a partir del axioma “A”. 

El metateorema de deducción, válido para los Sistemas clá-
sicos, aunque en principio no necesario, es muy útil para sim-
plificar demostraciones de otro modo larguísimas. Afirma que 
demostrar una implicación como “A→B” es equivalente a de-
mostrar “B” en el Sistema que se obtiene añadiendo al Sistema 
inicial el axioma “A”. En efecto en cada Teoría clásica, cuando 
se intenta demostrar una tesis, las hipótesis se tratan exacta-
mente como si fuesen axiomas. Daremos sólo una justificación 
intuitiva del metateorema, puesto que su metademostración 
(que el lector puede encontrar en un libro ordinario de Lógica) 
no es tan breve. Para empezar, si “A→B” es un teorema, es tri-
vial que un Sistema que posee “A” como axioma tenga también 
“B” como teorema: sigue de modus ponens. Viceversa, sea S' el 
Sistema obtenido de S añadiendo el axioma “A” y supongamos 
que en S', “B” sea un teorema; la tesis es que “A→B” es un teo-
rema del Sistema S. Si “B” es un teorema de S, cada enunciado 
de S implica “B” y por lo tanto, también “A→B” es un teorema 
de S. Si “B” no es un teorema de S, entonces en S', “B” puede 
derivar sólo gracias al axioma “A”. Esto sugiere, justamente, 
que “A→B” sea teorema de S (como realmente concluye la me-
tademostración correcta). 

 
I.9. Sistemas clásicos bien definidos 
 
Discutamos ahora las implicaciones de la buena definición 

sobre las premisas de un Sistema clásico cualquiera. El punto 
de partida es la suposición que cualquier Cálculo predicativo 
clásico formal del primer orden sea bien definido; este hecho 
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debe aceptarse como intuitivo o, si se prefiere, por convención. 
En rigor, por ejemplo, ¡no es incuestionable que el modus po-
nens sea una regla deductiva clara y sin ambigüedad! Sin em-
bargo nos parece oportuno profundizar más tarde este argu-
mento (apartado II.13). Continuamos con mostrar que si un 
Sistema clásico cualquiera es bien definido, entonces el conjun-
to de sus axiomas es distinguible. Por absurdo, sea E un enun-
ciado que ningún razonamiento metamatemático puede con-
cluir ni excluir que sea un axioma. Consideremos entonces el 
siguiente razonamiento: “del axioma E y del teorema E→E se 
deduce que E es un teorema”; éste utiliza correctamente el mo-
dus ponens y, como se ha visto, no se engaña afirmando que 
E→E es un teorema. Por lo tanto, resulta incorrecto si y sólo si 
E no es un axioma; pero, dado que no es posible concluir o ex-
cluir esta última cosa, tampoco es posible concluir o desmentir 
su corrección, o sea si es o no es una demostración de E. Pero 
esto es absurdo: viola la distinguibilidad de las demostraciones 
incluida en la hipótesis de buena definición del Sistema. 

Recordemos que un Sistema clásico posee, en general, pre-
misas propias que se suman a las del Cálculo predicativo clási-
co formal del primer orden sobre el cual se basa. Como caso 
particular (muy importante, como veremos), hay aquello en lo 
que el Sistema no añade ninguna regla nueva, ni gramatical ni 
deductiva, sino sólo axiomas propios. Metademostremos que, 
en este caso, la distinguibilidad de los axiomas también es su-
ficiente para concluir la buena definición del Sistema. Usare-
mos el hecho de que cualquier demostración de un teorema 
siempre se puede extender de modo que al final haga referencia 
solamente a axiomas, reglas deductivas y al enunciado demos-
trado (esto es, el teorema final). Queremos decir que si una 
demostración, para deducir el teorema T, involucra cierto otro 
teorema S, siempre se puede desarrollar incluyendo la demos-
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tración de S. Haciéndolo con todos los teoremas citados, se ob-
tendrá así una demostración (quizás larguísima) que sólo men-
ciona axiomas y reglas deductivas, además de la conclusión. 
De no ser así, entonces tales deducciones no derivarían única-
mente de los axiomas y de las reglas, como debe ser en cada 
Sistema axiomático. Una demostración de tal forma la llama-
remos brevemente extensa; para simplificar nuestra metade-
mostración estableceremos, pues, de considerar como legítimas 
sólo a las demostraciones extensas (esta convención, claramen-
te, descartará deducciones consideradas normalmente como ca-
balmente correctas pero, como hemos aclarado, no perderá 
realmente ninguna). 

Empecemos con el observar que, ya que el conjunto de los 
enunciados permanece aquel definido por el Cálculo predicati-
vo clásico formal de primer orden, éste es distinguible por la 
hipótesis de buena definición de éste último. De esta misma 
hipótesis sigue también que es posible distinguir cada razona-
miento que hace un uso correcto de las cuatro reglas deductivas 
clásicas. Entonces, todos aquellos que no entran en esta catego-
ría pueden excluirse de ser demostraciones. Consideremos, 
luego, un arbitrario razonamiento de la antedicha categoría que 
deduce un cierto enunciado C, mencionando un número finito 
de enunciados E1, E2,... En. Por nuestra convención de limitar-
nos a las demostraciones extensas, C será efectivamente un teo-
rema, o bien el razonamiento una demostración, si y sólo si to-
dos los enunciados E1, E2,... En son axiomas de la Teoría. Por 
lo tanto, siendo los axiomas distinguibles, también podremos 
siempre distinguir si este razonamiento es una demostración, lo 
que implica la distinguibilidad de las demostraciones. Por úl-
timo, cada teorema tiene al menos una demostración. De 
hecho, cada teorema debe derivar, por definición, por los 
axiomas y reglas deductivas; siendo los primeros distinguibles, 



 
51 

son las segundas que, razonando por absurdo, no serían tradu-
cibles sin malentendidos en el lenguaje de las demostraciones. 
Pero esto viola la hipótesis de buena definición para el Cálculo 
predicativo clásico formal del primer orden sobre que el Siste-
ma se asienta. Esto completa la metademostración que el Sis-
tema está bien definido. 

En general, sin embargo, el hecho de que los axiomas de un 
Sistema clásico sean distinguibles, no es suficiente para garan-
tizar su buena definición: nada prohíbe que las reglas propias 
del Sistema posean cierto grado de ambigüedad que lo impida. 
Más adelante veremos un ejemplo no trivial de este caso. 

 
I.10. Demostraciones por absurdo 
 
El moderno asentamiento axiomático de los Sistemas ma-

temáticos clásicos exige una revisión, importante desde el 
punto de vista lógico, de las famosas “demostraciones por ab-
surdo” o “indirectas”. En la escuela primaria (donde, por su-
puesto, no se adopta la axiomática formal) éstas se introducen 
aproximadamente así: «queriendo demostrar el enunciado 
“A”, se suponga la verdad de “notA”. A partir del Sistema que 
se obtiene añadiendo “notA” a los axiomas, se deduce una 
contradicción: o bien “A”, o la negación de un teorema; por 
eso “notA” no puede ser verdadero, entonces será falso y “A” 
verdadero». No han faltado críticas, en el pasado, a esta técni-
ca demostrativa. Los “acusadores” sostenían que obedecía a 
un criterio deductivo realmente nuevo (a una regla nueva, di-
ríamos ahora), inicialmente no admitido. Los “defensores” 
pensaban que no. Otros, en una posición intermedia, mantení-
an que las demostraciones directas, cuando existían, eran 
“preferibles” a las indirectas. En la ambigüedad de un Sistema 
no axiomatizado, la disputa no puede resolverse concluyen-
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temente. 
Examinando superficialmente el razonamiento con la ópti-

ca de la axiomática formal, se diría que utiliza el concepto de 
verdad y presupone que el Sistema sea consistente (cuando 
descarta la situación “absurda” de una contradicción). Si fuese 
así, éste obedecería realmente a un criterio deductivo nuevo y 
además peligroso, por lo que se ha observado en el apartado 
I.8. Por suerte, no es verdaderamente así. Desde un punto de 
vista meramente sintáctico, en efecto, en base al metateorema 
de deducción, lo que en una demostración “por absurdo” se 
hace, es deducir el teorema “A” a partir del teorema “(no-
tA)→A” o bien del teorema “(notA)→(notT)”, siendo “T” un 
teorema cualquiera. Y bien, esto es legítimo en base a las re-
glas deductivas clásicas; es decir, no obedece a ninguna regla 
deductiva nueva. 

Presentaremos, por amor de completitud, la entera deduc-
ción correcta, avisando al lector que puede saltarla tranquila-
mente sin ningún tipo de problema para los argumentos futu-
ros. Utilizaremos el axioma: “(X→Y)→((ZoX)→(ZoY))” y el 
teorema “(not(notX))→X”15, válido para cada enunciado “X”, 
cuya demostración es bastante larga en el Cálculo clásico de 
Russell-Whitehead. 

Se quiere, pues, obtener como teorema “A”, a partir del 
teorema “(notA)→A” (primer caso) o bien del teorema “(no-
tA)→(notT)”, donde “T” es un teorema cualquiera (segundo 
caso). En el primer caso, utilizando el axioma anterior, con 
“not(notA)” en lugar de “X” y “ A” substituido tanto a “Y” co-
mo a “Z”, se obtiene: 

                                                           
15 En realidad se tiene la equivalencia “(not(notX))↔X”, en armonía con 

el concepto semántico que dos negaciones son equivalentes a afirmar. Pero 
a nosotros sólo nos interesa un sentido. 
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 (not(notA)→A)→((Ao(not(notA)))→(AoA)) 
 
Ya que el primer término un teorema, por modus ponens 

obtenemos como teorema “(Ao(not(notA)))→(AoA)”. Ahora, 
el teorema de premisa es una abreviación de “(not(notA))oA”. 
Utilizando el axioma “(XoY)→(YoX)” y de nuevo modus po-
nens, deducimos el teorema “Ao(not(notA))”. Luego, aplicando 
otra vez modus ponens obtenemos el teorema “AoA”. Por fin el 
axioma “(AoA)→A”, permite deducir el teorema “A” por modus 
ponens. En el segundo caso, el teorema de premisa es una abre-
viación de “(not(notA))o(notT)”, de la que puede obtenerse, en el 
modo visto, también el teorema “(notT)o(not(notA))”, o sea 
“T→(not(notA))”. Mediante modus ponens se obtiene, por lo 
tanto, el teorema “not(notA)”. Finalmente, utilizamos el teorema 
“not(notA)→A” para deducir “A” con modus ponens. 

He aquí quitado todo lo arcano16 en este tipo de demostra-
ciones, llamadas y realizadas habitualmente de forma incorrec-
ta desde el punto de vista de la axiomática formal. Éstas, en el 
riguroso asentamiento axiomático, no tienen ningún carácter 
peculiar o “indirecto” (¡qué sólo existen demostraciones “di-
rectas”!): no utilizan el concepto de verdad, no presuponen la 
consistencia y no responden a criterios deductivos nuevos. No 
obstante, hemos aclarado que el método tradicional, aunque 
irregular en la forma, conduce a deducciones legítimas. 

En un ámbito metamatemático, sin embargo, las tradiciona-
les demostraciones por absurdo no precisan ningún tipo de co-
rrección. Como se ha visto, en Lógica clásica se asumen el 
principio de no contradicción y del tercer excluido para cual-
                                                           

16 He leído en la Web: “en edad escolar, tuve dos choques: como se 
hacen los niños y las demostraciones por absurdo”. 
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quier interpretación de las proposiciones de un Sistema axio-
mático. Parece entonces del todo oportuno que estos princi-
pios se extiendan al resto de la metamatemática y, por lo tan-
to, al lenguaje de una metademostración. Por otra parte, 
incluso desde el punto de vista del “saber común” estos prin-
cipios parecen del todo naturales, aun con los defectos indica-
dos en el octavo apartado. Y bien, las tradicionales demostra-
ciones por absurdo obedecen a estos dos principios, como se 
reconoce inmediatamente. Se puede pues afirmar que, en una 
metademostración por absurdo, a diferencia de una demostra-
ción “por absurdo”, se utiliza realmente la técnica de descar-
tar una contradicción semántica (como, por ejemplo, contra-
decir una suposición hecha); lo que significa, ahora sí, 
suponer consistencia en los razonamientos de la metamatemá-
tica. 

Resumiendo, la técnica demostrativa tradicional por absurdo 
funciona tanto en ámbito metamatemático como matemático, 
con la puntualización de que en el segundo caso ésta debería (y 
en todo caso puede) ser correcta formalmente, sin utilizar el 
concepto de verdad u otras hipótesis que limitan la generalidad 
del Sistema. 

Terminamos el apartado reconociendo que, como se había 
anunciado, la adición de un enunciado indecidible o de su ne-
gado como nuevo axioma del Sistema, no altera la consisten-
cia. Sea S un Sistema en el que el enunciado “A” es indecidi-
ble; S, poseyendo enunciados indemostrables es por lo tanto 
consistente. Sea S' el Sistema que añade el axioma notA a los 
axiomas de S; lo indicaremos sintéticamente con S+notA. Si, 
por absurdo (semántico) fuese inconsistente podría deducirse 
de éste lo que se desee, por ejemplo “A”. Para el metateorema 
de deducción, entonces, en S puede deducirse “notA→A”. Lo 
que muestra que “A” puede ser deducido “por absurdo” (sintác-
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tico) en S, contra la hipótesis inicial. La misma metademostra-
ción puede aplicarse al Sistema S+A, llamémoslo S''. Vale 
también el inverso de este metateorema: sean S' y S'', definidos 
como antes, ambos consistentes; entonces “A” tendrá que ser 
indecidible en S (que también será consistente). Por absurdo 
(semántico), supongamos, por ejemplo, que “A” sea un teorema 
de S; entonces lo será también para S', que contiene todos sus 
axiomas. Sin embargo, S' puede deducir también “notA”, dado 
que cada axioma es también teorema, y por lo tanto es incon-
sistente contra las hipótesis hechas. Análogamente se prueba 
que “notA” no puede ser un teorema de S; luego “A” es indeci-
dible. 

 
I.11. Frutos básicos del método axiomático 
 
En este apartado ilustraremos algunos resultados del método 

axiomático formal, entre los cuales ciertos históricamente bas-
tante importantes. Para mostrar la utilidad del uso de diversos 
modelos correctos de una misma Teoría matemática, considera-
mos el siguiente juego para dos jugadores17: dispuestas sobre la 
mesa las cartas descubiertas del as al nueve de un mismo palo, 
cada jugador, en su turno, elige una carta y la añade a su grupo 
inicialmente vacío. Gana el primer jugador que posea en el pro-
pio grupo tres cartas cuya suma es 15. Se puede evitar estudiar 
las mejores estrategias y hacer sumas, reconociendo que hay un 
modelo más simple del mismo juego: el popular tres en raya. 
Para convencerse de ello, basta con un rápido vistazo a la si-
guiente figura. 

 

                                                           
17 Este ejemplo procede de H. De Long: Problemi non risolti 

dell’aritmetica. 
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El “teorema”, conocido probablemente por todos, que siem-

pre se puede empatar si se sabe jugar bien (del que se convence 
fácilmente apurando todos los casos posibles), puede evidente-
mente transferirse al modelo con las cartas (cuyos casos posibles 
serían muchos más); y las mismas estrategias para hacerlo son 
las correspondientes establecidas por el cuadro. Los dos juegos 
encarnan dos modelos de un único Sistema axiomático formal 
(del cual, por otra parte, un definición rigurosamente formal se-
ría mucho más compleja que la descripción ofrecida por los dos 
modelos). 

En Lógica no es infrecuente el caso en el que un modelo co-
rrecto de algún Sistema axiomático se construye mediante el 
modelo correcto de otro Sistema axiomático. Entre los objeti-
vos, hay lo de indagar algunas características del primer Siste-
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ma. Un ejemplo históricamente muy importante de esta técnica, 
que sin duda aceleró los esfuerzos para una sistematización ló-
gica de las Matemáticas, se tiene a propósito de las Geometrías 
no euclidianas; esto es, las que asumen como axioma una de las 
posibles negaciones del V postulado de Euclides (en adelante 
VP). Éste afirma: “dada una recta r y un punto P externo a ésta, 
existe una y una sola recta que pasa por P y es paralela a r” 18. 
No pocos han sido los matemáticos que, desde la antigüedad, 
han tentado demostrar el enunciado, el cual no parecía poseer 
el indiscutible carácter definitorio de los primeros cuatro postu-
lados. Después de una tentativa de demostración por parte de 
G. Saccheri en 1733 (equivocada, pero que de hecho delineó 
las bases para el desarrollo de la Geometría no euclidiana), a 
mitad del siglo XIX diferentes matemáticos, entre los cuales 
Gauss, se convencieron de la indemostrabilidad de VP; algunos 
de éstos, como Riemann y Lobavcevskij, desarrollaron en con-
creto Geometrías no euclidianas. ¿Pero qué hay acerca de su 
consistencia? Y tal pregunta suscitaba otra más inquietante: 
¿estamos seguros, ante todo, de que la Geometría euclidiana 
(en adelante GE), donde VP es admitido como axioma, sea 
consistente? 

De esta manera las Geometrías no euclidianas provocaron 
una discusión crítica que, más allá del problema específico de 
su consistencia, concernía los fundamentos de cada Teoría ma-
temática. Nadie ponía seriamente en discusión la consistencia 
de la “vieja” GE; pero la pregunta era: ¿qué tipo de razona-
miento, admitiendo que exista, podría concluir (o confutar) esta 
consistencia? ¿Y qué decir del mismo problema para las otras 
Disciplinas matemáticas? Las desconcertantes respuestas (par-

                                                           
18 Playfair demostró que esta proposición, más simple que la original 

(que omitimos) es equivalente a ella. 
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ciales) a tales preguntas debían aguardar algún decenio. 
Entre tanto, tres ejemplos no euclidianos, el primero de E. 

Beltrami y de validez no general, los otros dos debidos a F. 
Klein y H. Poincarè, con la deseada generalidad, implicaban 
que VP era indecidible si la GE era consistente. Describimos en 
líneas generales la interpretación de Poincarè (en adelante IP). 

En referencia a la circunferencia euclidiana c de la figura 
1.1 [véase la página siguente], se considere la siguiente corres-
pondencia: 

 
 

PUNTO  punto interno a c 

RECTA  arco de círculo interno a c y ortogonal a c  
  (o diámetro de c). 

 
 
El lector se habrá enterado de que estamos usando el carác-

ter minúsculo para los términos que se interpretan en sentido 
usual, esto es euclidiano, y el mayúsculo para la nueva inter-
pretación. La DISTANCIA entre dos PUNTOS se define de 
un modo especial utilizando la función logarítmica; sin nece-
sidad de profundizar más, observaremos sólo que, con tal de-
finición, la DISTANCIA entre dos PUNTOS, uno de los cua-
les tiende a la circunferencia c, tiende al infinito. Por lo tanto, 
también en IP las RECTAS son de longitud infinita. 
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El diseño de Escher, a la derecha, visualiza las deformacio-
nes que sufre una figura aproximándose a la circunferencia (en 
el plano euclidiano todos los murciélagos o palomas tendrían la 
misma grandeza). 

La interpretación IP se construye, pues, mediante el modelo 
euclidiano de GE. Si se supone que este modelo existe y es co-
rrecto (del que también sigue que GE es consistente), siendo 
todos los teoremas de GE verdaderos en el modelo euclidiano, 
resulta que en IP son verdaderos los cuatro primeros postula-
dos de Euclide: éstos, de hecho, descienden de teoremas de 
GE. Por ejemplo, el primero, “dos PUNTOS distintos identifi-
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can una RECTA”, puede ser demostrado en GE en base a las 
propiedades de los arcos de círculos ortogonales a una circun-
ferencia: es, pues, verdadero para IP. Entonces IP es un mode-
lo de la Geometría que asume sólo los cuatro primeros postula-
dos, llamémosla G. Además, puesto que la verdad de cada 
teorema de G en el modelo IP proviene de la misma corrección 
del modelo euclidiano en GE, IP es un modelo correcto de G. 

En cambio, aún en base a teoremas de GE, puede demostrar-
se que VP es falso en IP: se pueden construir infinitas REC-
TAS PARALELAS (definidas análogamente a “paralelas”, o 
sea carentes de PUNTOS en común) a una RECTA r y que pa-
san por un PUNTO P externo a ésta (en la figura anterior, dos 
de estas RECTAS son s y t). Por lo tanto, VP no puede ser un 
teorema de G: si lo fuese, sería verdadero para su modelo co-
rrecto IP. Del mismo modo, tampoco notVP puede ser un teo-
rema de G: si lo fuese, el modelo euclidiano de GE, donde VP 
es axioma, no sería un modelo, como estamos suponiendo. Si-
gue que, en las misma hipótesis, VP es indecidible en G. 

IP es un modelo correcto de una Geometría en la que es 
verdadera una de las posibles negaciones de VP: precisamente, 
que hay infinitas rectas paralelas a una data y pasantes por un 
punto externo a ella. Tal Geometría se llama hiperbólica. Se 
puede probar análogamente que, todavía en la hipótesis de que 
la interpretación euclidiana sea un modelo correcto para GE, 
existen modelos correctos también para la Geometría elíptica, 
donde se asume como axioma que de estas rectas no existe 
ninguna. 

Es posible que alguien haya experimentado un cierto descon-
cierto por la manera con la que se ha obtenido la metademostra-
ción de indecidibilidad de VP (recordemos, en la hipótesis que el 
modelo euclidiano de GE sea correcto): la construcción del mo-
delo IP requiere un nuevo tipo de imaginación, de observación 
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creativa. Sin duda, también en las normales demostraciones hay 
creatividad; pero ahí la inventiva atañe siempre y sólo la elec-
ción de los objetos a considerar, los cuales, en cualquier caso, 
siempre son elementos (en concreto, cadenas de símbolos) de la 
Teoría. Aquí, sin embargo, se crean estructuras ad hoc, que for-
man parte de una colección esencialmente semántica: la de los 
modelos del Sistema axiomático. Cierto, sería bastante deseable 
poder disponer de un método seguro que en todos los casos, fija-
do el Sistema, nos indicase los pasos a seguir para deducir la in-
decidibilidad de cierto enunciado; sin recurrir necesariamente a 
las interpretaciones, es decir a estructuras semánticas. Reafronta-
remos esta cuestión. 

Además, hay también otro tipo de desconcierto: en el caso, 
el hecho de que el Sistema G sea interpretable igual de bien se-
gún modelos geométricos totalmente diversos de aquello para 
lo que se ha creado. Pero aquí hay que admitir francamente que 
la única equivocación consiste en la presunción de que el Sis-
tema G haya ya traducido todas las características del intuitivo 
modelo euclidiano que se quiere reproducir y estudiar en ver-
sión axiomática. Es más: pasada la sorpresa, podría resultar 
provechoso estudiar las nuevas “extrañas” interpretaciones, 
quizá descubriendo su utilidad. En el caso, las Geometrías no 
euclidianas pueden describir los espacios físicos curvos (por 
ejemplo, encorvados por una densidad de energía, conforme a 
la Relatividad General). 

El Espacio cartesiano es una interpretación que asocia nú-
meros y ecuaciones reales a los conceptos de GE: una terna or-
denada de números reales a “punto”, tipos oportunos de ecua-
ciones a “recta”, “plano”, etc.., de modo que cada ente y 
propiedad del modelo euclidiano tiene un correspondiente 
equivalente. Desciende de ello que, si el Espacio cartesiano es 
un modelo correcto de GE, también lo es la interpretación eu-
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clidiana y viceversa. El Espacio cartesiano se funda sobre el 
llamado modelo estándar, esto es, la interpretación espontánea 
de los números reales (sobre la cual volveremos detalladamen-
te). Así, pues, a partir del modelo estándar de los reales se 
puede construir un modelo correcto para GE: el Espacio carte-
siano. Por lo tanto, de la existencia del modelo estándar de la 
Teoría de los números reales, seguiría la existencia de modelos 
correctos (y en particular la consistencia) bien para GE, bien, 
como se ha mostrado, para las Geometrías no euclidianas. 

Pero, finalmente, ¿existe siempre un método para “construir” 
un modelo correcto o para concluir que cierta interpretación lo 
es? ¿O bien, menos ambiciosamente, para concluir o confutar la 
consistencia de un Sistema? Estos interrogantes, hacia finales 
del siglo XIX, suscitaron un renovado interés con respecto a la 
Lógica. 

 
I.12. No individuabilidad de existentes en Lógica clásica 
 
En Lógica clásica la existencia de un ente no implica nece-

sariamente su individuabilidad, esto es, que se pueda efecti-
vamente mostrar, ejemplificar. Se tienen dos casos de no in-
dividuabilidad: en el primero, el objeto no es ni siquiera 
representable, no admite una representación en el modo que 
se ha convenido pretender. En el segundo, el objeto admite 
una representación en el modo convenido, pero no es posible 
concluir que es el objeto buscado. Esto sucede porque en Ló-
gica clásica una demostración de existencia puede no aportar 
ningún método para identificar el objeto existente: no debe ser 
conexa a la individuación del ente; se habla en tal caso de 
demostración no constructiva. Algunos consideran esta pre-
rrogativa otro defecto epistemológico de la Lógica clásica. 

Pensemos en el mundo real: ¿quién duda que es bastante 
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frecuente el caso en el que es imposible individuar un objeto 
concreto aun estando seguros de que exista? Las palabras del 
primer discurso escrito, el tercer grano de arena que toqué, el 
número más grande pensado por Eulero, etc.. No obstante, 
en estos ejemplos la imposibilidad está siempre conexa a 
condiciones físicas y no de principio (¿y si fuésemos capaces 
de viajar atrás en el tiempo, de leer el pensamiento? Etc.). 
En Matemáticas no interesan a priori dificultades prácticas 
ligadas al tiempo, a la legibilidad de los caracteres, etc.. 
Luego, el paralelo con las imposibilidades físicas del mundo 
real no resistiría. Veamos un ejemplo de imposibilidad de 
individuación que parece de principio: “un número aún no 
representado” o bien “una frase todavía no considerada”. Es 
indudable que de estos objetos existen infinitos; por ejemplo, 
el número de las frases es infinito, pero todas aquellas hasta 
ahora consideradas son y serán siempre finitas. Sin embargo 
parece que, por definición, sea imposible considerar una de 
aquellas todavía no consideradas: en el momento en el cual se 
(cree que se) hace, ¡esa ya no posee la propiedad requerida! 
En esencia, la cuestión esconde un aspecto paradójico: la es-
critura “un frase todavía no considerada” parece considerar... 
una frase aún no considerada: ¿pero, entonces, la considera o 
no? Como veremos detalladamente en el apartado II.13, es in-
evitable que la metamatemática deba enfrentarse con las para-
dojas; hay que pretender (o, más humildemente, suponer) que 
sea capaz de saberlas apartar. En el caso de susodicha frase, pa-
ra restarle todo interés matemático, basta con observar que en 
ella el tiempo interviene explícitamente en la propiedad del 
existir: a bien mirar, hay un “antes” y un “después”. La acción 
de identificación del ente provoca una mutación de condiciones 
que hace decaer la propiedad misma de existencia del ente. 

Estas observaciones benefician la perspectiva constructi-
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vista ofrecida por algunas Lógicas alternativas a la clásica, 
por ejemplo la Lógica intuicionista y la Lógica lineal. En 
esas, de cada demostración de existencia siempre desciende 
un método efectivo para hallar el objeto. Pero nosotros per-
maneceremos en el ámbito tradicional representado por la Ló-
gica clásica. 

Como ejemplo fundamental de no representabilidad consi-
deremos el caso de los reales: ¿se puede mostrar siempre un 
número real? Si con “mostrar” entendemos una denotación 
explícita finita de todas sus cifras, la respuesta es obviamente 

“no”, siendo éstas infinitas. La escritura2 , por ejemplo, de-
nota realmente una operación y no directamente el número 
que convencionalmente representa (del que no enseña decla-
radamente alguna cifra); la operación, no obstante, permite 
calcular cualquier deseada cifra suya. Manteniendo dicha 
convención, sólo podríamos “mostrar” números racionales no 
periódicos. 

Pero la imposibilidad de representación puede siempre re-
solverse aligerando las convenciones. Podríamos empezar 
considerando como satisfactorias también expresiones como 

“ 34157,678 ”, donde se conviene que los números debajo de 
la raya se repitan al infinito. Ahora se podrán “mostrar” todos 
los números racionales, pero quedarán fuera, en general, los 
números reales. Una posterior convención sobre la represen-

tabilidad, podrá hacer que escrituras como 2  y π , por 
ejemplo, representen adecuadamente precisos números reales. 
No existen límites para las convenciones de representabilidad, 
una vez fijado límpidamente el concepto a expresar; a pesar 
de que pueden existir límites insuperables para su conoci-
miento concreto. Es así porque la denotación es un hecho me-
tamatemático (semántico) y por la Semántica no existen lími-
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tes expresivos no franqueables, aparte de las mencionadas ex-
cepciones de naturaleza paradójica que debemos suponer de 
saber reconocer. 

No obstante, la representabilidad no implica, en general, la 
individuabilidad. Casi en cada Teoría clásica hay teoremas 
que demuestran la existencia de entes (representables, si las 
convenciones son oportunas) sin especificar ningún método 
para identificarlos. Nada, en principio, impide que esa identi-
ficación sea imposible, que esté más allá de las capacidades 
deductivas del Sistema axiomático. Por ejemplo, la Teoría 
podría deducir un enunciado del tipo “∃ n(...)”, pero todos los 
enunciados: “∃ n(...)→(n=1)”, “ ∃ n(...)→(n=2)”, etc., ser in-
decidibles. Entonces n quedaría indeterminado. No hay nada 
de paradójico, a priori equivocado, en esto. 

Otra vez, pues, el presunto defecto se revela ser sólo una 
presunción injustificada sobre los Sistemas clásicos. 

Podemos ahora reproducir un ejemplo no trivial de un Sis-
tema con un número finito de axiomas pero indistinguibles, 
como anticipamos en el apartado I.5. Basta con suponer la 
existencia de cierto Sistema matemático S en el que se puede 
demostrar que existe un número natural n dotado de algunas 
propiedades, pero que no se puede efectivamente individuar. 
Definimos, entonces, un nuevo Sistema S' cuyos axiomas son 
todos los enunciados de S con menos de n caracteres; este Sis-
tema tiene finitos axiomas pero indistinguibles, puesto que no 
se puede identificar el valor de n. Recordando todo lo con-
cluido en el apartado I.9, se puede, pues, afirmar que, si S' es 
clásico, entonces no está bien definido. 

Con un criterio similar, se puede proponer un ejemplo no 
trivial de una regla deductiva que hace que el conjunto de las 
demostraciones no sea distinguible y, consecuentemente, el 
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Sistema otra vez no bien definido. Consideremos, en efecto, 
la Teoría matemática S'' que hace referencia a la no indivi-
duabilidad de n en el sistema S, mediante la siguiente regla 
deductiva: “cada enunciado con un número n de caracteres 
es un teorema”. Ahora, si t es un teorema arbitrario generado 
por esta regla (y ciertamente existen teoremas porque n exis-
te), ningún razonamiento que antes no identifique n puede 
concluir que es un teorema. Puesto que n no es identificable, 
tampoco ninguna demostración de t es identificable. Un tal 
S'', por lo tanto, no está bien definido. 

El hecho de que los dos Sistemas S' y S'' se hayan cons-
truido a partir de S no tiene en sí nada de incorrecto, obvia-
mente; mas bien, es un caso bastante frecuente en Matemáti-
cas. Y, por las conclusiones ahora hechas, tampoco importa 
si, eventualmente, uno de los dos, o ambos, sean inconsisten-
tes. 

 
I.13. Verdades “indemostrables” 
 
A menudo, una propiedad que se ejemplifica para ilustrar 

el desconcierto causado por los Teoremas limitativos de la 
moderna Lógica Matemáticas, es la siguiente: “en algunas 
Teorías matemáticas existen enunciados verdaderos pero in-
demostrables”. En realidad esto no es correcto y, una vez co-
rregido, tampoco tan inquietante. En primer lugar, esta afir-
mación debe ser precisada. Consideremos un Sistema clásico 
formal. Hemos aclarado que el concepto de verdad se refiere 
siempre y sólo a las interpretaciones de los enunciados, 
puesto que éstos carecen en sí de significado explícito. Re-
formulemos, pues, la aserción como “existen enunciados 
que, aun no siendo teoremas, interpretados según un modelo 
correcto de la Teoría son verdaderos”. Con esto se aplacan 
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las inquietudes: si el Sistema admite un modelo correcto, es-
ta “extraña” propiedad siempre está satisfecha si el mismo 
Sistema es incompleto, esto es, si existe un enunciado inde-
cidible; de hecho, éste, o (exclusivamente) su negado, será 
verdadero en este modelo, conforme a los principios del ter-
cer excluido y de no contradicción. También puede ocurrir 
que la forma de tal enunciado sea del tipo “∀ xP(x)”, siendo 
P(x) cierto predicado; en este caso, en el modelo correcto en 
el que este enunciado es verdadero, se tiene que P(c) es ver-
dadero para cada constante c [por el citado axioma clásico 
“ ∀ xA(x)→A(c)”], empero la proposición “∀ xP(x)” no se 
puede demostrar. Un ejemplo concreto es el enunciado de G 
“cualquier recta que pasa por un punto P externo a una recta 
arbitraria r no es paralela a r”: verdadero para la Geometría 
elíptica, es indecidible en G (en la hipótesis, recordemos, 
que el modelo euclidiano se correcto para GE), ya que im-
plica la negación de VP. 

Por otra parte veremos que si el enunciado es verdadero en 
cada modelo correcto, en los casos normales será necesaria-
mente un teorema de la Teoría (esta propiedad se llama com-
pletitud semántica). Las excepciones, como observaremos, 
deben concernir Sistemas que no respeten la formalidad, esto 
es, en los que las proposiciones posean un valor semántico no 
eliminable. 

Pero, para concluir todo esto los inquietantes teoremas limi-
tativos (nos referimos a los de incompletitud) no se necesitan: 
de hecho, veremos en la tercera Parte que éstos afirman algo 
bien distinto. 



 
 
 

SEGUNDA PARTE 
COMPLETITUD SEMÁNTICA 

Y TEORÍA DE LOS CONJUNTOS 
 
II.1. Teoría aritmética de Peano 
 
Son muchos los que opinan que los números naturales y las ope-

raciones de suma y producto definidos en ellos son un concepto 
metamatemático preciso e inequivocable. Además, gran parte de 
estas personas consideran que dicho concepto es irrenunciable en 
toda definición Matemática, así como en la propia introducción de 
los Sistemas axiomáticos. Por ejemplo, cuando en una regla deduc-
tiva se afirma “sustitúyase x por una secuencia arbitraria ordenada 
de 0 y 1” ¿acaso no usamos el concepto de “número uno”? Una vez 
admitido el uno, es casi inmediato admitir el resto de números natu-
rales, incluido el cero. Es más: probablemente el concepto de uni-
dad y número natural es aún más básico de cuanto deja sospechar el 
ejemplo precedente: una afirmación cualquiera nace como secuen-
cia ordenada de términos unitarios. Es decir, en el mismo significa-
do de término (el quark, por así decirlo, del discurso) se sobreen-
tiende, a nuestro parecer, la unidad. Incluso la suma parece un 
concepto espontáneo y carente de ambigüedad; y el producto puede 
definirse como una suma iterada n-veces, donde n es un número 
natural. No encontramos argumentos para desmentir tal convicción, 
todo lo contrario. 

Por otra parte, si la “intuitividad” de los números naturales 
tuviera que implicar la solución instantánea de problemas que 
han atormentado a varios matemáticos insignes, dicho opti-
mismo sería sospechoso. Examinemos lo que sucede concreta-
mente en un Sistema que define los números naturales, o sea, 
aritmético. 
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Hay dos versiones de Teoría aritmética lógicamente diferen-
tes. La primera, que llamaremos integral, precede histórica-
mente a la segunda; pero, como se vio después, es lógicamente 
más compleja. Por tal razón, es más oportuno comenzar a in-
troducir la segunda, llamada habitualmente de Peano (en reali-
dad impropiamente, puesto que la original introducida por Pea-
no es la integral). 

Se define Teoría aritmética de Peano (en síntesis PA) el Sis-
tema clásico formal obtenido añadiendo al Cálculo predicativo 
clásico formal de primer orden con igualdad los símbolos “0, +, 
·”, el predicado a dos variables S(x,y) (que satisface los axiomas 
clásicos) y los axiomas propios: 

 
[1] ∃ x (x=0) 
[2] ∀ x (∃ y (S(x,y))) 
[3] ∀ x (S(x,y) → y≠ 0) 
[4] ∀ x ∀ y ((S(x,z) e S(y,z)) →  x=y) 
[5] ∀ x (x+0=x) 
[6] ∀ x ∀ y ((S(y,z) e S(x+y,t)) →  x+z=t) 
[7] ∀ x (x·0 = 0) 
[8] ∀ x ∀ y (S(y,z) →  x·z=x·y+x) 

 
además de la regla deductiva propia: “en la expresión siguien-
te: 
(A(0) e ∀ x((A(x) e S(x,y))→ A(y))) → ∀ xA(x), sustituyendo 
A(x) por una proposición cualquiera con al menos una varia-
ble libre x, se obtiene un teorema1”. 

También habría que especificar nuevas reglas gramaticales 
                                                           

1 Normalmente, las deducciones inductivas son consideradas mas bien 
axiomas; más adelante aclararemos por qué. Por ahora ignoremos esta posi-
bilidad. 
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para establecer el uso correcto de los nuevos símbolos “0, +, ·”, 
pero lo pasaremos por alto. 

La única precisión técnica es que el símbolo “≠ ” es una 
abreviación de “not=”. Después, algunos comentarios. S(x,y) es 
interpretable, en el lenguaje ordinario, como “y es el sucesor de 
x” 2. Puesto “z=1” como abreviación de “S(0,z)”, según el 
axioma [6], para 0 en lugar de y, se obtiene: ∀ x(z=1 e S(x,t) → 
x+1=t), habiendo usado el axioma [5] y la regla de sustitución 
válida para el predicado “=”; esta expresión consiente escribir 
el sucesor de x como x+1, para cada x. Análogamente, se puede 
llamar “2” el sucesor de “1”, etc. El axioma [2] afirma que ca-
da número tiene sucesor; el [3], que cada sucesor es distinto de 
“0”; el [4], que si dos números tienen el mismo sucesor enton-
ces son iguales; [5] y [6] definen la suma. En palabras, [6] es-
tablece que el sucesor de x+y es suma de x con el sucesor de y; 
[7] y [8] definen el producto. La regla deductiva propia se de-
nomina principio de inducción: sea A(x) una proposición cual-
quiera con al menos una variable libre x. De A(0) y de la impli-
cación A(x) → A(x+1), válida para cualquier x, sigue A(x) para 
cada x. En palabras: si una proposición es verdadera para “0” y 
si, suponiendo que sea verdadera para un arbitrario x es tam-
bién verdadera para x+1, entonces será verdadera para todos 
los números naturales. Nótese que la expresión simbólica con-
tenida en el principio de inducción no puede formalizarse como 
una proposición de PA, en cuanto “proposición con al menos 
una variable libre” no se define formalmente como un predica-
do en el mismo Sistema. La expresión se convierte en enuncia-
do sólo cuando A(x) se substituye por una proposición de PA 
con al menos una variable libre. Este enunciado será por tanto 

                                                           
2 En efecto, de los mismo axiomas sigue que, para cada x, el sucesor de 

x es único. Pero preferimos demostrarlo más adelante (apartado II.10). 
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siempre del primer orden. Esto, junto al hecho de que todos los 
axiomas son expresados al primer orden, implica que PA es del 
primer orden. 

Ahora preguntémonos si “los naturales intuitivos” son un 
modelo correcto de dicha Teoría axiomática. La respuesta 
afirmativa no requiere una dosis excesiva de optimismo. 
Quien admite comprender qué son “los naturales intuitivos” 
no tiene muchos argumentos para no admitir también que es-
tos satisfacen las premisas de PA y la corrección de sus cinco 
(en total) reglas deductivas. Indudablemente, parece excesivo 
cuestionar verdaderamente la idea de “los naturales intuiti-
vos”: quien lo hiciera debería afirmar algo como “nunca he 
entendido lo que algunos entienden por naturales” (¡y en la 
escuela habrá sacado de quicio al maestro!). Se podría pensar, 
en cualquier caso, que los números naturales pueden definirse 
como el modelo correcto, si existe, de PA. Desgraciadamente 
se puede demostrar, como veremos más adelante, que, si PA 
es consistente, admite un número infinito de modelos correc-
tos, cada uno completamente distinto del otro, en un sentido 
muy fuerte que precisaremos. En concreto, existen modelos 
correctos de PA muy distintos del de “los naturales intuiti-
vos”. Por lo tanto esta estrategia no funcionaría lógicamente. 

Pero, ¿qué tendría finalmente de peligrosa y sospechosa la 
meta-conclusión: “los naturales intuitivos son un modelo co-
rrecto de PA” ? 

Discutamos primero una objeción frecuente y que, en rea-
lidad, es solamente una crítica infundada. El discurso es del 
tipo: “si la Aritmética es clara para la mente, porqué no está 
claro como se resuelve la conjetura de Fermat o la de Gold-
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bach?3”. Se trata evidentemente de un equívoco. Es manifies-
to que una sucesión larga y articulada de argumentos espontá-
neos y transparentes, puede dar lugar a una propiedad incluso 
bastante simple de enunciar, pero no tanto de resolver. Re-
cuérdese el ejemplo famoso del Menón de Platón: Sócrates 
llama a un esclavo que muestra ignorar el teorema de Pitágo-
ras (hecho bastante comprensible). Sucesivamente, basándose 
en una serie de razonamientos elementales de inmediata ver-
dad, consigue conducirlo hasta su conclusión, demostrando 
así a Menón el primitivismo del saber. Se puede afirmar sin 
duda que si un Sistema axiomático admite un modelo intuiti-
vo, todo teorema del Sistema, desarrollado completamente (es 
decir, incluyendo todos los posibles teoremas en los cuales se 
apoya), se compone de razonamientos que poseen el mismo 
grado de intuitividad de dicha interpretación; en efecto, tal 
desarrollo significa reconducirse directamente a los axiomas y 
reglas del Sistema, que han sido verificados intuitivamente en 
el modelo. Pero es obvio que ello no significa que la interpre-
tación de cada teorema en el mismo modelo sea inmediata-
mente verificable de modo intuitivo: es normal que inicial-
mente el esclavo se muestre totalmente incierto con respecto a 
la verdad del teorema. El equívoco subestima la dificultad de 
encontrar el camino adecuado, análogamente al caso de un la-
berinto, donde la operación de salir, fácilmente enunciable, se 
compone de una serie de estrategias sencillas y banales. Por 
otra parte, admitir dicha crítica implicaría la inutilidad de 
adoptar un Sistema axiomático (es decir, de trabajar con las 

                                                           
3 Se trata de problemas que han hecho padecer a multitud de matemáti-

cos. La primera ha sido resuelta recientemente, como ya se ha dicho. La se-
gunda afirma cándidamente: “todos los números pares mayores de 2 son 
suma de dos números primos” y todavía está sin resolver. 
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Matemáticas) ¡cada vez que se encuentre un modelo intuitivo 
correcto! Viceversa, la axiomatización, con sus teoremas, nos 
ayuda a descubrir los itinerarios tortuosos de las verdades en 
el modelo, que sólo son intuitivos en las raíces. Además nos 
ofrece la posibilidad de reconocer otros modelos correctos del 
Sistema, algunos de los cuales podrían resultar todavía más 
intuitivos que el original. 

La verdadera objeción es otra; de la existencia de un modelo 
correcto deriva la consistencia del Sistema. Entonces, ¿siempre 
resolveremos de este modo, mediante un “modelo correcto in-
tuitivo”, el espinoso problema de la consistencia de los Siste-
mas axiomáticos? La idea que no convence, es decir, es que la 
presentación de un modelo correcto sea un método general pa-
ra demostrar la consistencia de los Sistemas axiomáticos clási-
cos4. Así, siguiendo el ejemplo optimista de los números natu-
rales, el concepto espontáneo de espacio debería ser suficiente 
para convencernos de que la interpretación euclidiana es un 
modelo correcto del Sistema axiomático GE. Su carácter intui-
tivo es indudable, baste pensar en los esfuerzos realizados para 
intentar demostrar el VP. Ello resolvería inmediatamente el 
problema de la consistencia de GE, de las Geometrías no eucli-
dianas y de la propia Teoría de los números reales (ya que una 
contradicción en ésta, originaría una contradicción en el Espa-
cio cartesiano que es equivalente al modelo euclidiano). Con-
forme a este criterio, la consistencia en Matemáticas se estable-
cería mediante una serie de intuiciones espaciales y/o 
cuantitativas, una para cada Disciplina. Pero, ¿qué asegura que 

                                                           
4 Entre los últimos ilustres matemáticos que defendieron esta opinión 

destaca la figura de G. Frege, autor de un epistolario muy instructivo, y no 
sólo sobre este tema, con Hilbert. Véase una valiosa síntesis en G. Lolli: Da 
Euclide a Gödel, p. 70 y ss. 



 
74 

todas estas intuiciones sean metamatemáticamente congruen-
tes? ¿Por qué razones Hilbert y Gödel, entre otros, se han pre-
ocupado de la consistencia de los Sistemas axiomáticos funda-
mentales? 

En realidad no faltan elementos concretos de perplejidad: 
por ejemplo, la propia noción de interpretación, y por tanto de 
modelo, se basa, como reconoceremos enseguida, en el concep-
to semántico, intuitivo, de conjunto; y como veremos con la 
paradoja de Russell, dicho concepto no carece de ambigüedad. 
Así pues, no está garantizado que cada “modelo espontáneo” 
sea siempre exento de vaguedad. 

Estas consideraciones, aunque sólo sea en razón de princi-
pio, imponen una puesta en discusión de los “modelos intuiti-
vos”. Al mismo tiempo rebaten la exigencia de un método al-
ternativo para concluir la consistencia de los Sistemas 
axiomáticos fundamentales como PA. Dicho método alternati-
vo sólo podría ser una demostración, un teorema de un oportu-
no Sistema axiomático. Como veremos más adelante, tal Sis-
tema nunca puede coincidir con el mismo Sistema objeto de 
análisis, es decir, aquel del cual deseamos demostrar la consis-
tencia (cosa que, francamente, nos parece escandalosamente 
obvia). Por tanto será otro; pero ¿quién demostrará la consis-
tencia de éste último? Incluso ahora está perfectamente claro 
que no podremos excedernos en cuanto a las pretensiones... 

Por otra parte, el método matemático alternativo podría in-
cluso construir modelos concretos; lo cual sería muy deseable 
en Sistemas donde no se distinguen fácilmente modelos intuiti-
vos (y no se ven razones para excluir dicha posibilidad). 

Volviendo a la PA, debemos pues dudar de su consistencia, 
hasta prueba contraria. Nos preguntaríamos, entonces, cuáles 
de sus premisas estarían viciadas. Como es fácil intuir, dudar 
de las premisas del Cálculo lógico clásico se revela demasiado 
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destructivo (más adelante profundizaremos en ello). Exami-
nando las premisas propias de PA, se advierte que el único ob-
jeto realmente cuestionable, que podría originar contradiccio-
nes, es el principio de inducción: el resto es una serie de 
posiciones independientes, definidoras de los símbolos propios 
de PA. En efecto, aunque dicho principio parece metamatemá-
ticamente legítimo, no puede excluirse que sea incompatible 
con las demás premisas del Sistema. 

 
II.2. Metateorema de corrección. ¿O no? 
 
El metateorema de corrección afirma que cada modelo de 

cualquier Cálculo predicativo clásico formal del primer orden 
es correcto5. En múltiples textos su metademostración está 
considerada “muy evidente”; sin embargo, muy pocos la pre-
sentan. Entre éstos, la mayoría da una versión que se declara 
“aproximada”, si bien no se aprecian diferencias sustanciales 
con las exposiciones consideradas completas. La describimos a 
continuación. 

Se debe metademostrar que las cuatro reglas deductivas del 
Cálculo predicativo del primer orden “conservan” la verdad en 
cada modelo. Consideremos, por ejemplo, el modus ponens; la 
primera vez, éste operará sobre axiomas que suponemos verda-
deros en un modelo arbitrario. Admitiendo que entre los axio-
mas hay dos enunciados del tipo “A” y “ A→B”, el modus po-
nens deducirá “B”. Entonces, puesto que “A” y “A→B” son 
verdaderos, se obtiene “obviamente” que también “B” es ver-
dadero. Por inducción desciende, luego, que cualquier otra de-
ducción del modus ponens es correcta. Un razonamiento seme-
jante puede hacerse para las demás reglas deductivas, lo que 
                                                           

5 Veremos más adelante que su validez se puede generalizar. 
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completa la prueba. 
La inducción usada, de tipo metamatemático, es totalmente 

análoga a aquella sintáctica, que opera en PA: primero se con-
cluye, en el modo ya visto, que la corrección existe en el “pri-
mer nivel” de deducción, es decir aquel que opera en los axio-
mas; y después se deduce que si hay corrección en cierto nivel 
i, también debe haberla en el nivel i+ 1 (para esto, se razona en 
modo prácticamente idéntico al caso del primer nivel de de-
ducción). Luego la corrección valdrá en todos los niveles. Ya 
hemos observado que dicho principio parece del todo admisible 
desde un punto de vista semántico. En el apartado precedente, 
en efecto, sólo se ha cuestionado su compatibilidad a priori con 
las demás premisas de PA; mas en caso de incompatibilidad, se 
podría decidir suprimir un axioma en lugar del uso de la induc-
ción. 

Examinemos, en cambio, la deducción “obvia” que hemos 
señalado en cursiva; ¿quién podría desaprobarla asumiendo pa-
ra “→” el significado de “implica”? Nadie, creemos. Pero, lo 
que deseamos discutir es precisamente la necesidad de que di-
cho símbolo deba inevitablemente interpretarse con un concep-
to análogo a “implica”; o, en general, con un concepto tal que 
si “A” es verdadero y “A→B” verdadero, entonces también “B” 
es verdadero. Recordemos que “→” es un símbolo sin signifi-
cado, definido implícitamente por algunos axiomas. ¿Qué po-
dría convencernos de que en cada interpretación en la cual los 
axiomas de todo Cálculo predicativo clásico son verdaderos, el 
símbolo “→” debe asumir un significado equivalente a “impli-
ca”? 

Naturalmente, la crítica, de manera equivalente, puede verse 
reflejada en “(notA)oB”, del cual “A→B” es una abreviación 
(es decir: ¿qué metademuestra que “not” y “ o” deban interpre-
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tarse como los semánticos “no” y “o”?). Parece, pues, que su-
sodichas metademostraciones den demasiadas cosas por des-
contado. 

Volvamos a nuestro primer ejemplo de Sistema axiomático 
(ap. I.1) e interpretemos “A” como “Antonio”, un amigo nues-
tro enamorado de “B”, es decir “Blanca”. Pero ésta ama a Car-
los, “C”, y Carlos ama a Daniela, “D”. Si interpretamos “→” 
como “ama”, se obtiene un modelo (¡de infelicidad!). No obs-
tante, la regla deductiva no es legítima, como se advierte inme-
diatamente; ésta no conserva la verdad: así, pues, se trata de un 
modelo incorrecto. Y bien, ¿qué excluye que una situación se-
mejante pueda verificarse también en el Cálculo predicativo 
clásico del primer orden? Las posibilidades de la Semántica no 
son “simplemente” infinitas: se trata de un infinito que, como 
veremos más adelante, supera cualquier tipo de infinito defini-
ble en lenguaje matemático. El metateorema de corrección da 
por descontado que los axiomas del Cálculo predicativo clásico 
del primer orden hayan traducido completamente en sintaxis el 
significado semántico de “y”, “no”, “para todo”, etc.; es decir, 
que los correspondientes símbolos sintácticos no sean diversa-
mente interpretables. Pero, ¿qué garantiza esto? 

Alguna metademostración hace uso de tablas de verdad. 
Ciertamente, si representamos “A→B” mediante la tabla del 
apartado I.8, se observa que para “A” verdadero y “A→B” ver-
dadero, “B” es también verdadero. Pero los conectores y cuan-
tificadores lógicos no se definen mediante tablas de verdad. Su 
definición formal, como sabemos, ocurre sólo mediante axio-
mas que deben ser satisfechos; mientras que las tablas de ver-
dad sólo sirven de auxilio y se construyen admitiendo interpre-
tar siempre “o” con “o”, “not” con “no”, y así sucesivamente. 
La que hemos creado para definir convenientemente “A→B” 
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es, precisamente, solamente un criterio para sugerir como de-
finir “ →” de modo que simule certeramente (pero no a la fuer-
za únicamente) un fundamental concepto semántico que que-
remos reproducir en lenguaje sintáctico. Formalmente, “A→B” 
se define mediante “not” y “ o”, y estos últimos mediante la sa-
tisfacción de axiomas oportunos. 

Análogamente, no nos parece que se puedan metademostrar 
realmente como “verdaderos en toda interpretación” los tradi-
cionales enunciados de la Lógica clásica (Barbara, Celarent, 
Darii , etc.). Mas bien, asumirlos como tales. Examinemos por 
ejemplo Festino: “Si ningún pez es mamífero y algunos anima-
les marinos son mamíferos, entonces algunos animales mari-
nos no son peces”. Para concluir que se trata de un silogismo 
universalmente válido, normalmente se observa que la conclu-
sión no depende del significado de ninguno de los objetos 
mencionados. Si sustituimos el símbolo sin significado “P” a 
“pez(peces)”, “M” a “mamífero(s)” y “A” a “animal marino”, 
se obtiene: “Si ningún P es M y algunos A son M, entonces al-
gunos A no son P”. Podemos representar la situación con el si-
guiente esquema: 
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donde, por generalidad, se ha considerado una intersección6 no 
nula entre los conjuntos A y P (ésta podría no existir; en cam-
bio aquella entre A y M debe existir si la premisa algunos A son 
M es verdadera; del mismo modo, aquella entre P y M no debe 
existir, si la premisa ningún P es M es verdadera). La conclu-
sión viene del hecho que los puntos de intersección entre M y 
A, que existen siempre, no pueden pertenecer a P. Se dice en-
tonces: “si las premisas son verdaderas, es también verdadera 
la conclusión, en cualquier interpretación para P, M y A”. Esto 
está fuera de discusión; pero innegablemente, lo está en tanto 
que “ningún” signifique “ningún”, “algunos”, “algunos” y así 
sucesivamente. Empero, en la estructura axiomática de todo 
Cálculo predicativo clásico de primer orden, como en cualquier 
otro Sistema axiomático formal, no existen símbolos con un 
significado preestablecido; ni, por consiguiente, hay entre ellos 
alguna diferente característica lógica a priori. Un modelo es 
cualquier interpretación semántica de los símbolos tal que los 
axiomas sean verdaderos; sólo éste dará un significado implíci-
to propio y eventual característica lógica a cada uno de los 
símbolos usados; lo que vale tanto para “A”, “ B”, “ X” etc., co-
mo para “o”, “ not”, “ ∀ ”, etc.. En definitiva, no vemos por qué 
deba ser excluida la posibilidad de modelos con un significado 
distinto para los conectivos y cuantificadores clásicos; los cua-
les, por tanto, podrían resultar incorrectos. Construir un ejem-
plo concreto no debería ser muy difícil; sin embargo, el argu-
mento no reviste demasiada importancia en sí mismo y ello no 
anima a la investigación. De nuestra crítica no deriva, en efec-
to, ninguna profunda revolución en los fundamentos de la Ma-

                                                           
6 Consideramos superfluo definir los conceptos elementales de la Teoría 

informal de los conjuntos (también denominada “ingenua”), por intuitivos y 
espontáneos. 
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temática: por la sencilla razón de que los modelos incorrectos 
del Cálculo predicativo clásico formal del primer orden no in-
teresan. Más en general, no estamos interesados en estudiar 
modelos donde “∀ ” no signifique “para todo” y así sucesiva-
mente para el resto de los conectores lógicos. La discutida di-
vergencia de la posición tradicional, mas bien señala una exi-
gencia: la de axiomatizar parte de los conceptos 
metamatemáticos usados ambiguamente (creemos) en las me-
tademostraciones señaladas; y ello, perfectamente en la línea 
de las consideraciones hechas en el apartado I.3. En resumen, 
la oportunidad de reconducir dicho metateorema a teorema. 

Como confirmación de que tras el “metateorema de correc-
ción” en realidad no hay más que la exigencia de una oportuna 
convención, descubriremos que, en efecto, dicha formalización 
introduce condiciones explícitas que establecen expresamente 
de limitarse a aquellas interpretaciones que reflejen el signifi-
cado tradicional de los símbolos lógicos, resultando modelos 
necesariamente correctos. 

 
II.3. Metateorema de completitud semántica 
 
En 1930 Gödel metademostró que si un Cálculo predicativo 

clásico formal de primer orden cualquiera es consistente, en-
tonces admite al menos un modelo7. Tal metateorema, llamado 
de completitud semántica por razones que veremos, posee im-
portantísimas consecuencias. Por ahora, nos interesa solamente 
examinarlo con la misma óptica crítica del apartado precedente. 
Las metademostraciones actualmente disponibles, aun siendo 
notablemente más sencillas que el original, siguen siendo de 
gran complejidad; para nuestros objetivos, es suficiente limi-

                                                           
7 También dicho metateorema será después oportunamente generalizado. 
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tarnos a trazar sus características esenciales. 
Con el fin de concluir la tesis del metateorema, el primer pa-

so es convenir una definición menos informal de modelo y por 
tanto de interpretación. En concreto, se asume que una inter-
pretación clásica esté determinada por un conjunto, denomina-
do universo, tal que, haciendo variar en éste las variables del 
Sistema, se obtengan proposiciones susceptibles del valor de 
verdad verdadero/falso (o sea, enunciados) satisfaciéndose los 
principios del tercer excluido y de no-contradicción. Para ser 
más precisos, una interpretación clásica se define por la satis-
facción de las siguientes condiciones: 

 
a) Existe un conjunto, denominado universo U, tal que toda 

constante del Sistema (es decir, cada símbolo cuyas reglas 
del Sistema no establecen la posibilidad de sustitución) sea 
un elemento de U. 

b) Para cada proposición E(x1, x2,... xn) (donde obviamente las 
variables son debidas a predicados contenidos en E), existe 
una función que, cualquiera que sea la n-upla x1, x2,... xn de 
constantes de U, asocia al enunciado E(x1, x2,... xn) un va-
lor “V” o exclusivamente “F” (que semánticamente coinci-
dirán con verdadero y falso). En resumen, a cada enuncia-
do del Sistema debe asociarse un valor exclusivo de 
verdad: verdadero o falso. 

c) A los enunciados E(x1, x2,... xn) y notE(x1, x2,... xn) deben 
corresponder valores distintos (“V” y “ F” o “F” y “ V”), 
cualquiera que sea la n-upla x1, x2,... xn y la proposición E. 
En síntesis, si a un enunciado del Sistema se asocia el va-
lor verdadero, al negado debe asociarse falso y viceversa. 

 
Estas posiciones intentan desvincular el concepto de inter-
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pretación de formas vagas y discutibles de la intuición y condi-
cionan la tesis del metateorema a la determinación de un con-
junto; un concepto ciertamente más elemental, pero todavía 
semántico. Un modelo, como sabemos, es una interpretación en 
la cual todos los axiomas son verdaderos, es decir, tienen el va-
lor “V”. Nótese que “V” y “ F” son dos valores distintos cual-
quiera: la definición expresada arriba elimina cualquier refe-
rencia explícita a la noción semántica de verdad, generalizando 
drásticamente el concepto de interpretación. Vale, pues, cual-
quier conjunto con las características descritas, incluso si, des-
de el punto de vista semántico, “V”=“plátano” y 
“F”=”autopista”8. Por lo tanto el primer paso hacia la formali-
zación del concepto de modelo (que se concluirá con su com-
pleta codificación en el lenguaje de la Teoría axiomática de los 
conjuntos) implica, como era de esperar, una renuncia a inten-
tar traducir la integral, intuitiva, noción semántica del concepto 
de verdad9. 

Las distintas metademostraciones del metateorema de com-
pletitud semántica hacen etapa en no pocos sub-metateoremas 
y lemas, usando la inducción y otros principios elementales. Y, 
finalmente, concluyen la existencia de un modelo, en la hipóte-
sis de consistencia, sin construirlo efectivamente: se trata, en-
tonces, siempre de metademostraciones no constructivas. 

A pesar de la complejidad y extensión de dichas metade-
mostraciones, lo único que nos parece oportuno apuntar, inten-
tando justificar la exigencia de un criterio más riguroso para 

                                                           
8 Luego, que semejante concepto “de verdad” tenga escaso interés ma-

temático es otra cuestión.  
9 La asunción de dicha definición, por consiguiente, debería facilitar la 

consideración de un modelo que viole el enunciado del metateorema de co-
rrección, es decir, incorrecto. 
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deducir la tesis del metateorema, es el uso del concepto infor-
mal de conjunto; y esto debido a su intrínseca ambigüedad, 
como descubriremos inmediatamente10. 

 
II.4. Paradoja de Russell 
 
Hemos usado ya varias veces el concepto de conjunto, por 

su primitivismo; pero siempre de manera intuitiva, informal. 
No obstante, las metademostraciones precedentes y muchas 
metademostraciones de la Teoría informal (o ingenua) de los 
conjuntos, la usan de forma profunda, con resultados cierta-
mente muy alejados de la intuición. En efecto, dicha Teoría, in-
troducida en el 1874 por Cantor, produjo resultados de enorme 
interés, aunque en traje ajeno a la rigurosa forma axiomática 
propuesta por Hilbert; más adelante los resumiremos. Por ello, 
aunque no sólo, ésta fue dura e injustamente atacada por mu-
chos; pero no por el propio Hilbert, que la consideraba “un Pa-
raíso del cual jamás podrá nadie expulsarnos”. En todo caso, 
era necesario darle un rigor mayor y disipar todas las dudas de 
muchos razonamientos que, al usar en profundidad el concepto 
informal de conjunto, llegaban a resultados considerados por 
muchos en la época, bastante inquietantes o desestabilizadores 
para las Matemáticas. Por otra parte, dicha prudencia estaba 
bien justificada: incluso antes de los resultados de Cantor, Rus-
sell había descubierto una paradoja sobre el concepto de con-

                                                           
10 La metademostración de completitud semántica se critica a veces 

también por su no finitud: es decir, porque usa explícitamente colecciones 
de infinitos elementos. Sin embargo, los conceptos de finito e infinito pare-
cen tan fundamentales como para poderse usar sin equívoco en metamate-
mática. Esto no entra en conflicto con el hecho de que, en cambio, haya se-
rios problemas para reproducirlos en lenguaje puramente matemático, como 
se verá. Las dos perspectivas son absolutamente diferentes. 
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junto. 
Un conjunto puede tener otros conjuntos como elementos. 

Consideremos un conjunto I que tiene por elementos todos los 
conjuntos que gozan de una cierta propiedad p. Parece admisi-
ble preguntarse si el propio I goza de la propiedad p, caso en el 
cual I tendría a I mismo como elemento. Consideremos, por 
ejemplo, el conjunto I de todos los conjuntos con al menos tres 
elementos. Es cierto que de dichos conjuntos hay bastantes: se-
guramente al menos tres. Por tanto, I se contiene a sí mismo. 
Semejante cosa ocurre para el conjunto de todos los conjuntos 
con un número infinito de elementos: también de dichos con-
juntos existen infinitos; entonces, por definición, tal conjunto 
se contiene a sí mismo. 

¿Una sardina es un conjunto? Depende de cómo nos pon-
gamos de acuerdo. Si convenimos que no, entonces el conjun-
to, I, de todos los conjuntos que no contengan sardinas, no 
puede contener sardinas; por tanto, se contiene a sí mismo co-
mo elemento. Si, en cambio, observamos una sardina como un 
conjunto, será un conjunto de órganos y no contendrá sardinas. 
Así, I contendrá sardinas y no a sí mismo. En cada caso visto, 
la pregunta de si cierto conjunto I se contiene a sí mismo pare-
ce tener significado y no se ven razones, por ahora, para que no 
lo tenga siempre. 

Pero si siempre tiene significado, entonces también lo tiene 
considerar el conjunto P de todos los conjuntos que no se con-
tienen a sí mismos. Preguntémonos si P contiene a P. Si lo con-
tiene, entonces P es un conjunto que no se contiene a sí mismo; 
absurdo. Entonces P no se contiene a sí mismo; pero entonces, 
por definición de P debe pertenecer a P; aún absurdo. 

Es cierto que dicha paradoja no señala la necesidad de tomar 
algún tipo de remedio lógico, dado que no concluye que tal 
concepto es siempre paradójico: sería así si el lenguaje meta-
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matemático fuese matemático (clásico), pero por fortuna es 
semántico; advierte solamente de que, para un conjunto, la 
propiedad de pertenecer o no pertenecer a sí mismo puede con-
ducir a una paradoja. Bastaría por tanto evitar esa noción y ol-
vidarse de lo sucedido. Pero quien tenga un mínimo de expe-
riencia en Matemáticas sabe bien que una afirmación 
matemática o metamatemática, tiene infinitas formas equiva-
lentes, de modo que “evitar la noción de autopertenencia o no 
autopertenencia” se desvela por lo general una tarea en absolu-
to banal. Por ejemplo, piénsese en un conjunto cuyo elemento 
genérico quede imprecisado en buen parte de la Teoría; cada 
vez que se haga una imposición o una suposición sobre dicho 
elemento, habría que acordarse de considerar (y excluir) el caso 
en el cual éste pueda coincidir con el conjunto de partida. To-
mando a ejemplo las ecuaciones ordinarias de las Matemáticas, 
todo el mundo experimenta cómo son numerosos, sutiles y dis-
tribuidos en cualquier tipo de expresión, los errores debidos a 
una división entre cero; a pesar de que no hay nada más senci-
llo y claro que establecer que no tiene significado dividir entre 
cero. Si esto se verifica en un lenguaje matemático, podemos 
imaginar lo que ocurriría en un ámbito no privado de ambigüe-
dad, como el metamatemático. Por consiguiente tal incerti-
dumbre es capaz de contagiar de manera no fácilmente prede-
cible los metateoremas que usan el concepto de conjunto. 

 
II.5. Teoría axiomática de los conjuntos 
 
Los cuatro apartados anteriores han puesto en evidencia 

problemas y desacuerdos con respecto a algunos principios se-
mántico-lógicos usados en algunas metademostraciones. Una 
vía de salida, como se ha dicho en el apartado I.3, es la de 
axiomatizar los conceptos que han originado el desacuerdo o el 



 
86 

sin sentido. En especial, el concepto de modelo y por tanto de 
conjunto. Dicha axiomatización debería reducir a teoremas tan-
to la corrección como la completitud semántica, demostrar la 
consistencia de PA y, posiblemente, hacer lo mismo para otros 
Sistemas axiomáticos fundamentales. 

La Teoría axiomática de los conjuntos (en adelante, TC) es 
un Sistema clásico formal que asume los axiomas y las reglas 
del Cálculo predicativo clásico formal del primer orden con 
igualdad; a los cuales, como toda Teoría, añade premisas pro-
pias. Existen tres versiones, todas sustancialmente equivalen-
tes: NBG (de: von Neumann, Bernays, Gödel), ZF (de Zermelo 
y Fraenkel) y MK (de Morse y Kelley). La primera es estructu-
ralmente la más simple, porque sólo tiene 17 axiomas propios y 
ninguna nueva regla deductiva. En las otras dos, además de los 
axiomas propios, están presentes “reglas deductivas axiomáti-
cas” o “esquemas de axiomas”; es decir, reglas que generan in-
finitos axiomas. Explicaremos más tarde las razones que justi-
fican la oportunidad de este tipo de reglas deductivas. 
Entretanto, a continuación nos referiremos a la Teoría lógica-
mente más sencilla: la NBG. Para nuestros objetivos no es ne-
cesario enseñar todos los axiomas, ni profundizar en todas las 
cuestiones técnicas; nos limitaremos a presentar algunas obser-
vaciones de carácter general. Comencemos con una clasifica-
ción de los axiomas según cierto grado de intuitividad, com-
prensiva bien de una espontánea interpretabilidad, bien de una 
razón de ser (de ser axioma), a la luz de la aún vaga idea de 
“conjunto” que poseemos: 

 
1. Algunos axiomas (extensionalidad, existencia del conjunto 

vacío, existencia de la unión, existencia de la intersección) 
son bastante intuitivos. Por ejemplo, el de extensionalidad 
traduce el hecho de que si dos conjuntos tienen los mismos 
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elementos, son iguales (lo viceversa es un teorema). Lo 
traemos como ejemplo (nótese el nuevo símbolo ∈, de 
pertenencia): 

 
∀ x∀ y (∀ z (z∈x ↔ z∈y) → x=y ) 
 

2. Otros axiomas (del par, de fundación, del complementa-
rio, de la permutación, de elección, del conjunto de par-
tes) son moderadamente intuitivos. El axioma de funda-
ción tiene como consecuencia que un conjunto no puede 
pertenecer a sí mismo: si x es un conjunto, se obtiene 
siempre que x∉x. Entonces, la paradoja de Russell no 
puede subsistir porque la colección de todos los conjun-
tos que no pertenezcan a sí mismo (es decir de todos los 
conjuntos) no puede ser un conjunto: de otra forma, se 
contendría a sí mismo y esto no es posible para un con-
junto. El axioma del conjunto de partes es: 
∀ x∃ y∀ z(z∈y↔z⊆ x), donde z⊆ x (que se lee “z es un 
subconjunto de x”) es una abreviación de:∀ t (t∈z → t∈x) 
(es decir “todo elemento de z es también elemento de x”); 
por lo tanto, literalmente afirma: “para todo conjunto, exis-
te un conjunto que contiene todos y sólo sus subconjun-
tos”. 

3. Otros axiomas (del infinito, del reemplazo) no pueden cali-
ficarse como intuitivos. El del infinito, con una técnica in-
esperada, asegura la existencia de un conjunto con infini-
tos elementos; el del reemplazo, de conjuntos cuyos 
elementos gozan de propiedades de cierto tipo (nada es-
pontáneo). 

 
Más allá del hecho obvio de que esta clasificación es discu-
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tible, simplemente se ha querido subrayar que no todos los 
axiomas de la Teoría son intuitivos en el sentido antes conve-
nido; desde luego ello parece innegable. 

Evidenciamos ahora otras propiedades derivadas del Siste-
ma. En tanto, TC está bien definido, en cuanto éste añade sólo 
axiomas distinguibles al Cálculo clásico predicativo del primer 
orden con igualdad11. Todo elemento de un conjunto es tam-
bién un conjunto. No existen, por lo tanto, “elementos en esta-
do puro”: todo ente de la Teoría es un conjunto. 

El axioma del conjunto vacío afirma: ∃ I ∀ t (t∉I), es decir, 
simplemente que existe un conjunto I que no contiene elemen-
tos, indicado normalmente con ∅ ; este axioma permite que 
una cadena de afirmaciones del tipo: “a es un conjunto que 
contiene b, que contiene c, que contiene d...” no sea siempre in-
finita. El conjunto vacío es subconjunto de todos los conjuntos, 
incluso de sí mismo. En efecto, por definición de ∅ , si t es un 
conjunto cualquiera, t∈ ∅  implica cualquier cosa, siendo falso. 
Entonces, es verdadero en particular también que: ∀ t (t∈ ∅ → 
t∈x), es decir, precisamente ∅ ⊆ x, para todo conjunto x. 

El axioma del conjunto de partes se limita a suponer la exis-
tencia, para todo conjunto I, del conjunto de todos sus subcon-
juntos (usualmente indicado con P(I) y también llamado con-
junto de las partes de I). Por otro lado, el único criterio que la 
Teoría proporciona para construir dicho conjunto está basado 
en la definición de z⊆ x. 

El axioma de elección es bastante famoso y merece algunos 

                                                           
11 En realidad, añade también reglas gramaticales propias (que omiti-

mos) para los nuevos símbolos usados. Sin embargo, como se puede ima-
ginar, dichas reglas están privadas de ambigüedad, de modo que el hecho 
de que no alteren la distinguibilidad de los enunciados, es metamatemáti-
camente indubitable. 
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comentarios. Supongamos que un conjunto tenga como ele-
mentos conjuntos no vacíos, incluso en un número infinito. El 
axioma de elección afirma que existe un conjunto formado por 
un elemento e1 del primer conjunto, un elemento e2 del segun-
do, y así sucesivamente para todos. También éste es una simple 
declaración de existencia y no da ningún criterio para construir 
dicho conjunto: en efecto, no se excluye que alguno de los 
elementos ei sea no individuable. Es famoso fundamentalmente 
por el hecho de que, aun siendo espontáneo (hasta pasar des-
apercibido, entre muchos, a Russell), no puede deducirse como 
teorema: de hecho se ha metademostrado que es indecidible. 
Algunos constructivistas (seguidores de la Lógica intuicionista, 
por ejemplo) han resaltado, con placer, una crítica que se puede 
resumir con la siguiente pregunta irónica: “¿Resulta que, al fi-
nal, habéis sido obligados a caracterizar algunos existentes (po-
siblemente no individuables), asumiendo para ellos cierta nue-
va propiedad, cual es la pertenencia a un nuevo conjunto?” En 
efecto, este axioma es una condición que limita parcialmente el 
grado de no individuabilidad, antes absoluto, de ciertos existen-
tes clásicos. No obstante, tales objetos quedan indeterminados 
en cualquier otro aspecto que no sea el pertenecer a un conjun-
to; por lo tanto, pueden continuar siendo, en general, absoluta-
mente inalcanzables, sin que ello comporte contradicción algu-
na. En otras palabras: aceptamos la ironía, pero continuamos 
con inmutada consistencia hasta prueba contraria. 

Como se ha dicho, se ha conseguido metademostrar que el 
axioma de elección es indecidible en TC, gracias a los resultados 
de Gödel (1938) y Cohen (1963) (los cuales también han llegado 
a la misma conclusión para la hipótesis del continuo, de la cual 
hablaremos). Pero ¿por qué dicho axioma es necesario? Al prin-
cipio no pocos matemáticos estaban convencidos de que podrían 
renunciar a él; la opinión cambió cuando se ha visto que gran 
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parte de sus consecuencias o equivalencias son intuitivas y opor-
tunas: también nosotros veremos alguna. Sin embargo, el axio-
ma produce también efectos indeseables que discutiremos más 
adelante. 

Todos los axiomas de TC son expresiones de primer orden, 
en cuanto los cuantificadores actúan siempre y sólo sobre con-
juntos, es decir, elementos del universo. De modo que en la 
Teoría TC no se consienten expresiones de orden sucesivo al 
primero. 

 
II.6. Conjunto de los números naturales 
 
Antes de que la Teoría formal TC trate los temas fundamen-

tales discutidos precedentemente, es necesario definir en ella 
algunos instrumentos matemáticos de base, además del conjun-
to de los números naturales. Lo haremos con la intención de 
que la explicación sea completa, aunque sintetizando en lo po-
sible los aspectos técnicos: aun el lector que se limite a una fu-
gaz lectura de éstos debería ser capaz de seguir el tema. 

El axioma del par: 
 

∀ x∀ y∃ z∀ w(w∈z ↔ (w=x o w=y)) 
 

afirma que si x e y son dos conjuntos cualquiera, existe el con-
junto z constituido solamente por x e y. Introduzcamos la nota-
ción z={x,y} como abreviatura de dicho axioma; informalmente, 
ésta se lee: “z es el conjunto que contiene solamente x e y como 
elementos (denominado conjunto del par)”. Análogamente, 
z={x} es una abreviación del teorema:∀ x∃ z∀ w(w∈z ↔ w=x), 
que se deduce del axioma del par para x=y. Las escrituras que 
usan llaves anidadas, representan otras abreviaturas bien espon-
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táneas. Por ejemplo, z={{x}}  es una abreviatura de: “z={t} e 
t={x} ” y así sucesivamente. De tal manera, la escritura 
z={{x},{x,y}}  es la abreviatura de un teorema (bastante largo es-
crito en extenso) que establece que, para cada par de conjuntos x 
e y, existe el conjunto que tiene como elementos el conjunto que 
contiene solamente x y el conjunto que contiene solamente x e y. 
Tal conjunto se llama par ordenado de x e y y se indica breve-
mente con (x,y). Es importante porque, a diferencia del conjunto 
del par, distingue el orden entre x e y: en efecto, la pareja orde-
nada de y y x, es decir (y,x), es un conjunto distinto del anterior, 
ya que contiene {y} en lugar de {x}. Dados dos conjuntos A y B, 
no vacíos, se define producto cartesiano de A por B (notación 
A·B) el conjunto de todos los pares ordenados (x,y), con x e y 
elementos arbitrarios, respectivamente, de A y B. Traducido en 
símbolos de TC, dicha definición corresponde a un teorema que 
afirma la existencia del conjunto mencionado. Todo conjunto de 
pares ordenados (x,y), con x e y elementos arbitrarios, respecti-
vamente, de A y B (o sea, todo subconjunto de A·B), se define 
relación binaria entre A y B. Para el axioma de partes, existe 
también el conjunto de todos los subconjuntos de A·B, es decir, 
de todas las relaciones binarias entre A y B. Una vez más, en un 
plano metamatemático, no se hace más que llamar de cierto mo-
do un conjunto cuya existencia está asegurada matemáticamente, 
es decir, por un teorema. Finalmente, se define función f de A en 
B, una relación binaria entre A y B tal que, si (x,y) y (x’,y’) son 
dos pares ordenados arbitrarios de f, se tiene que: x=x’→ y=y’. 
En otros términos, en una función, la pareja de un elemento de A 
es un único elemento de B (mientras un elemento de B puede ser 
pareja de más elementos de A). El teorema que afirma la exis-
tencia del conjunto de las funciones de A en B, para cada A y B 
no vacíos, es una secuencia bastante larga de símbolos de TC, 
como habrá intuido el lector. Éste es un típico “defecto” de TC: 
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enunciados incluso bastante sencillos, pueden tener una enorme 
extensión y complejidad; lo cual desanima cualquier intento 
práctico de explicitar los teorema de TC en lenguaje puramente 
simbólico. Lo que es importante desde el punto de vista lógico 
es que puede hacerse; pero nadie lo hace, no sólo porque el re-
sultado sería extraordinariamente difícil de leer, sino sobre todo 
porque no sería de ninguna utilidad. En cambio, está bastante ex-
tendida la notación conjuntista “espontánea”, de la cual son 
ejemplo las llaves para indicar conjuntos y los paréntesis para las 
n-uplas ordenadas. 

Si f es una función entre A y B, con la notación f(x) se 
acuerda indicar la pareja de x, elemento de B; es decir, si, co-
mo antes, indicamos a éste último con y, se obtiene: y=f(x). 
Limitándonos a usar un lenguaje espontáneo, definimos una 
correspondencia biunívoca entre dos conjuntos A y B: una fun-
ción f en la cual f(x) existe para cada elemento x de A y donde 
si x1 ≠ x2 entonces también f(x1) ≠ f(x2). Además, para cada y 
perteneciente a B, debe existir un x de A tal que y=f(x). En po-
cas palabras, una correspondencia biunívoca entre A y B es una 
función “uno a uno” (mejor dicho, inyectiva) que involucra a 
todo elemento de A y de B. Este instrumento consiente a la 
Teoría TC “contar” los elementos de un conjunto, como aclara-
remos. 

En TC se puede demostrar el siguiente teorema: existe al 
menos un conjunto N, al menos un conjunto x0, al menos una 
función s entre N y N y al menos dos funciones “+” y “·” entre 
N·N y N, tales de verificar las siguientes condiciones: 

 
1) x0∈N 
2) ∀ x∈N (s(x)∈N) 
3) ∀ x∈N (s(x)≠ x0) 
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4) ∀ x∈N ∀ y∈N (s(x)=s(y) → x=y) 
5) ∀ x∈N (x+x0=x) 
6) ∀ x∈N ∀ y∈N (x+s(y)=s(x+y)) 
7) ∀ x∈N (x·x0=x0) 
8) ∀ x∈N ∀ y∈N (x·s(y)=x+x·y) 
9) ∀ M∈P(N) ((x0∈M e∀ x∈M(s(x)∈M))→M=N) 

 
donde para las funciones “+” e “·” se acuerda escribir x+y y 
x·y en lugar de +(x,y) y ·(x,y). No hay duda de que un lector 
“optimista”, según el mismo sentido dado en el primer aparta-
do, debería concluir que los “espontáneos naturales” satisfa-
cen tales condiciones. En efecto, puesto x0=0 y s(x)=x+1, se 
ve bien que las condiciones 1)-8) son equivalentes a los ocho 
axiomas de PA. En cambio existe sin duda un poco de incerti-
dumbre para establecer el grado de afinidad de la condición 
9), llamada principio de inducción completa, con el principio 
de inducción de PA: en efecto en la 9) se habla de cualquier 
subconjunto de N (P(N) es el conjunto de las partes de N), 
mientras en el principio de inducción de PA se habla de cual-
quier proposición de PA con al menos una variable libre: 
¿existe correspondencia exacta entre ambas cosas? Veremos. 
En todo caso, esta incertidumbre no parece cuestionar la es-
pontaneidad del principio de inducción completa: si un sub-
conjunto cualquiera de N contiene el cero y el sucesor de cada 
uno de sus elementos, entonces es totalmente intuitivo que 
contenga todos los números naturales. Y puesto que no puede 
contener elementos que no sean también de N (siendo un sub-
conjunto suyo), tendrá que coincidir con N. Pero, aquí, estas 
observaciones “confiadas” sólo tienen el valor de un sencillo 
comentario: recordemos que debemos rechazar cualquier in-
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tuitividad de los naturales y toda afinidad (sobre todo si no es 
precisada claramente) de las citadas condiciones con los 
axiomas de PA. 

Ahora bien, resulta que existen infinitos conjuntos que satis-
facen las condiciones anteriores. Sin embargo, todos estos con-
juntos son entre ellos isomorfos. Definiremos más adelante qué 
es exactamente un isomorfismo entre dos conjuntos: hacerlo 
ahora sería una complicación innecesaria. Por el momento es 
suficiente anticipar el comentario, más bien vago, de que la di-
ferencia entre dos conjuntos isomorfos arbitrarios N1 y N2 no es 
operativamente significativa. 

Sin suponer nada particular, decimos N uno de los infinitos 
conjuntos, elegido arbitrariamente, que satisfacen las condicio-
nes anteriores. Lo llamaremos conjunto de los números natura-
les. Mediante N, desarrollaremos los discursos sucesivos, obte-
niendo determinados resultados. Después, cuando hablemos del 
isomorfismo, aclararemos qué consecuencias habría tenido en 
el estudio realizado la elección de un conjunto distinto, isomor-
fo a N. Los elementos de N serán llamados números naturales 
conjuntísticos, para subrayar que tienen una definición formal 
y no intuitiva; de hecho, dado que pertenecen a un conjunto, 
éstos son también conjuntos. 

Disponiendo de N y de sus elementos, en TC es posible de-
finir rigurosamente las n-uplas de conjuntos, donde n es un na-
tural conjuntístico: simplemente, todos los conjuntos que pue-
den ponerse en correspondencia biunívoca con el conjunto: {1, 
2,..., n}. Un criterio formal del “contar”. Además, se pueden 
definir también las n-uplas ordenadas (o sucesiones ordena-
das, o secuencias ordenadas) de n conjuntos (a1, a2,... an), co-
mo obvia generalización del par ordenado. Con tales definicio-
nes seremos capaces de formalizar rigurosamente en TC el 
concepto de “secuencia ordenada de símbolos”, que interviene, 
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como se ha visto, en las premisas de la mayoría de los Sistemas 
axiomáticos. Solamente hace falta, previamente, que los símbo-
los del Sistema se conviertan en auténticos conjuntos. 

Consecuentemente, se pueden también generalizar las rela-
ciones: aquellas n-arias entre n conjuntos a1, a2,... an, son defi-
nidas como conjuntos de n-uplas ordenadas, constituidas por 
un elemento de a1, después uno de a2,... etc., hasta an. Esto ser-
virá para la formalización de los predicados clásicos, como ve-
remos. 

 
II.7. La unificación de la Matemática 
 
En apariencia, la potencia de la Teoría TC es desconcertante 

para la Matemática. La formalización del concepto de conjun-
to, en efecto, no produce como único resultado la resolución de 
los problemas expuestos anteriormente; sino que comporta que 
toda la Matemática ordinaria se pueda desarrollar dentro de la 
única Teoría axiomática de los conjuntos. No obstante, este es-
pectacular hallazgo epistemológico está condicionado por al-
gunas limitaciones fundamentales, que consideramos útil re-
sumir, desde ya, en tres puntos: 

 
1) Las ventajas ofrecidas por la unificación conjuntista son 

exclusivamente de naturaleza conceptual y no práctica: en 
efecto, como ya hemos observado, la completa formaliza-
ción en TC de una proposición incluso banal puede dar lu-
gar a una improponible complejidad. 

2) Toda ambigüedad semántico-lógica resuelta por la forma-
lización ofrecida por la Teoría TC, no “desaparece”, sino 
que se vuelve a presentar en la metamatemática que define 
e interpreta el lenguaje de TC. 
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3) No siempre la representación en TC es capaz de reproducir 
fielmente el Sistema original, incluso en el caso de que éste 
sea formal. 

 
Naturalmente, intentaremos ilustrar con la mayor profundi-

dad posible los últimos dos puntos. Por lo que respecta al más 
importante de ambos, el tercero, será necesario esperar hasta la 
tercera Parte del libro. 

Empezaremos aclarando cuál es la Matemática ordinaria 
que puede representarse en TC. Sea SC un Sistema axiomático 
clásico cualquiera. Las reglas gramaticales y deductivas especi-
fican colecciones: de las proposiciones y de los teoremas. Si es 
posible interpretar dichas colecciones con los entes de la Teoría 
TC, es decir con conjuntos, el Sistema axiomático se dirá re-
presentable en TC. Como se ve, es una condición bastante am-
plia. Si recordamos la definición de Sistema bien definido, allí 
se habla de “conjuntos”, o colecciones, de proposiciones y teo-
remas. Ahora bien, TC ha sido construido precisamente con el 
objetivo de hacer que sus entes matemáticos, los conjuntos, 
sean lo más parecidos y análogos posible a los “conjuntos”, o 
colecciones, metamatemáticos; asumiendo que ello se haya rea-
lizado de manera satisfactoria, se convendrá que todo Sistema 
axiomático bien definido, formal o no, es representable en TC. 
Por lo tanto, seguidamente admitiremos que la Matemática re-
presentable en TC es simplemente toda aquella bien definida: 
es decir, toda aquella que normalmente se considera “Matemá-
tica”. 

La técnica de representación en TC es sencillamente aquella 
de formalizar en su lenguaje las premisas del Sistema SC, es 
decir, los axiomas y las reglas, gramaticales y deductivas, de 
este último. Por tanto, la metamatemática que funda la Teoría 
axiomática SC se codifica en el lenguaje conjuntista y SC mis-
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mo se representa dentro de TC como un conjunto de conjuntos 
(llamado en ocasiones Estructura). A continuación veremos 
con cierto detalle cómo esto se lleva a cabo y cuáles son sus 
consecuencias. En todo caso, no es prematuro esbozar ya el 
punto crítico de la cuestión. La semántica que funda el Sistema 
arbitrario SC puede dividirse en dos partes: la semántica relati-
va a las premisas del Cálculo predicativo clásico formal del 
primer orden en el que el Sistema SC se basa (que diremos clá-
sica); y la semántica propia, relativa a las premisas propias de 
SC. Con “relativa a las premisas”, incluimos tanto la semántica 
que define las premisas, como aquella contenida en las premi-
sas (si el Sistema es formal, solamente las reglas gramaticales y 
deductivas contienen semántica). Cuando SC se representa en 
TC, la semántica clásica “desaparece” sólo aparentemente: en 
efecto, ésta “vuelve a entrar”, sin cambios, en las premisas clá-
sicas de TC. La eliminación de la semántica propia, sin embar-
go, en general convierte en no fiel (en un sentido que dentro de 
poco precisaremos) la representación de SC, con todas las con-
secuencias que ello supone. 

Examinemos con más detenimiento los pasos de la forma-
lización, manteniendo el empeño de no cansar al lector con 
demasiados tecnicismos. Las proposiciones de SC se especifi-
can por sus reglas gramaticales, cuya parte sustancial (por 
norma preponderante) está constituida por las reglas gramati-
cales del Cálculo predicativo clásico formal del primer orden 
en el que SC se basa. El primer paso es la definición en TC 
del conjunto de todos los símbolos usados por SC, llamémoslo 
S. Son parte de S los símbolos clásicos: not, o, ∀ , etc.; pero 
éstos deben ser considerados como conjuntos, puesto que todo 
elemento de un conjunto es un conjunto. Por lo tanto, serán 
objetos que corresponden a los símbolos clásicos pero, en rea-
lidad, absolutamente distintos de ellos. Los distinguiremos 
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con un asterisco: not*, o*, ∀ *, →*, etc.. Del mismo modo, 
debe introducirse un conjunto en correspondencia con todo 
predicado y símbolo propio de SC. Por poner un ejemplo muy 
sencillo, supongamos que en SC esté definido el predicado a 
dos variables “x es triple de y”, representado por la notación 
T(x,y) y oportunos axiomas. Puesto que x e y son variables en 
un conjunto universo U, el conjunto de pares ordenados de x e 
y tales que x es triple de y, es un subconjunto de U·U, es decir, 
una relación binaria entre U y U. La formalización de T(x,y) 
comienza, por tanto, con la introducción de un conjunto de 
par ordenado que podemos llamar (x,y)T : por ahora sencilla-
mente un elemento genérico de U·U. Suponiendo que “x es 
triple de y” sea el único predicado, tendremos por tanto: 
S={not*, o*, ∀ *, etc., x*, y*, a*, etc., p1*,... pn*, (x,y)T}, 
donde p1,... pn son los símbolos propios de SC y (x,y)T∈U·U. 
Si está presente también la igualdad (una circunstancia muy 
común), se introducirá otra relación binaria, cuyo genérico 
elemento podríamos llamar (x,y)=. En general, para todo pre-
dicado a n variables P(x1,…xn), se introducirá una relación n-
aria entre elementos de Un (es decir, U·U·…·U, n veces). Esto 
es suficiente para lo que ahora nos importa, es decir, para la 
definición de los símbolos S; pero, naturalmente, los pares (o 
n-uplas) introducidos deberán luego caracterizarse en base a 
los axiomas que definen formalmente los predicados. 

Completada la definición de S, se pasa a definir el conjunto 
de las proposiciones de SC, llamémoslo P, es decir, el conjunto 
de oportunas secuencias ordenadas de elementos de S. La for-
malización de las reglas gramaticales del Cálculo clásico, pro-
cede sin problemas; como ejemplo, formalicemos en TC, aun 
adoptando la notación espontánea, la regla gramatical implícita 
“si A es una proposición cualquiera también notA lo es”: 
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(s1, s2,…sn)∈P → (not*, s1, s2,… sn) ∈P, ∀ (s1, s2,… sn) ∈Sn 

 
Naturalmente ésta no es más que una expresión definitoria 

implícita de P. 
Para completar la definición de P se deben, pues, formali-

zar las reglas gramaticales propias de SC. Normalmente, la 
semántica que define las reglas gramaticales propias de los 
Sistemas clásicos se limita a usar conceptos plenamente for-
malizables en el lenguaje conjuntista; en ella típicamente, 
como se ha visto en los ejemplos al comienzo del libro, se usa 
de nuevo el concepto de “secuencia ordenada”, que sabemos 
perfectamente formalizable en TC. En términos más exactos, 
queremos decir que toda proposición (correcta) de SC es re-
presentable con una oportuna cadena de símbolos de TC; y 
que una vez fijada una cadena cualquiera de símbolos de TC 
es posible concluir, con sólo el análisis de su secuencia, si tal 
cadena representa o no una proposición (correcta) de SC. En 
este caso diremos, precisamente, que las reglas gramaticales 
propias son reproducidas fielmente en el lenguaje conjuntista; 
o bien, que la semántica que las define queda suprimida sin 
defectos en la codificación en TC. Como decíamos, no es en 
absoluto limitativo suponer que esto se verifique siempre: por 
norma, en efecto, el respeto de la gramática obedece solamen-
te a principios de idoneidad “estructural” de las proposicio-
nes; y, en todo caso, un eventual (inusual) criterio irreduci-
blemente semántico en la selección de las proposiciones, 
puede ser englobado en las reglas deductivas, es decir, en la 
definición del objetivo final: los teoremas. 

Pasemos a la definición de los conjuntos de los axiomas y 
de los teoremas de SC, que llamamos H y T. Como antes, entre 
los axiomas y reglas deductivas, podemos distinguir una parte 
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clásica y una parte propia. Para la parte clásica, se impone en 
primer lugar que toda n-upla ordenada de símbolos-conjunto 
representada por un axioma clásico de SC, sea elemento de H. 
Luego se formalizan las reglas deductivas clásicas, lo cual pro-
duce caracterizaciones implícitas para T. Como hemos esboza-
do en el ap. I.6, las reglas deductivas del Cálculo clásico re-
quieren distinguir si cada variable contenida en una 
proposición es aparente o libre. Pues bien, esto puede traducir-
se sin problemas en el lenguaje conjuntista, gracias a la forma-
lización de “secuencia ordenada”; por ejemplo, a través de ella 
podemos codificar el hecho de que una variable x* sea prece-
dida de ∀ * o ∃ * , en cuyo caso será aparente. Consecuente-
mente, la formalización de sustitución y modus ponens se reali-
za sin dificultad. Por ejemplo, la modus ponens se codifica con 
la siguiente expresión definitoria implícita de T: 

 
((s1,…sn)∈(HoT) e (s1,…sn,→*,t1,…tm)∈(HoT))→(t1,…tm)∈T, 

∀ (s1,…sn)∈P 
 
La definición del conjunto T debe ser completada con la 

formalización de todos los axiomas y reglas deductivas pro-
pias. Como hemos anticipado, éste es el punto crítico. Ante to-
do, tales reglas, para funcionar, podrían necesitar la asignación 
de un valor semántico para las proposiciones, en cuyo caso SC 
no sería formal. Evidentemente, el lenguaje simbólico del for-
mal TC no podrá reproducir este tipo de deducciones. Sin em-
bargo, incluso en el caso en que SC sea formal, podrían surgir 
problemas. Recordemos que el respeto de la formalidad para el 
Sistema, impone solamente que las proposiciones estén privas 
de significado; pero la definición de las premisas del Sistema 
se realiza con un lenguaje semántico sobre el cual no hemos 
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hecho ninguna hipótesis particular. Por ejemplo, la especifica-
ción de la colección de los axiomas propios que se añade a los 
clásicos, podría no ser plenamente reproducible en lenguaje 
conjuntista formalizado. Para poner un ejemplo concreto, sea S 
un Sistema formal dotado de un modelo M, para el cual supo-
nemos un buen grado de intuitividad e inequivocabilidad de 
ámbito metamatemático (como el modelo euclidiano de la 
Geometría). Consideremos ahora el Sistema S’ obtenido de S 
añadiendo como axiomas todos los (infinitos) enunciados de S 
que, interpretados en M, resultan verdaderos. Si S está bien de-
finido y si, como estamos suponiendo, no hay problemas para 
interpretar un arbitrario enunciado E en M y extraer su valor de 
verdad, entonces también S’ está bien definido, siendo sus 
axiomas distinguibles (ap. 1.9). Además, la formalidad es res-
petada: es necesario interpretar los enunciados de S en M, sólo 
con el fin de establecer si son o no son axiomas de S’; una vez 
hecho esto, S’ deduce sin atribuir ningún significado a los 
enunciados, como S. Pero, ¿es posible reproducir en lenguaje 
formal conjuntista el reconocimiento de que cierto enunciado 
de S es un axioma de S’? En TC no hay dificultades para defi-
nir un conjunto que represente la colección de los axiomas de 
S’, porque, como veremos pronto, es posible tanto formalizar el 
concepto de modelo, como introducir una función que repre-
sente la verdad relativa al mismo. Pero definir un conjunto para 
representar una colección no significa necesariamente haber 
traducido formalmente todas las propiedades que se consideran 
metamatemáticamente válidas para la misma colección; y, por 
tanto, todos los criterios que consienten concluir o excluir si 
cierto elemento pertenece a dicha colección (en cuyo caso, pre-
cisamente, se dice que la representación de la colección es fiel). 
En nuestro caso, el criterio implica el concepto de verdad rela-
tivo al modelo M; y, como ya hemos constatado en la defini-
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ción de interpretación del ap. II.3, la verdad formalizada toma 
distancia de la verdad semántica. Claramente, si dentro de TC 
no fuera posible reconocer todos los axiomas de S’, tampoco 
sería posible reconocer todos los teoremas de S’. En concreto, 
sea t un teorema de SC, y el conjunto t*  la secuencia ordenada 
de los símbolos-conjunto correspondiente a éste en TC. Si T es 
el conjunto que representa la colección de los teoremas de SC, 
a la demostración de que t es un teorema de SC, existente e in-
dividuable en el seno de SC (por su buena definición), debería 
corresponder la demostración del enunciado “t* ∈T” en el seno 
de TC. En el caso, pues, en que la representación conjuntista no 
sea fiel, tal demostración podría no estar ya disponible; es de-
cir, “t* ∈T” ser indemostrable en TC. En otros términos, la me-
tamatemática relativa al Sistema TC, podría no reconocer todos 
los teoremas de la Teoría SC aquí representada. Porque ella no 
puede suplantar enteramente la metamatemática que se refería 
al original Sistema SC (la cual ha sido eliminada en la repre-
sentación conjuntista). 

Aunque por el momento falten pruebas directas de no fideli-
dad (y aún se puede esperar que todos los Sistemas formales 
sean fielmente representables), parece, pues, del todo oportuno 
considerarla como posible. No obstante, no daremos algún peso 
conclusivo a la charla anterior: la finalidad, hasta aquí, ha sido 
solamente plantear la duda. Sólo en la tercera Parte, en efecto, 
cuando se tendrá a disposición el concepto de función recursi-
va, podremos formalizar el concepto de fidelidad representativa 
y tendremos ejemplos incontrovertibles. Entonces observare-
mos también que, en rigor, no hay nada que impida reintroducir 
en la metamatemática definitoria del Sistema TC, toda especie 
de semántica propia relativa a las premisas de un Sistema cual-
quiera; es decir, de obviar siempre la no fidelidad representati-
va. El problema, más bien, es el precio pagado, que frustraría la 
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ventaja principal de la representación conjuntista12. 
Entre los axiomas propios están los que definen formal-

mente los predicados; en los casos comunes, su traducción 
conjuntista no da problemas de fidelidad. Por ejemplo, en 
nuestro caso, el predicado T(x,y) puede ser definido integral-
mente por la condición “T(x,y)↔x=3·y”. Por tanto, la siguien-
te expresión conjuntista: 

 
∀ x∈U ∀ y∈U (((x,y)T, ↔*, x*, =*, 3*, ·*, y*) ∈H) 

 
traduce fielmente su significado. Los axiomas de este tipo, que 
contribuyen a definir el conjunto H, completan la codificación 
de los predicados en los correspondientes conjuntos, constitui-
dos por n-uplas ordenadas de U. 

Finalmente, gracias a la discriminación de la variables libres 
y aparentes, es también posible distinguir el subconjunto de los 
enunciados, E, de P; con ello se concluye la representación de 
SC en TC, puesto que en ella hay una reproducción de todo 
aquello que el Sistema SC puede expresar (P), afirmar (E), su-
poner (H) y concluir (T). 

Por lo visto, aparte de los problemas de fidelidad, parece 
que la representación en TC puede realizarse siempre. Ésta fa-
llaría en un sólo caso: si TC fuera inconsistente, mientras SC 
consistente. En efecto, en tal caso TC puede deducir cualquier 
cosa, como (s1,…sn)∈T y también (not*, s1,…sn)∈T y entonces 
T no puede representar el conjunto de los teoremas de SC. La 
representación de SC, “pasando a través” del inconsistente TC, 
se viciaría. Suponiendo entonces TC consistente, que es lo que 

                                                           
12 En efecto, encontraremos que esto implicaría la pérdida de la efectiva 

axiomatizabilidad de TC (una directa característica de “mecanicidad”, como 
veremos), aun respetando su formalidad. 
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de ahora en adelante haremos siempre, se debe admitir que la 
representación de un cualquiera SC en TC, realizada en el mo-
do descrito, funciona siempre, incluso si SC fuera inconsisten-
te. 

En definitiva, la reducción conjuntista impone que el único 
lenguaje metamatemático que, todo lo más, pueda ser usado en 
Matemática sea aquel que se refiere al Sistema matemático 
TC: el de todos los demás Sistemas axiomáticos se elimina. En 
general, con los posibles problemas de no fidelidad que hemos 
esbozado. Subrayemos que la metamatemática “que, todo lo 
más, hace referencia a TC”, no es solamente aquella que funda 
TC y que se usa en sus demostraciones: sobre la base de lo ob-
servado en el ap. I.3, ésta incluye toda propiedad semántica su-
ficientemente clara y rigurosa que, eventualmente (es decir, no 
necesariamente), haga referencia al solo Sistema TC. Por ejem-
plo, forma su parte el mismo reconocimiento de la idoneidad 
de la representación en TC de una cierta Teoría axiomática clá-
sica. 

No es posible representar TC en el mismo TC. Por ejemplo, 
los símbolos clásicos not, o, ∀ , etc., que aparecen en los axio-
mas definitorios de la Teoría clásica TC, aunque sean los mis-
mos que se utilizan en cualquier otra teoría clásica, no pueden 
ser reducidos a conjuntos, puesto que ¡sirven aquí para definir 
los mismos conjuntos! Por lo tanto, el “conjunto” de las propo-
siciones o de los teoremas de TC no puede ser definido en el 
mismo TC: es decir, no puede ser un conjunto. Así, por ejem-
plo, el modus ponens reaparecerá en forma irrenunciablemente 
semántica en seno a TC. Conforme a cuanto ya afirmado, la 
semántica clásica de los Sistemas representados en TC se rein-
troduce a través de la misma definición de TC. No podría ser 
de otra forma: un tipo de irreducible metamatemática es indis-
pensable en la fundación de todo Sistema axiomático no banal, 
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como sabemos. 
En TC es posible formalizar el problema de la consistencia 

de un Sistema clásico allí representado. Por ejemplo, la expre-
sión: ∃ p(p∈E e p∉T) enuncia que existe un enunciado de SC 
que no es un teorema de SC; y por tanto la consistencia de SC. 
Si ésta (o su negación) fuera demostrable, es decir, si fuera un 
teorema de TC, resolveríamos el problema de la consistencia 
para SC; sin olvidarse de que todo ello está bajo la hipótesis de 
la consistencia para TC. De todas formas, veremos que TC está 
“bastante lejos” de ser completo, por tanto es posible que el 
enunciado mencionado sea indecidible. Así, no es cierto que 
TC pueda resolver la consistencia de todos los Sistemas axio-
máticos clásicos; no obstante, esto ocurre para las Teorías fun-
damentales de la Matemática, como pronto describiremos. 

Asimismo, debemos resaltar que TC consigue representar 
fielmente todas las usuales Disciplinas matemáticas formales. 
Detengámonos, por ejemplo, en PA. El único elemento crítico, 
como se ha visto, es el principio de inducción. Sustancialmen-
te, éste hace referencia a “sustitución” y “proposición con al 
menos una variable libre”; conceptos que, como ya se ha ob-
servado, pueden ser traducidos perfectamente en el lenguaje de 
TC gracias al concepto de “secuencia ordenada”. Una circuns-
tancia análoga se verifica para todas las Disciplinas clásicas 
comúnmente usadas en Matemática. 

 
II.8. Teorema de corrección 
 
Finalmente, llegamos a cómo TC resuelve los problemas 

precedentemente expuestos. Obviamente, la esperanza de anu-
lar por arte de magia las ambigüedades descritas es falaz, sien-
do ella misma, a fin de cuentas, una Teoría axiomática como 
las demás. En efecto, veremos que las resuelve para los demás 
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Sistemas clásicos, asumiéndolas ella misma. Esto es un indicio 
bastante elocuente sobre la naturaleza real de las ventajas de la 
unificación conjuntista de la Matemática. 

Los conceptos de interpretación y por tanto de modelo de 
un Sistema axiomático clásico representado en TC, pueden ser 
definidos formalmente en el mismo TC, codificando en len-
guaje conjuntista la definición de interpretación dada en el 
apartado II.3. Está claro que esto no se puede hacer para el 
mismo Sistema TC. La definición en TC de una interpretación 
para el propio TC pasaría por la definición formal del conjun-
to universo U, en el cual varían todos los entes de TC, es de-
cir, todos los conjuntos; por tanto U se contendría a sí mismo, 
lo que no está consentido, como sabemos. Es sorprendente 
que hayamos topado con la enunciación de dicha obvia, aun-
que crucial, puntualización, únicamente en un autor13. Una in-
terpretación de TC es por lo tanto un concepto completamen-
te distinto de la interpretación de cualquier otro Sistema 
axiomático representado en TC: su carácter informal es im-
prescindible. No queda que definirlo mediante las condiciones 
citadas en el apartado II.3; pero sustituyendo el término con-
junto por un sinónimo irrenunciablemente semántico como, 
por ejemplo, “colección”. Así, como consecuencia metama-
temática de haber formalizado el concepto de conjunto, ¡re-
sulta que necesitamos un concepto similar pero informal! En 
otras palabras, necesitamos en todo caso un concepto ineludi-
blemente semántico de “conjunto”. Para los entusiastas de la 
Teoría axiomática de los conjuntos, el resurgir del concepto 
de colección de las cenizas del concepto informal de conjunto, 
revela que la Teoría TC ya es inmejorablemente fundamental; 
para los detractores de la misma, ¡que es inútil! Resumiremos 

                                                           
13 Graham Priest: In Contradiction: a Study of the Transconsistent. 
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más tarde ambas posiciones opuestas. 
Seguidamente, convendremos poner entre comillas los “mo-

delos” de TC para recordar que éstos son conceptos informali-
zables, necesariamente semánticos. Por otra parte, esto era de 
esperar: una interpretación de un Sistema axiomático, y por 
tanto un modelo suyo, es un concepto íntimamente semántico; 
no es, al final, más que una colección de frases significativas. 
¿Qué sentido tendría intentar eliminar el significado? En efec-
to, éste no puede desaparecer: en los mismos Sistemas axiomá-
ticos representados en TC, el significado se reintroduce a través 
de la interpretación de las proposiciones de TC. En otras pala-
bras, cuando se considera un “modelo” de TC, también los mo-
delos de las Teorías representadas en TC, aquí objetos pura-
mente simbólicos, recobran valor semántico, es decir, 
significado. 

Un punto fundamental para realizar la deseada formaliza-
ción, es la definición en TC de una función de verdad relativa 
a la interpretación. En ella se introducen novedades cruciales. 
De hecho tal función, llamémosla v, no sólo debe asociar a 
cada enunciado de la Teoría clásica representada un valor “V” 
o “F” satisfaciendo los puntos b) y c) del ap. II.3; sino tam-
bién satisfacer otras oportunas condiciones “clave” que ponen 
los valores “V” y “ F” en relación con los conectores lógicos y 
cuantificadores del Cálculo predicativo clásico formal de pri-
mer orden (antes reducidos a conjuntos: not*, o*, ∀ * etc.). 
Citaremos sólo dos condiciones: 

 
1a) v(s1,s2,…sn)=V  ↔  v(not*,s1,s2,…sn)=F, ∀ (s1,…sn) ∈ E 
1b) v(s1,s2,…sn)=F  ↔  v(not*,s1,s2,…sn)=V, ∀ (s1,…sn) ∈ E 
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2) ((v(s1,…sn)=F)o(v(q1,…qn)=V))↔v(s1,…sn,→*,q1,…qn)=V, 
   ∀ (s1,…sn)∈E,∀ (q1,…qn)∈E 

 
donde E indica el conjunto de los enunciados. El primer par es 
sencillamente la formalización de los principios de no contradic-
ción y tercero excluido. La segunda, forma parte de las nuevas 
cláusulas y establece que a un enunciado del tipo “A→*B” se le 
asigne el valor verdadero si y sólo si “A” tiene el valor falso o 
bien (no exclusivo) “B” el valor verdadero. De ello deriva que si 
“A” y “ A→*B” son ambos verdaderos, también “B” deberá ser 
necesariamente verdadero. Por consiguiente, estas condiciones 
establecen explícitamente la corrección del modus ponens en 
todo Sistema clásico representado en TC; análogas cláusulas es-
tablecen la corrección de las otras tres reglas deductivas clásicas. 
En definitiva, se obtiene entonces que todo modelo de cualquier 
Cálculo predicativo clásico formal del primer orden es un mo-
delo correcto (teorema de corrección). En efecto, susodichas 
condiciones imponen explícitamente considerar sólo los concep-
tos de verdad que reflejan el significado más intuitivo de los co-
nectores lógicos y cuantificadores; o, lo que es lo mismo, res-
tringen las interpretaciones a aquellas en las cuales los 
conectores clásicos obedecen a las acostumbradas tablas de ver-
dad; con el resultado de que todos los modelos son correctos. 
Así, la demostración rigurosa de la corrección se obtiene sin 
ningún criterio especial o revolucionario, sino sencillamente res-
tringiendo el ámbito de las interpretaciones. 

Como consecuencia de la formalización de modelo, también 
la propiedad de que todo Sistema clásico con un modelo es 
consistente, se convierte en teorema de TC. Pero, naturalmente, 
cuando aplicado al mismo TC queda un metateorema. Esto vale 
también para la corrección de sus “modelos”: recordando las 
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críticas al metateorema de corrección, para TC no queda más 
que asumir las convenciones metamatemáticas correspondien-
tes a las condiciones formales ahora definidas; lo que significa 
sencillamente convenir de limitarse al significado común de los 
conectores lógicos y cuantificadores, resultando “modelos” ne-
cesariamente correctos, si existentes, para TC. 

Naturalmente, es muy importante que TC tenga al menos un 
“modelo” correcto. Si no fuera así, se produciría un dramático 
desmoronamiento de la conjuntística. De hecho, esto significa-
ría, según los principios de la Lógica clásica, que en realidad 
no existe una colección (recuérdese, un concepto inevitable-
mente semántico) de objetos llamados conjuntos que satisfacen 
las premisas de TC y que constituyen una interpretación clási-
ca. Por ejemplo, aunque TC deduzca que “existe el conjunto de 
los números naturales”, es decir, en concreto, una cadena del 
tipo “ ∃ N(x0∈N e ...etc.”, desde un punto de vista semántico 
(metamatemático), dicho conjunto no sería interpretable, no 
existiría. Caería así la correspondencia entre el símbolo “∃ ” y 
su correspondiente concepto semántico. El desacuerdo se 
transmitiría a todo Sistema axiomático representado en TC, por 
lo que afectaría a todos los teoremas de la Matemática reprodu-
cible en TC. Por otra parte, si todo “modelo” de TC fuera inco-
rrecto, por las mismas razones, no existiría una interpretación 
en la cual todo teorema de la Matemática reproducible en TC 
fuese ciertamente verdadero. Inversamente, uno de los resulta-
dos más deseados es justamente la posibilidad de “construir” 
modelos correctos para las Teorías axiomáticas fundamentales 
a partir de un “modelo” correcto de TC, como veremos dentro 
de poco. 

Por suerte, para garantizar la existencia de “modelos” co-
rrectos para TC, basta la hipótesis (ya descubierta como nece-
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saria) de que éste sea consistente: en tal caso, la existencia y 
corrección de sus “modelos” están aseguradas respectivamente 
por el metateorema de completitud semántica (cuya metade-
mostración, válida para el Cálculo predicativo clásico formal 
con igualdad que funda TC, puede generalizarse fácilmente a 
todo TC porque sólo se añaden 17 axiomas exhibidos) y por el 
ahora citado metateorema de corrección. 

¿El teorema de corrección vale para todo Sistema clásico? 
El problema surgiría a causa de las reglas deductivas propias 
del Sistema: puesto que hemos admitido total arbitrariedad so-
bre las mismas, no es seguro que siempre sean correctas, natu-
ralmente. En los casos normales, de todas formas, se puede es-
tablecer una oportuna convención. La idea es eliminar las 
reglas deductivas propias, sustituyéndolas por un conjunto infi-
nito de axiomas (si fueran finitos, significaría que los teoremas 
propios podrían enumerarse finitamente y las reglas deductivas 
propias no serían necesarias), dejando sin modificar – admi-
tiendo que esto sea posible – el conjunto de los teoremas de la 
Teoría original. Esto comporta convenir que las cuatro reglas 
deductivas del Cálculo predicativo clásico formal del primer 
orden sean las únicas reglas deductivas del Sistema clásico: 
las demás, aquellas propias, se deben reconsiderar como gene-
radoras de axiomas. Con esta nueva apariencia, éstas se llaman 
ahora “esquemas axiomáticos”. La ventaja esencial de esta es-
trategia, desde un punto de vista meramente práctico, es que 
todo modelo del nuevo Sistema es un modelo correcto, en 
cuanto todas sus reglas deductivas son correctas14. En princi-
                                                           

14 Este asunto normalmente es omitido en los textos generales, donde en 
una Teoría como PA, por ejemplo, el principio de inducción se considera sin 
más un esquema axiomático. Aquí se ha querido presentar una justificación 
de por qué conviene trabajar con Sistemas dotados de infinitos axiomas; co-
sa que, fundadamente, podría parecer una incomprensible complicación. 
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pio, evidentemente, no es seguro que eso se pueda hacer siem-
pre, que el Sistema resultante se mantenga bien definido como 
el original. Pero no existen problemas en los casos normales, es 
decir, en todos los Sistemas de interés común. En efecto, en 
cada uno de ellos, las reglas deductivas propias se pueden in-
terpretar sin dificultad como esquemas axiomáticos que gene-
ran axiomas distinguibles (es más: normalmente incluso deci-
dibles, una condición bastante más fuerte, como veremos). 
Considerando que por norma también las reglas gramaticales 
propias siempre están privas de ambigüedad (tal de no alterar 
la distinguibilidad de los enunciados), se tiene entonces la cer-
teza de la buena definición, por lo ya probado en el ap. I.9. 

Examinemos el ejemplo emblemático del Sistema PA. Su 
principio de inducción lo reconsideramos como generador de 
axiomas en lugar de teoremas. ¿Cómo hemos alterado el Sis-
tema original? Todo teorema de éste último es también teorema 
del nuevo Sistema, en cuanto todo axioma es un teorema. 
Además, las cuatro reglas deductivas no distinguen explícita-
mente entre axiomas y teoremas cuando deducen. Por ejemplo, 
el modus ponens deduce “B” a partir de “A” y “ A→B”, indife-
rentemente de si uno de estos enunciados, o ambos, sean axio-
mas o teoremas. Por tanto, todo teorema que puede deducirse 
en el nuevo Sistema puede también deducirse en el original. La 
diferencia, pues, es solamente estructural. Además, se reconoce 
que los axiomas inductivos son distinguibles: se deberá verifi-
car que el primer símbolo sea “(”, después que siga un enun-
ciado que mencione la constante “0”, después que siga el sím-
bolo “e”, etc. La claridad de las reglas gramaticales propias de 
PA, permite después concluir metamatemáticamente que la dis-
tinguibilidad de los enunciados se conserva. Por lo tanto, el 
nuevo Sistema está bien definido, como el Cálculo predicativo 
clásico formal de primer orden con igualdad en el que se basa. 
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Esto se repite para todos los demás Sistemas de común interés 
matemático. 

Seguidamente asumiremos siempre, tácitamente, la posibili-
dad de esta convención para todo Sistema clásico. En particu-
lar que el Sistema obtenido esté bien definido. En tales nuevos 
Sistemas, pues, los esquemas axiomáticos no son reglas deduc-
tivas, sino sólo una técnica para indicar una colección infinita 
de axiomas del Sistema. Recordemos que, en todo caso, toda 
demostración puede referirse sólo a un número finito de axio-
mas o no podría ser de longitud finita (una de las condiciones 
de buena definición). 

En síntesis, el efecto de esta convención es “filtrar” sólo los 
modelos correctos del Sistema original: sus modelos incorrec-
tos dejan de ser modelos del nuevo Sistema. De hecho, si son 
incorrectos, será debido a las reglas deductivas propias, como 
se ha concluido; en especial, algunos teoremas deducidos me-
diante éstas serán falsos, en tales modelos. Entonces, dichas in-
terpretaciones no pueden ser modelos de un Sistema en el cual 
esos teoremas son reconsiderados como axiomas. 

Como consecuencia de tal convención, el teorema de co-
rrección vale para todo Sistema clásico, incluso no formal: de 
ahora en adelante, simplemente podremos hablar de modelo, 
refiriéndonos a un modelo necesariamente correcto. 

La convención ahora expuesta tiene como consecuencia que 
la no fidelidad de la representación en TC de cierto Sistema 
axiomático clásico, puede tenerse sólo en la formalización del 
conjunto de los axiomas propios. Recordemos que según la 
buena definición del Sistema y las pretensiones de TC, no de-
bería haber nunca problemas para representar dicho conjunto 
en TC, llamémoslo H. Pero la conclusión metamatemática de 
que cierto enunciado a es un axioma (existente e individuable 
en el Sistema original, según su buena definición), podría ya no 
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estar disponible en TC; o sea, el enunciado “a*∈H” ser inde-
mostrable en TC. Naturalmente, tampoco serán reproducibles 
en TC todos aquellos teoremas de la Teoría que requieran el 
axioma a. 

 
II.9. Completitud sintáctica y completitud semántica 
 
Gracias al teorema de corrección, los teoremas de cualquier 

Sistema clásico son verdaderos cuando interpretados en un ar-
bitrario modelo; enunciados así se dirán en síntesis válidos, 
aunque preferiremos repetir a menudo verdaderos en todo mo-
delo para evitar equívocos. Espontáneamente surge la pregunta 
de si, en un Sistema que admita modelos, las proposiciones vá-
lidas deben ser necesariamente teoremas de la misma Teoría. 
Si no, nos causaría una contrariedad: tendríamos proposiciones 
verdaderas en todo modelo (y por lo tanto, epistemologicamen-
te bastante importantes) que el Sistema axiomático no sería ca-
paz de deducir. En estos casos, se podría aún recurrir a un crite-
rio “externo” al Sistema para intentar descubrirlas, un criterio 
que incluso se ha axiomatizado con la introducción de TC; sin 
embargo, veremos que el resultado de tal método no está ase-
gurado. La bella propiedad de que todas (y solas) las proposi-
ciones válidas sean teoremas, se llama completitud semántica. 

Para evitar confusiones con la completitud sintáctica y para 
simplificar, indicaremos a menudo sencillamente con completi-
tud la completitud sintáctica, mientras el término s-completitud 
indicará aquella semántica. 

Lo primero que haremos es justificar el nombre del metateo-
rema de completitud semántica, el cual, como hemos visto, 
afirma que: si cualquier Cálculo predicativo clásico formal del 
primer orden es consistente, entonces admite al menos un mo-
delo. La razón es que éste implica también la s-completitud pa-
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ra el Sistema, en las mismas hipótesis. Sea, en efecto, S un Sis-
tema de este tipo. Por el metateorema, admite al menos un mo-
delo. Supongamos, pues, que E sea un arbitrario enunciado 
verdadero en cada modelo de S y busquemos la conclusión de 
que es un teorema. Es imposible que E sea la negación de un 
teorema: debido al teorema de corrección, E sería falso para 
cada modelo. Supongamos pues que E sea indecidible; en este 
caso sabemos que el Sistema S+notE es consistente. Puesto que 
notE es un enunciado del primer orden y no añadimos ninguna 
nueva regla deductiva, tal Sistema todavía es un Cálculo predi-
cativo clásico formal del primer orden; volviendo a aplicar el 
metateorema, concluimos que posee modelos, para los cuales 
notE es verdadero. Pero tales modelos son también modelos de 
S, porque satisfacen todos sus axiomas; por lo tanto, por hipó-
tesis, E tiene que ser verdadero en éstos: imposible. No queda 
que admitir que E es un teorema de S, es decir que S es semán-
ticamente completo. 

Volvamos ahora a nuestra pretensión con respecto a los 
Sistemas axiomáticos clásicos bien definidos, a la luz de los 
dos tipos de completitud. Consideremos un Sistema clásico 
bien definido, dotado de modelos y por tanto consistente. La 
circunstancia más feliz sería el caso en que el Sistema esté 
completo: en efecto, cada enunciado que no sea un teorema 
se podría reconocer, en cuanto negación de un teorema15. El 
conjunto de los teoremas sería por tanto distinguible. Ade-
más, el Sistema sería también semánticamente completo. En 
efecto, no pueden existir enunciados verdaderos en cada mo-
delo que no sean teoremas: aquellos que no son teoremas, 
son negaciones de teoremas y por lo tanto falsos en todo 

                                                           
15 Naturalmente, todo teorema es reconocible a través de su demostra-

ción, que debe existir por la buena definición.  
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modelo. En conclusión, la completitud sintáctica, unida a la 
existencia de modelos, es una combinación bastante satisfac-
toria. 

Si en cambio el Sistema clásico con modelos es incompleto, 
podemos ciertamente reconocer las negaciones de los teore-
mas; pero quedan los enunciados indecidibles por descubrir, si 
se quiere que el conjunto de los teoremas sea distinguible. Este 
deseo no es “retórico”, sino que está ligado a una ventaja con-
creta: el descubrimiento de que el genérico enunciado I sea in-
decidible, implicaría que los esfuerzos por demostrar o confu-
tar I son inútiles y sugeriría incluir I o notI entre los axiomas. 
Tal proceso, repetido, podría incluso hacer completo el Siste-
ma; al menos, ésta parece por ahora una esperanza sensata. 

Si el Sistema en cuestión (con modelos e incompleto), lla-
mémoslo S, es s-completo, existe un criterio para reconocer los 
enunciados indecidibles. En efecto en tal caso, dicho I un arbi-
trario enunciado indecidible, los Sistemas S+I y S+notI deben 
admitir modelos y el criterio para reconocer I puede consistir, 
precisamente, en encontrarlos. [Es fácil concluir porqué deben 
admitir modelos: si S+I no admitiese modelos, significaría que I 
es falso en cada modelo de S; pero entonces notI sería verdadero 
en cada modelo de S y, por tanto, un teorema por la supuesta s-
completitud; esto contra la hipótesis de que I es indecidible. Al 
mismo absurdo semántico se llega suponiendo que S+notI no 
tenga modelos]. El problema de la determinación de los mode-
los, por cierto existentes para S+I y S+notI, puede enunciarse en 
el lenguaje formal de TC. Sin embargo, como sucede para cual-
quier otro ente matemático de la Lógica clásica, un modelo po-
dría ser no individuable, aunque existiendo. En efecto, mientras 
el problema de su representabilidad es siempre solucionable 
mediante una oportuna convención metamatemática (y, conse-
cuentemente, denotación de la interpretación), el enunciado “M 
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es un modelo de S+I”, por ejemplo, podría ser indecidible en 
TC. Veremos, en efecto, que TC es “irremediablemente” incom-
pleto, por lo cual tal posibilidad es bien concreta. Aun así, que-
dan todavía los métodos puramente metamatemáticos para de-
terminar dichos modelos de S; se trata de objetos que, repetimos, 
deben necesariamente existir en las hipótesis hechas por el Sis-
tema. Basándonos en las críticas epistemológicas relativas al 
principio de no individuabilidad (realizadas al principio del ap. 
I.12), se diría forzado pensar que tal principio tenga que valer 
también en el ámbito de los razonamientos metamatemáticos. 
Por lo tanto, en el caso considerado, parece razonable especular 
que éstos modelos sean metamatemáticamente determinables, 
resultando el conjunto de teoremas distinguible. Al final de la 
tercera Parte volveremos sobre este tema y observaremos, en 
efecto, que mientras dicho optimismo parece justificado para 
cualquier Sistema formal habitual, no lo parece para el propio 
TC. 

Si, en cambio, el Sistema clásico con modelos e incompleto, 
S, no es s-completo, no está asegurado que los Sistemas S+I y 
S+notI tengan modelos. [Si lo estuviera, es decir, si tales mo-
delos existieran para cada indecidible I, vendría a ser que para 
cada enunciado indecidible existen modelos de S según los 
cuales éste es falso; y, por otra parte, las negaciones de los teo-
remas son falsos en todos los modelos de S por la corrección. 
Entonces, si un enunciado es verdadero en cada modelo de S no 
puede ser más que un teorema suyo, es decir, S sería s-
completo contra la hipótesis]. Para reconocer que I es indecidi-
ble, no queda más que el método general: concluir que los Sis-
temas S+I y S+notI son consistentes (ap. I.10). De nuevo, se 
trata de un problema que puede ser afrontado formalmente – 
pero, como se ha observado, no siempre resuelto – por TC. 
Como en el caso precedente, si, por ejemplo, el enunciado que 
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afirma que S+I es consistente fuera indecidible en TC, se po-
dría recurrir a razonamientos puramente metamatemáticos para 
concluirlo. Pero la cuestión ahora es bastante más delicada: re-
cordemos, en efecto, que hemos puesto en discusión la posibi-
lidad de una conclusión metamatemática de consistencia del 
Sistema sobre la única base de la consideración de un modelo 
intuitivo suyo, introduciéndose TC también para obtener de-
mostraciones de consistencia. Aquí la situación es peor, en 
cuanto tampoco está asegurado que exista un modelo de S+I. 
Consiguientemente, no puede haberse ninguna garantía de que 
la metamatemática sea siempre capaz de concluir que tal Sis-
tema sea consistente, si es que lo es. En definitiva, en este caso 
no está asegurado que el conjunto de teoremas sea distinguible. 
En especial, es también posible que un enunciado indecidible 
válido no sea reconocible como tal. 

Aclaradas las ventajas de la s-completitud, el paso siguiente 
sería aquel de reducir a teorema de TC el metateorema de s-
completitud, además de generalizarlo. En todo caso, es necesa-
rio anticipar a estos temas el concepto de numerable y, más en 
general, de cardinalidad. Antes de hacerlo, sin embargo, nos 
parece muy oportuno observar otras capacidades fundamenta-
les de TC. 

 
II.10. La consistencia de la Matemática ordinaria 
 
TC puede también ofrecer la posibilidad de “construir” en 

concreto modelos para los Sistemas clásicos representados en él. 
Para hacerlo sólo hay que expresar las premisas del Sistema clá-
sico, SC, en el lenguaje de la Teoría de conjuntos, convirtiéndo-
se así en condiciones que pueden ser satisfechas por conjuntos 
oportunos; si uno de dichos conjuntos es determinado en TC, és-
te representa un válido universo para las variables de SC y, en 
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los casos comunes, la identificación de un modelo deriva inme-
diatamente. Tal “construcción”, en todo caso, requiere un “mo-
delo” correcto para TC (cuya existencia, recordemos, está asegu-
rada por la sencilla hipótesis de consistencia para TC). La 
conversión de las premisas de SC en el lenguaje de la Teoría de 
conjuntos se realiza dejando sin modificar los símbolos clásicos 
not, o, ∀ , etc., e interpretando los símbolos y los predicados 
propios de SC como conjuntos, de la misma manera descrita an-
tes. Llamaremos sintéticamente a esta operación corresponden-
cia conjuntista. 

Veamos enseguida un ejemplo con PA: determinemos en 
concreto un modelo suyo a partir de un “modelo” correcto de 
TC. Comencemos convirtiendo los axiomas propios de PA en 
las correspondientes expresiones conjuntistas de TC. Los sím-
bolos propios de PA son 0, +, · y el predicado S(x,y); introduz-
camos en correspondencia los conjuntos 0*, +*, ·* y la relación 
binaria Sp,s (“p” recuerda “precedente” y “s” sucesor), conjunto 
de pares ordenados de elementos del universo U (que debemos 
demostrar existente). Los primeros tres axiomas propios de PA 
quedan: 

 
(1)   0*∈U 
(2)  ∀ x*∈U (∃ y*∈U ((x*,y*)∈Sp,s)) 
(3)  ∀ x*∈U ((x*,y*)∈Sp,s → y* ≠ 0*) 

 
con los símbolos clásicos inalterados. Haciendo lo mismo pa-
ra los demás axiomas de PA, se obtendrá una lista de proposi-
ciones de TC, que llamamos (1)-(8). Según las condiciones 
(5) y (6) se impone, en particular, que la relación binaria Sp,s 

sea una función: en efecto, se puede deducir fácilmente: 
(x,y)∈Sp,s e (x,z)∈Sp,s→ y=z, o sea que el sucesor de x es úni-
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co, para cada x. Indicando pues con s(x) la pareja y de x tal 
que (x,y)∈Sp,s, las condiciones en TC se pueden simplificar. 
Por ejemplo, (2) y (3) se quedan: 

 
(2) ∀ x*∈U( ∃ y*∈U(y*=s(x*))) o bien: ∀ x*∈U(s(x*)∈U) 
(3) ∀ x*∈U(s(x*)≠ 0*)  
 

las cuales coinciden exactamente con las condiciones 2) y 3) 
que definen el conjunto de los números naturales N (ap. II.6). 
De manera análoga, se puede obtener que las condiciones (4)-
(8) coincidan con las 4)-8) definitorias de N. Ahora ocupémo-
nos del principio de inducción de PA. Supongamos por un 
momento que x sea la única variable libre para A(x). Tratando a 
A(x) como si fuera un predicado un-ario, les haremos corres-
ponder una relación un-aria, es decir, un subconjunto del uni-
verso U, llamémoslo A, para escribir después x*∈A en lugar de 
A(x). El principio de inducción se transforma, pues, en: 

 
(0*∈A  e∀ x*∈U(x*∈A → s(x*)∈A)) → ∀ x*∈U (x*∈A), 
 

cualquiera sea A. La expresión implicada se puede simplificar 
en A=U, puesto que A es un subconjunto de U. Además, tam-
bién la expresión después de e se puede simplificar. Formali-
zando también cualquiera sea A, se obtiene: 

 
(9) ∀ A ((0*∈A  e ∀ x*∈A (s(x*)∈A)) → A=U) 

 
[Si x no es la única variable libre para A(x), es decir, si en rea-
lidad, evidenciando todas las variables libres, se tiene A(x, 
x1,…xn), recordemos que, en un axioma, para toda variable li-
bre se puede sobrentender un símbolo “∀ ”. Entonces llamando 
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B(x) la proposición con una única variable libre “∀ x1…∀ xn 

A(x, x1…xn)”, se vuelve a obtener fácilmente (mediante el uso 
del teorema: ∀ x∀ yP(x,y)↔∀ y∀ xP(x,y), probable para todo 
P(x,y)), una expresión idéntica a la (9) con B, subconjunto de U 
de todos los x que satisfacen la expresión B(x), en lugar de A]. 

La (9) es una expresión que se parece mucho a la condición 
9) de los naturales conjuntistas. Si los A variasen en todo el 
conjunto P(U) se obtendría una coincidencia exacta. Pero el 
conjunto en el cual varía A es aquel de los subconjuntos de U 
cuyos elementos se pueden caracterizar con una condición con-
juntista correspondiente a una proposición arbitraria con al me-
nos una variable libre de PA16. Se puede decir de manera más 
sencilla utilizando el concepto de verdad: llamada A(x) una ar-
bitraria proposición de PA con una variable libre x, considere-
mos el conjunto de todos los x de U que la hacen verdadera, 
llamémoslo A. Al variar A(x) en el conjunto de todas las propo-
siciones con al menos una variable libre de PA, se puede así 
obtener un conjunto de subconjuntos de U que indicamos con 
{A, B, C, etc.}. La pregunta que nos hemos planteado es si di-
cho conjunto contiene todos los subconjuntos de U, es decir, si 
coincide con P(U). Si la respuesta es “no” significa que existen 
subconjuntos de U cuyos elementos no pueden estar caracteri-
zados por ninguna proposición expresable en PA. Volveremos 

                                                           
16 En notación ingenua, tal conjunto es: 

P(U)1 ={A ∈P(U) : ∃ A*(x*) ∈P1 : A={x* ∈U (A(x*))}} , donde A*(x*)  indi-
ca la secuencia de símbolos-conjunto correspondiente a A(x), P1 el subcon-
junto de P de todas las proposiciones de PA con al menos una variable libre 
y A(x*) la expresión conjuntista correspondiente a A(x) (los dos puntos “:”, 
que se leen “tal que”, forman parte de las notaciones ingenuas y sirven sólo 
para limitar el número de paréntesis). Sobre la cuestión de la formalizabili-
dad en TC de estas “correspondencias”, aclararemos en una nota del ap. 
II.14. 
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sobre este tema de importancia capital. Por ahora no es una 
pregunta urgente, pues la condición de los naturales conjuntis-
tas 9) es más exigente que la (9) correspondiente a PA, es decir, 
implica esta última. 

Como hemos afirmado en el ap. II.6, en TC se puede demos-
trar que existe un único N (a excepción de isomorfismos) que 
satisfaga las condiciones 1)-9). Por tanto, este satisfará también 
las (1)-(9), es decir, las condiciones conjuntistas correspon-
dientes a las premisas propias de PA. Entonces, asumiendo pa-
ra PA, U=N, la condición a) del apartado II.3 (existencia del 
universo) se verifica. Para verificar las condiciones b) y c) bas-
ta hacer referencia al “modelo” correcto de TC, puesto que to-
dos los enunciados de PA tienen un enunciado conjuntista co-
rrespondiente. Así, hemos construido un modelo de PA 
mediante N, el conjunto de los números naturales; tal modelo 
es llamado estándar y, recordemos, está determinado a menos 
de isomorfismos. Naturalmente, así se ha demostrado también 
que el principio de inducción de PA es consistente con respecto 
a las otras premisas del mismo Sistema. 

Finalmente, a partir de un modelo de PA, se puede construir 
un modelo de la Teoría formal de los racionales y seguidamen-
te de la Teoría formal de los reales (TFR, de ahora en adelante), 
llamada también de Tarski17. De hecho, los números raciona-
les, en su representación en TC, se pueden definir como pares 
ordenados de números naturales conjuntistas (por ejemplo el 
par (1,4) corresponde al racional 1/4=0.25), mientras los núme-
ros reales como conjuntos constituidos por pares de oportunos 
conjuntos de racionales (a pesar de que este último aspecto no 

                                                           
17 Como para los naturales, también en la Teoría de los reales hay una 

versión integral, más compleja, y una más sencilla, a menudo llamada de 
Tarski. Lo precisaremos más adelante. 
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sea intuitivo, dicha construcción técnica no supone dificultades 
conceptuales). Además, mediante un modelo de la Teoría de 
los reales de Tarski, como ya se ha observado al final de la 
primera Parte, podemos construir un modelo de GE y de las 
Geometrías no euclidianas. Todo modelo construido a partir 
del modelo estándar de PA, se llama aún estándar. 

En definitiva, el Sistema TC permite demostrar la consisten-
cia de todas las Disciplinas clásicas comunes, determinando en 
concreto modelos a partir del conjunto N; todo ello suponiendo 
la consistencia (y por consiguiente la existencia de un “mode-
lo” correcto) en un sólo Sistema: el propio TC. 

Desgraciadamente, la consistencia de TC, y por consiguiente 
del entero edificio llamado Matemática, no puede demostrarse 
en TC mismo; veremos con detalle este hecho – en realidad ab-
solutamente sensato – en la tercera Parte. Según el punto de 
vista más crítico, la espectacular reducción conjuntista de la 
Matemática – aparte de los problemas de fidelidad representa-
tiva – sustancialmente es una elegancia finalizada en sí misma. 
Y sin embargo no se puede negar su aspecto aclarador, aunque 
sólo sea del hecho de que es vano intentar verificar la con-
gruencia de todos los fundamentos de la Matemática. 

 
II.11. Isomorfismo 
 
Aclaremos ahora qué es un isomorfismo entre dos conjuntos. 

Se trata, en concreto, de una particular función (es más, corres-
pondencia biunívoca), es decir, un conjunto de la Teoría TC. 
No obstante, daremos una definición informal, aunque rigurosa 
(lo cual se hace por doquier, por las razones explicadas). 

Sean dados dos conjuntos A y B, donde se hallan definidas 
un mismo número y tipo de operaciones internas. Una opera-
ción interna en A es sencillamente una función de An en el 
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mismo A, donde n es cierto natural > 1. El número n especifi-
ca, precisamente, lo que hemos llamado en síntesis tipo. Indi-
camos con oA1,... oAk  y oB1,... oBk las k operaciones internas de-
finidas en A y B. Por ejemplo, en relación con la definición 
conjuntista de los números naturales, las operaciones internas 
definidas son tres (ap. II.6): s(x) entre N y N, +(x,y) y ·(x,y) en-
tre N2 y N. Pues bien, un isomorfismo entre A y B, respecto a 
las operaciones internas definidas en A y B, es una correspon-
dencia biunívoca f entre A y B, tal que: 

 
 f(oAi (x1,... xn)) = oBi (f (x1),... f (xn)), por cada i =1, 2, ...k. 
 
En palabras, el isomorfismo es una correspondencia biunívo-

ca que respeta las operaciones internas: en efecto, el resultado 
de una operación arbitraria oAi en A, es decir, el elemento de A 
llamado oAi(x1,... xn), es asociado por la f al elemento de B que se 
obtiene operando en B con la operación correspondiente (del 
mismo tipo), oBi , sobre los elementos de B asociados según la 
misma f a los elementos iniciales de A. Veremos enseguida un 
ejemplo concreto. 

Mostraremos ahora qué diferencias surgen a causa de dos 
elecciones distintas del conjunto que satisface las nueve condi-
ciones del ap. II.6; conjunto, recordemos, llamado de los núme-
ros naturales. Para referirnos a un ejemplo auténtico, conside-
remos la siguiente elección: la que considera el conjunto vacío, 
∅ , como conjunto x0 y como operación s(x) la función: x∪ {x} , 
es decir la unión18 de los conjuntos x y {x}. Por ello se obtiene: 

 
x0= ∅  

                                                           
18 La unión de dos conjuntos A y B es el conjunto que tiene por elemen-

tos tanto los elementos de A como los de B. 
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s(x0)={ ∅ } 
s(s(x0))={ ∅ ,{ ∅ }} 
s(s(s(x0)))={ ∅ ,{ ∅ }, { ∅ ,{ ∅ }}} 
................... 

 
y así sucesivamente. Esta elección impone, pues, de representar 
con dichos conjuntos los objetos metamatemáticos espontáneos 
0, 1, 2, etc.; en efecto, se puede fácilmente demostrar que las 
nueve condiciones del ap. II.6 son satisfechas. 

Sin embargo, supongamos que nuestro amigo Miguel haya 
hecho una elección distinta: el mismo x0= ∅ , pero una diferen-
te función s(x), precisamente: s(x)=x∪ {x} ∪ {x ∪ {x}} . Enton-
ces él obtendrá la sucesión: 

 
x0= ∅  
s(x0)={ ∅ ,{ ∅ }} 
s(s(x0))={ ∅ ,{ ∅ },{ ∅ ,{ ∅ }},{ ∅ ,{ ∅ },{ ∅ ,{ ∅ }}}} 
................... 

 
la cual, según nuestra elección, es interpretada como la progre-
sión de los números pares: x0=0, s(x0)=2, s(s(x0))=4, etc. Su-
pongamos que Miguel acuerde utilizar nuestra misma notación 
0, 2, 4, etc., para su progresión y que elija como operación +, la 
misma que usamos nosotros; sin embargo, para la operación ·, 
Miguel sigue el criterio de multiplicar normalmente y después 
dividir el resultado por dos (“normalmente”, “dividir” y “dos” 
se refieren a nuestra elección). Con tales elecciones, se verifica 
fácilmente que también el conjunto de Miguel satisface las ci-
tadas nueve condiciones. Por ejemplo, la condición 6) es veri-
ficada para 4+18 (=22), que es el sucesivo de 4+16 (=20) en la 
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progresión de Miguel, es decir, en los números pares. La 8) es 
verificada para 18·6 (=54, es decir, el resultado normal, 108, 
dividido por 2) que efectivamente es igual a 18+18·4 
(=18+36=54). Miguel construirá, pues, todos los modelos es-
tándar a partir de su progresión. Podríamos pensar que todos 
sus modelos son defectuosos, porque prescinden de los núme-
ros naturales impares. Pero nos equivocaríamos. El punto fun-
damental es que siempre existe un isomorfismo entre dos con-
juntos arbitrarios que satisfacen las citadas nueve condiciones. 
La demostración de esto, formalizable in TC, no es difícil y se 
puede conseguir sin esfuerzo en textos ordinarios. En nuestro 
caso, es inmediato verificar que la correspondencia biunívoca 
establecida visualmente con: 

 
0, 1, 2, 3, 4, ………n, ………… 
0, 2, 4, 6, 8, ………2n, ………. 

 
es un isomorfismo. Verifiquemos que las tres operaciones s(x), + 
y ·, son respetadas. Según nosotros, s(n)=n+1. Apliquemos la f 
a n, obteniendo 2n, y después la s(x) de Miguel, consiguiendo 
2n+2. Pues bien, este número es precisamente f(n+1). La condi-
ción que caracteriza el isomorfismo es por tanto respetada según 
la operación s(x). Según nosotros, n+m=h. Apliquemos la f a n y 
a m y después sumemos normalmente (puesto que para Miguel 
esta operación es idéntica a la nuestra): se obtiene 
2n+2m=2(n+m)=2h; efectivamente, el doble de h, es decir f(h). 
Entonces se respeta también la operación +. Por último, según 
nosotros nm=h; según Miguel, 2n·2m=4nm/2=2nm=2h, el doble 
de h (donde el producto sobrentendido es el nuestro, mientras el 
indicado por “·” es el producto según Miguel). Por lo tanto, se 
respeta también la · y concluiremos que la f es un isomorfismo. 

La consecuencia de todo esto es que, para efectuar cualquier 
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operación que implique sumas y productos de naturales en 
nuestro modelo, por ejemplo (3+28)16+(18x88), se puede ele-
gir de aplicar la f, trabajar en el modelo de Miguel y después 
aplicar al resultado obtenido la función inversa de la f. De 
hecho: (6+56)·32+(36·176)=62·32+3168=992+3168=4160 es 
el doble del resultado correcto: 2080. Pero se puede incluso 
hacer algo mucho mejor: la aplicación de la f y de su inversa se 
puede realizar instantáneamente con el pequeño “truco” de de-
notar con 0’, 1’, 2’, etc., la progresión de los números pares. En 
efecto, puesto n’=2n para todo n, se obtiene que: 

 
2n+2m=n’+m’=2(n+m)=(n+m)’ 
2n·2m=n’·m’=(4nm)/2=2nm=(nm)’ 

 
o sea que las operaciones en el conjunto de Miguel se pueden 
realizar como las nuestras sobre los designadores 0’, 1’, 2’, etc. 
En otras palabras, si Miguel denota su progresión con 0’, 1’, 2’, 
etc., él trabajará sobre dichos símbolos exactamente como no-
sotros trabajamos sobre 0, 1, 2, ... etc.. 

Dos modelos distintos, M y M’ , de un mismo Sistema axio-
mático se dicen isomorfos si valen las siguientes condiciones: 

 
a) los correspondientes universos, U y U’  son isomorfos; 

b) el isomorfismo, f, “conserva” las constantes; es decir, 
llamando M(c) y M’(c) a las interpretaciones de la cons-
tante c en los dos modelos, se obtiene que: 
f(M(c))=M’(c) ; 

c) Ambos modelos tienen “las mismas verdades”. Más exac-
tamente llamando v1 y v2 a las funciones de verdad relati-
vas a cada uno de los modelos, se obtiene que, para cada 
enunciado e de la Teoría: 
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v1(e)=V ↔ v2(e)=V, ∀ e∈E, o bien: 
v1(e)=F ↔ v2(e)=F, ∀ e∈E 

 
donde E es, precisamente, el conjunto de los enunciados. Es-
ta última condición se sintetiza diciendo que los dos mode-
los son elementalmente equivalentes. 
 
Veremos que dos modelos pueden ser elementalmente equi-

valentes y no obstante, no isomorfos. 
Se puede ahora demostrar inmediatamente que todo modelo 

construido por Miguel a partir de su conjunto universo 0’, 1’, 
2’, ...etc., es isomorfo al correspondiente, nuestro, construido 
con 0, 1, 2, ...etc. La condición a) ha sido demostrada. Luego, a 
la genérica constante s(s(..n veces..(x0)...), Miguel asocia 
2n=n’, mientras nosotros n; y efectivamente f(n)=n’  como es 
exigido por la condición b). Por último hemos visto que con la 
designación 0’, 1’, 2’, etc., las operaciones en el modelo de 
Miguel conducen a resultados distintos de los nuestros sólo por 
el ápice (¡que, normalmente, no interviene en el concepto de 
verdad!); por lo tanto, es posible acordar con él un valor único 
de verdad para los enunciados de TC: vale también la condi-
ción c). 

Llegados a este punto, la pregunta es qué diferencias concre-
tas existan entre las progresiones 0, 1, 2, ...etc. y 0’, 1’, 2’, 
...etc. o, más en general, entre los universos de arbitrarios mo-
delos isomorfos, al representar las propiedades genuinamente 
matemáticas de los números naturales metamatemáticos. La 
obvia respuesta es: ninguna. Si Miguel re-denomina su progre-
sión 0, 1, 2, ...etc., desarrollará una Matemática idéntica a la 
nuestra; la única diferencia es que, según él el número 1 está 
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representado por el conjunto { ∅ ,{ ∅ }} ; según nosotros por 
{ ∅ }; y análogamente para los sucesivos naturales. Nótese có-
mo ambas representaciones sean, indudablemente, insatisfacto-
rias desde el punto de vista filosófico; no hay, por lo tanto, ra-
zones para preferir una en lugar de otra19. No obstante, en el 
próximo apartado presentaremos una representación más feliz 
(aunque no del todo) desde el punto de vista epistemológico. 

Sin embargo, la tarea de un lenguaje simbólico y carente de 
significado como el matemático, se acaba al representar me-
diante un símbolo el concepto semántico de “número 2” (por 
poner un ejemplo) y al reproducir todas sus propiedades ope-
rativas. No puede haber nada más para las limitadas capacida-
des del lenguaje sintáctico de un Sistema formal: claramente, 
éste no puede ser la sede apropiada para cuestiones filosóficas. 

Rematamos así que todo conjunto que satisfaga las condicio-
nes definitorias de los números naturales conjuntistas puede entrar 
a constituir un modelo, isomorfo a cualquier otro que las satisfa-
ga, perfectamente satisfactorio para representar a los números na-
turales metamatemáticos desde el punto de vista operativo; que es 
el único punto de vista pertinente en el formalismo matemático. 
Todos los modelos isomorfos son entre ellos equivalentes, indis-
tinguibles, en este sentido. Cada uno de ellos puede llamarse es-
tándar. 

 
 
 

                                                           
19 El hecho de que en el segundo caso, a diferencia del primero, el con-

junto que representa 1 contenga un elemento no reviste, en sí, ninguna rele-
vancia concreta. Por otra parte, también otros modelos isomorfos usan re-

presentaciones igualmente sencillas, como: 0= ∅ , 1={ ∅ }, 2={{ ∅ }}, 

3={{{ ∅ }}} ,... etc.. 
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II.12. Los números del infinito 
 
Para nuestros objetivos es importante saber distinguir, aun 

en un nivel elemental, los distintos tipos de infinito. Los resul-
tados de la Teoría informal de los conjuntos que presentaremos 
en este apartado fueron descubiertos por Cantor bastante antes 
que la misma Teoría fuese axiomatizada. Los expondremos de 
la forma más sintética e intuitiva posible: lo importante para 
nosotros es tener presente que estos argumentos pueden recibir, 
en TC, una formalización completa en todo detalle. 

Supongamos que entre dos conjuntos exista una correspon-
dencia biunívoca; para abreviar, en tal caso, se dice también 
que son equipotentes. Si los dos conjuntos equipotentes son fi-
nitos, parece intuitivo que deban tener “el mismo número de 
elementos”. Pero, en Matemáticas, para definir algo como “te-
ner el mismo número de elementos” ¡no se puede evitar recu-
rrir al concepto de correspondencia biunívoca! En efecto esto 
no refleja una limitación del lenguaje matemático sino, en todo 
caso, un salto lógico de nuestra mente. Si lo pensamos bien, la 
simple operación de contar los elementos de un conjunto, ¡no 
es más que el establecimiento de una “correspondencia biuní-
voca” con los números naturales! Ya hemos adoptado este cri-
terio para definir una n-upla de conjuntos (ap. II.6). Así, por 
definición, diremos que dos conjuntos A y B tienen el mismo 
número de elementos, o sea, el mismo número cardinal, si son 
equipotentes, o sea si existe una correspondencia biunívoca en-
tre ellos. 

Aparentemente, TC permite una definición formalizada de 
los conceptos semánticos de finito e infinito: un conjunto A se 
dice finito si existe un n∈N, tal que existe una correspondencia 
biunívoca entre A y {0, 1, 2,... n}; este último conjunto está de-
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finido rigurosamente en TC como el subconjunto de todos los 
naturales conjuntistas no mayores de n (se usa el predicado 
“>”). Un conjunto se dice infinito si no es finito, es decir, si di-
cho natural n no existe. Veremos que, por desgracia, esta defi-
nición sintáctica de conjunto finito (e infinito) no puede reflejar 
plenamente el significado semántico que damos a estos concep-
tos; volveremos sobre esta cuestión crucial. 

Para los conjuntos infinitos sucede algo aparentemente ex-
traño: estos son equipotentes a subconjuntos propios (es decir, 
subconjuntos distintos del mismo conjunto; de hecho, es trivial 
que todo conjunto puede ser puesto en correspondencia biuní-
voca con sí mismo). Por ejemplo, he aquí una correspondencia 
biunívoca entre el conjunto infinito N y los naturales pares (ya 
observada con anterioridad): 

 
1, 2, 3, ..........n........ 
2, 4, 6, ..........2n...... 

 
o entre N y los múltiplos de 3: 

 
1, 2, 3, ..........n........ 
3, 6, 9, ..........3n...... 

 
y así para otros infinitos subconjuntos propios de N. Se puede 
demostrar que ésta es una característica necesaria y suficiente 
de los conjuntos infinitos. En otras palabras, los conjuntos infi-
nitos podrían ser definidos, equivalentemente, como aquellos 
que pueden ponerse en correspondencia biunívoca con un sub-
conjunto propio20. Entonces, para los conjuntos infinitos suce-
de que existen subconjuntos propios que tienen su mismo nú-

                                                           
20 Para demostrar tal equivalencia se necesita el axioma de elección. 
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mero cardinal. Los números pares, por ejemplo, son “tantos 
como” todos los números naturales. Esta aparente paradoja no 
debe desorientar: es consecuencia de nuestra definición de 
“mismo número de elementos”, la cual justamente afecta a 
hechos exclusivamente técnicos (como la existencia de una co-
rrespondencia biunívoca) y no semánticos (como la noción co-
mún euclidiana “el todo es mayor que la parte”). 

Se demuestra fácilmente que la equipotencia, en los conjun-
tos, se comporta, por poner un ejemplo geométrico, como el pa-
ralelismo en las rectas. En especial, si dos rectas son paralelas a 
una tercera, son también paralelas entre sí. Todas las rectas pue-
den entonces separarse en clases disjuntas de rectas entre sí para-
lelas. Cada clase se puede identificar como una determinada “di-
rección” espacial. Estos tipos de clases se llaman de 
equivalencia y resulta que no siempre son conjuntos. No obstan-
te, las clases son objetos matemáticos rigurosamente definibles 
en TC (son los objetos más básicos que poseen elementos-
conjunto; si además resulta que una clase es elemento de otra 
clase, entonces es un conjunto). Del mismo modo, todos los con-
juntos se pueden reagrupar en clases separadas, constituidas por 
todos los conjuntos entre sí equipotentes. Cada una de tales cla-
ses21 se define número cardinal o simplemente cardinalidad. 
Por lo tanto, el “número de elementos” de un conjunto se define 
al final como su cardinalidad, es decir, la clase de equipotencia a 
la cual pertenece el mismo conjunto. Entre los números cardina-
les se pueden introducir las relaciones de orden < e < , mediante 
las cuales ordenarlos enteramente22. 
                                                           

21 ¡Y resulta que no son conjuntos! De todas formas, la definición dada 
se puede modificar para convertirlas en conjuntos, pero no nos interesa pro-
fundizar más.  

22 Si ci y ck son dos cardinales, se dice que ci < ck si se verifican: a) existe 
un conjunto I de cardinalidad ci equipotente a un subconjunto de un conjun-
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La cardinalidad de los conjuntos finitos representa a los nú-
meros naturales metamatemáticos 0, 1, 2,... etc. Probablemente 
ésta es la definición más satisfactoria, desde el punto de vista 
filosófico, que el lenguaje matemático puede ofrecer para los 
números naturales intuitivos. El número “0” viene a ser la clase 
de todos los conjuntos que no tienen elementos; “1” la cardina-
lidad sucesiva, en susodicho ordenamiento, a “0” (o sea, la cla-
se de todos los conjuntos que tienen un solo elemento; pero és-
ta es sólo una aclaración semántica “circular”, mientras la 
precedente definición no es “circular”); “2” la cardinalidad su-
cesiva a “1” y así seguidamente. Con tal definición, las nueve 
condiciones del ap. II.6 se verifican: no hemos elegido que otro 
de los conjuntos isomorfos que las satisfacen. A pesar de ser 
verosímilmente inmejorable, ni siquiera esta definición mate-
mática es capaz de resolver todos los problemas epistemológi-
cos. Una crítica insuperable, por ejemplo, se debe a la ya seña-
lada inadecuación matemática del concepto de finito, con 
respecto al correspondiente concepto semántico (profundiza-
remos en ello más adelante). Al no ser intachable, sería muy 
ingenuo o presuntuoso considerarla como obligatoria. Conjun-
tamente, hemos ya observado que para los objetivos de la Ma-
temática es igualmente válida cualquier otra elección isomor-
fa23. 

                                                                                                                           
to K de cardinalidad ck; b) I y K no son equipotentes. Sin la condición b) se 
obtiene la definición de ci < ck. Usando el axioma de elección se puede de-
mostrar que esta última relación es de orden total, es decir, permite un or-
denamiento de todos los números cardinales. 

23 La definición discutida se debe a Russell (que la retoma de Frege); pe-
ro su pretensión sobre la oportunidad de definir así los naturales, es más “to-
lerable”, en cuanto hace referencia a la Teoría ingenua (no formalizada) de 
los conjuntos. De este modo, sus argumentaciones, aunque sujetas a los de-
fectos que hemos indicado, carecen de voluntad propiamente formal; y por 
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Pasemos a las cardinalidades de los conjuntos infinitos. La 
cardinalidad de N se llama cardinalidad del numerable y se in-
dica con ּ0א (“aleph con cero”). Los números pares, por tanto, 
tienen la misma cardinalidad ּ0א y se puede demostrar que lo 
mismo vale para cualquier subconjunto infinito de N. Pero 
¿existen conjuntos infinitos con cardinalidad distinta de N? 
Puesto que en TC se demuestra que existe N, se deduce que 
existe también P(N), el conjunto de todos sus subconjuntos. Y 
bien, P(N), obviamente infinito, no tiene la misma cardinalidad 
que N. Cantor incluso demostró que para todo conjunto A, A y 
P(A) no poseen jamás la misma cardinalidad. La demostración 
informal (que, recordamos, puede ser rigurosamente formaliza-
da en TC) es la siguiente. Supongamos por absurdo que exista 
una correspondencia biunívoca entre A y P(A). Según tal co-
rrespondencia, por ejemplo, al elemento x1 de A corresponde el 
subconjunto X1 de A. Ahora bien, x1 puede pertenecer o no per-
tenecer a X1. Consideremos el conjunto B de todos los elemen-
tos de A que no pertenecen al subconjunto de A que le corres-
ponde según la correspondencia biunívoca. Si indicamos con X 
el subconjunto de A correspondiente al genérico elemento x de 
A, B se expresa como: 

 
 B={x∈A(x∉X)} 

 
Sin embargo, B también es un subconjunto de A y como tal 

debe corresponder a un elemento b de A. Preguntémonos si b 
pertenece a B. Si le pertenece, entonces non le pertenece; si no 
le pertenece, entonces le pertenece. Absurdo. 

Se puede demostrar fácilmente que, si A es un conjunto fini-

                                                                                                                           
tanto equivalen a una sencilla sugerencia de precisión, justificada por el in-
negable valor epistemológico del resultado.  
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to de n elementos, P(A) posee 2n elementos, por cualquier valor 
de n. Por consiguiente, esta notación se extiende en los casos 
de conjuntos infinitos: así, la cardinalidad de P(N) se indica 

con 02ℵ . 

Construyamos ahora una importante sucesión de cardinali-
dad. En correspondencia de la siguiente lista de conjuntos de 
cardinalidad distinta: 

 
N, P(N), P(P(N)), P(P(P(N))), ... 

 
se obtiene la siguiente lista de cardinalidad: 

 

0ℵ , 02ℵ , 
022

ℵ
, ......... 

 
Luego, podemos obtener nuevos números cardinales consi-

derando la unión de un conjunto que pertenece a ּ0א con un 

conjunto que pertenece a 02ℵ
 y así sucesivamente para todas 

las cardinalidades definidas (por lo tanto, una unión infinita). 
Se obtiene un conjunto, correctamente definible en TC, cuya 
cardinalidad es distinta de todas las mencionadas. Indicando 
con Ω0 la nueva cardinalidad, se pueden obtener nuevos nú-
meros cardinales considerando otra vez los conjuntos de las 
partes de los nuevos conjuntos. Repitiendo el razonamiento, 
se obtiene la “sucesión”: 

 

(1) 0ℵ , 02ℵ , 
022

ℵ

,.... Ω0,  02Ω , 
022

Ω
, .... Ω1, 12Ω , 

122
Ω

,... 

 
donde Ω1 es la cardinalidad del conjunto obtenido de la unión 
infinita de conjuntos con las cardinalidades precedentes, y así 
sucesivamente. Usamos las comillas en el término “sucesión” 
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porque se concluye que dicha colección de cardinalidades 
(aunque éstas se definan como conjuntos, como se ha señalado 
en una nota reciente), no es un conjunto (ni por ende una 
sucesión, es decir, un conjunto ordenado)24. Lo mismo vale 
también para la colección de todas las cardinalidades. 

La “sucesión” (1) resulta ya ordenada según la relación de 
orden total antes mencionada. Ahora, una pregunta importante: 
¿la “sucesión” (1) contiene todos los cardinales? La respuesta 
“sí”, se llama “hipótesis general del continuo”. La respuesta 
“no”, admite que existen conjuntos con una cardinalidad inter-
media entre dos términos sucesivos de ésta. En particular, la 

hipótesis de que entre ּ0א y 02ℵ , es decir, entre el numerable y 
la cardinalidad de los números reales (como, en efecto, puede 
demostrarse), no existan otras cardinalidades, se llama simple-
mente “hipótesis del continuo”. En 1963, P. J. Cohen metade-
mostró que tanto la hipótesis general del continuo, como la par-
ticular, son indecidibles. El hecho suscitó sorpresa por una 
sencilla razón: ninguna intuición clara, es decir, ningún “mode-
lo” correcto intuitivo de TC, sugiere que la hipótesis del conti-
nuo sea más plausible que su negación. Evidentemente se trata 
de un tema complejo y difícil para nuestra comprensión (como 
también la propia metademostración de Cohen) que revela cier-
ta nebulosidad en torno a los “modelos” de TC. Recorramos el 
itinerario: TC fue construido con el objetivo de axiomatizar la 
intuitiva “colección de los conjuntos”, la cual, pues, representa-
                                                           

24 En efecto, para cualquier conjunto, incluso infinito, de cardinales de la 
(1), se puede construir, con el método descrito, un conjunto con una cardi-
nalidad mayor a todo cardinal contenido en el primer conjunto, pero que 
debe pertenecer a la “sucesión” (1) por como ésta ha sido definida; por lo 
tanto, ningún conjunto de cardinales de la (1) puede contener todos los car-
dinales de la misma (1). Un razonamiento muy análogo se puede hacer para 
la colección ordenada de todas las cardinalidades. 
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ría el “modelo” correcto espontáneo de la Teoría. Pero ahora se 
nos pregunta: ¿Qué “modelo” espontáneo de TC tenemos en 
mente? ¿Uno para el cual la hipótesis (general o particular) del 
continuo es verdadera o uno entre los infinitos, y absolutamen-
te distintos entre sí, para los cuales es falsa? Evidentemente, los 
conceptos conjuntistas intuitivos se revelan demasiado toscos 
para constituir un real “modelo” correcto de TC; o bien, ningu-
no de los “modelos” de TC es enteramente espontáneo. Cierta-
mente, no se puede excluir que nuevas consideraciones ilumi-
nen esta cuestión particular; dos autores ya han afirmado que la 
negación de la hipótesis general del continuo sería más plausi-
ble, pero sus razonamientos son complejos (Woodin) o no con-
vencen plenamente a todos (Freiling)25. En todo caso, a día de 
hoy los “modelos” de TC se revelan huidizos también en otros 
muchos temas, con las consecuencias negativas que tendremos 
ocasión de discutir. 

Pasando ahora a ejemplos concretos, el conjunto de los nú-
meros racionales es numerable. Esto se demuestra con la si-
guiente correspondencia: 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 .... 
1/1 1/2 2/1 1/3 2/2 3/1 1/4 2/3 .... 
 

en la cual los racionales son ordenados por orden creciente de 
la suma entre numerador y denominador. Los números reales, 
en cambio, no son numerables. La técnica de demostración in-
formal de este hecho (aunque, como siempre, plenamente for-
malizable en TC), debida a Cantor, es especialmente interesan-

                                                           
25 C. Freiling: Axioms of Symmetry: throwing darts at the real line, p. 

190-200; y H. Woodin: The Continuum Hypothesis, p. 567-576 y n. 7, p. 
681-690. 



 
137 

te. Consideremos sencillamente todos los reales entre 0 y 1. 
Supongamos, por absurdo, que exista una correspondencia bi-
unívoca de estos números con N, o sea una lista que los enume-
re a todos: 

 
1. 0,1086582…. 
2. 0,3490776…. 
3. 0,4330991…. 
4. 0,9088125…. 

 
donde hemos subrayado las cifras de la diagonal, es decir, la 
primera cifra decimal del primer número, la segunda del se-
gundo, etc.. Consideremos ahora un número real obtenido es-
cribiendo después de “0,” cifras decimales distintas de aquellas 
subrayadas, por ejemplo: “0,0529…”. Pues bien, dicho número 
es distinto de cualquier número de la lista, ya que difiere del 
genérico número de posición k por su k-esima cifra decimal, 
por construcción. El absurdo demuestra justamente que los 
números reales entre 0 y 1 no son numerables. 

Sin embargo, estos mismos ¡son equipotentes con todos los 
números reales! En efecto, resulta que los puntos de un seg-
mento de longitud arbitraria son equipotentes con los puntos de 
una recta, de un plano, incluso de un espacio de cualquier di-
mensión. El propio Cantor se sorprendió de estas conclusiones 
(muy famoso es su “lo veo, pero no lo creo” en una carta a De-
dekind). Un ejemplo demostrativo de estos “extraños” resulta-
dos puede ser ilustrado por la siguiente figura, donde se esta-
blece una correspondencia biunívoca entre los puntos de un 
segmento AB y una semirrecta de origen O ortogonal a éste. 
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A cada punto P del segmento está asociado el único punto 

P’ de intersección de la recta PH con la semirrecta. Al genérico 
punto P’ de la semirrecta está asociado el único punto P de in-
tersección de la recta P’H con el segmento AB. ¡El segmento 
AB tiene “tantos puntos como” la semirrecta! 

Finalmente, Cantor demostró también que la cardinalidad de 

los números reales es precisamente la de P(N), es decir 02ℵ . 
 
II.13. Los números de la metamatemática 
 
Discutimos ahora las características del lenguaje metama-

temático a la luz de las últimas consideraciones. Recordemos 
que la metamatemática ha sido definida genéricamente como 
un lenguaje semántico que obedece a principios elementales 
de “rigor y lógica común” no perfectamente especificables; 
por tanto, con un grado de ambigüedad imposible de erradicar 
completamente, como hemos observado. Pero el momento es 
oportuno para añadir algo más. 

Comenzaremos con la pregunta: ¿Cuántas son las expre-
siones significativas del lenguaje metamatemático? La semán-
tica se caracteriza por su capacidad de denotar con un signum 
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todo ente o concepto que tenga un significado. Si un objeto de 
cualquier tipo tiene un significado, podemos denotarlo con un 
signo convenido, como la letra A. También “la colección de 
todas las expresiones semánticas” es una expresión significa-
tiva que denotamos con S. Entonces S se contendría a sí mis-
mo; esto es un primer indicio del hecho que S no puede ser un 
conjunto, como cabía esperar. No obstante podemos todavía 
discutir, semánticamente, del “número” de sus elementos. Su-
pongamos que exista un cierto conjunto I con una cardinali-
dad, es decir un número de elementos, superior a S. Ello ven-
dría a decir que existe al menos un elemento de I que no 
puede ser denotado, representado con un signo. Pero esto es 
absurdo. Evidentemente, se trata de un tipo particular de ab-
surdo metamatemático, diríamos de tipo epistemológico. Si 
tal elemento (que además es un conjunto, es decir un objeto 
propiamente matemático) existe y posee un significado no hay 
nada que nos impida significarlo con A. En este sentido, las 
solas que quedan excluidas son las anomalías de naturaleza 
paradójica, como se ha observado con el caso de un “objeto 
todavía no denotado” (ap. I.12): ¿es denotable? Sin embargo, 
hemos observado que casos como éstos, donde el tiempo in-
terviene explícitamente en la constitución del significado, 
pueden fácilmente apartarse de nuestro análisis, porque inte-
resan al mundo real pero no a las Matemáticas. Pero pronto 
observaremos otros tipos de paradojas. 

Por lo dicho, parece que el número de expresiones semánti-
cas no sea inferior a ninguna cardinalidad. De paso, éste es otro 
argumento sobre el hecho de que S no puede ser un conjunto: si 
lo fuese, tendría una cardinalidad y cada fijada cardinalidad es 
menor que otras (infinitas) cardinalidades. En cierto sentido, el 
“número” de elementos de S es el más grande que pueda ima-
ginarse; sin duda, no se trata de un número matemático, es de-
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cir, representable en seno a un Sistema axiomático formal. 
Hasta el momento no se ha concordado ningún nombre para tal 
“número”; nosotros lo llamaremos número hiperinnumerable. 

Aprovechamos para señalar que también a la colección de 
todos los conjuntos parece legítimo asignar la hiperinnumera-
bilidad. El razonamiento es análogo: ningún conjunto puede 
tener una cardinalidad mayor que esta colección. Por absurdo, 
no todos los elementos de tal conjunto, que todavía son conjun-
tos, pertenecerían a dicha colección. 

Queremos insistir con otros ejemplos sobre la hiperinnume-
rabilidad de las proposiciones de la metamatemática, porque 
ésta parece en contraste con distintas argumentaciones aparen-
temente sensatas; y sobre todo porque, salvo rarísimas excep-
ciones, se trata de un tema que ha sido y sigue siendo inexpli-
cablemente desatendido por los expertos de Lógica. 

La normal convención sobreentendida a cerca de la repre-
sentación escrita de cualquier lenguaje, semántico o no, es que 
éste haga uso sólo de unos prefijados y finitos símbolos alfa-
numéricos. A continuación, pues, salvo explícita indicación 
contraria, supondremos siempre que un cualquier lenguaje, de 
cualquier tipo, haga uso de una cantidad finita de símbolos. En 
el ámbito propiamente matemático, ello significa limitarse a 
aquellos Sistemas en los cuales toda proposición es representa-
ble mediante secuencias de símbolos cuya definición, en base a 
cuanto se ha observado al principio de la primera Parte, no re-
quiere semántica: basta un elenco. 

El conjunto de todas las posibles secuencias ordenadas fini-
tas que usan un número finito de símbolos, se puede fácilmente 
demostrar numerable en TC. Puesto que una frase está consti-
tuida por una secuencia finita de símbolos, se diría que también 
el número total de frases de cualquier lenguaje, simbólico o 
semántico, tiene una cardinalidad numerable. ¿Cómo se expli-
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ca la aparente contradicción con las consideraciones preceden-
tes? Con el hecho de que un lenguaje semántico puede ser ca-
paz de asociar más de un significado al mismo símbolo o se-
cuencia de símbolos. La frase “el rollo no marcha” puede 
significar, a priori, un número ilimitado de cosas distintas, in-
cluyendo alusiones económicas, metafóricas, psicológicas, eró-
ticas, etc., todas aclaradas por el contexto. En términos más ri-
gurosos, en un lenguaje semántico una secuencia idéntica de 
caracteres puede representar más de una frase significativa. La 
letra A o x ha indicado e indicará un número enorme de objetos 
diferentes en Matemáticas, sin que esto comporte necesaria-
mente ningún grave extravío. El “contexto” clarificador, pen-
sándolo bien, es una referencia circular del lenguaje sobre sí 
mismo, bien sea declarada o sobreentendida. El lenguaje se-
mántico, de hecho, puede hacer autorreferencias, hasta el punto 
de redefinir arbitrariamente los significados y las reglas sintác-
ticas que él mismo usa. 

Tal posible autorreferencia, en los lenguajes semánticos, 
puede dar lugar a paradojas. Aquella que citamos rápidamente 
en el apartado I.8, “esta proposición es falsa”, es conocida co-
mo paradoja del mentiroso. El problema es que dicho enuncia-
do no puede ser ni verdadero ni falso, a menos de absurdo se-
mántico. En el mismo apartado hicimos también referencia a 
que una regla deductiva que mencione la consistencia (o la in-
consistencia) del Sistema puede resultar paradójica. Por ejem-
plo: una regla que genera una contradicción ¡si el Sistema es 
consistente! Además vimos la paradoja de Russell. La axioma-
tización del concepto de conjunto, naturalmente, no la hace 
desaparecer, sino que establece la convención de prohibirla pa-
ra tal término; ella reaparece en relación a otros términos nece-
sarios (como concluimos), como “colección”. Hay otros infini-
tos tipos de paradojas. “Definamos el mínimo número natural 
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no definido por esta proposición”. Si tal expresión define un 
número natural cualquiera, entonces no lo define; absurdo. Por 
lo tanto, no define a ninguno; pero entonces... define el número 
“0”, aún absurdo. Hemos observado ya que en un lenguaje se-
mántico, a diferencia de uno matemático (clásico), no hay mo-
tivos para considerar catastrófica la presencia de algunos ab-
surdos; no obstante ¿cuál debe ser nuestra actitud con respecto 
a ellos? ¿Se pueden resolver de alguna manera? ¿Nos indican 
algo? 

Russell, en tiempos en que la distinción entre lenguaje mate-
mático y metamatemático todavía no era popular, empezó con el 
intentar rechazar siempre la autorreferencialidad. Él mismo se 
dio cuenta, un poco más tarde, de que no siempre era posible 
ponerlo en práctica. Ni, por otra parte, la autorreferencialidad era 
siempre tan temible. Las denominadas definiciones implícitas de 
un ente matemático se realizan, como hemos visto en bastantes 
ejemplos, mediante la satisfacción de una serie de expresiones 
que mencionan el mismo ente. Propiamente tales definiciones 
autorreferenciales se realizan sólo en un plano metamatemático, 
por lo tanto semántico. Como ejemplo emblemático, considere-
mos las condiciones conjuntistas 1)-9) que definen implícita-
mente el conjunto de los números naturales (ap. II.6). En lengua-
je metamatemático se diría algo como: “definimos conjunto de 
los números naturales, N, un conjunto que satisface las siguien-
tes condiciones: 1) x0∈N etc.”. La definición es autorreferencial 
porque las condiciones mencionan el mismo N que se está defi-
niendo. En algunos casos la mención se puede eliminar; por 
ejemplo diciendo “N tiene x0 por elemento... ”, se elimina la re-
ferencia a N en la condición 1). Pero obsérvese como es imposi-
ble eliminar la referencia a N en la condición 9), el principio de 
inducción. ¿Qué problemas podría causar tal circularidad? Des-
de un punto de vista puramente sintáctico esta definición no pro-
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duce ningún efecto; es decir, no posee ninguna consecuencia pa-
ra las proposiciones del Sistema. El único hecho propiamente 
matemático es que las reglas del Sistema permiten deducir la ca-
dena “∃ N (x0∈N e∀ x∈N (…etc…”. En ella, la letra “N” pue-
de, obviamente, ser sustituida por cualquier otra. Así, pues, la 
conveniencia de indicar con “N” un conjunto en el cual las cita-
das condiciones se sobreentienden satisfechas, es una exigencia 
que no tiene relación, ni condiciona, al lenguaje propiamente 
matemático. Si las cosas fueran siempre así, se concluiría que el 
problema que estamos estudiando en el fondo es banal; porque 
aunque la autorreferencialidad fuese viciosa, ésta no podría ja-
más afectar al lenguaje matemático. Su irregularidad estaría con-
finada al ámbito metamatemático que le es propio y no podría 
contaminar al lenguaje matemático. Puesto que este último es 
aquel que interesa al final, concluiríamos que las definiciones 
con circularidad son simples expedientes para facilitar la com-
prensión semántica de algunos entes y conceptos; y por tanto 
siempre son inocuamente viciosos, si es que son viciosos. 

Pero por desgracia no siempre es así. En efecto, ¡resulta que 
– ¡sorpresa! – la regla deductiva del modus ponens es autorre-
ferencial26. Y ésta influye activamente (¡y cómo!) en el lengua-
je matemático, porque genera teoremas. Consideremos, para 
simplificar, un Sistema axiomático donde existe sólo la regla 
del modus ponens. Su traducción, en términos que no dejan du-
das, es la siguiente: “si A es un axioma o un teorema y A→B es 
un axioma o un teorema, entonces B es un teorema”. Por tanto, 
éste define el conjunto de los teoremas de modo autorreferen-
cial: “se dice que B es un teorema si A es un axioma o un teo-

                                                           
26 Sorpresa hasta cierto punto: ya se ha visto que la formalización del 

modus ponens da lugar a una definición implícita del conjunto T de los teo-
remas de la Teoría. 
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rema y A→B es un axioma o un teorema”. No queda más re-
medio que coger el toro por los cuernos; pero, después de todo, 
éstos no parecen capaces de herir mortalmente. Si se conviene 
ignorar los términos aún no definidos, el modus ponens esta-
blece un criterio absolutamente inequivocable para generar teo-
remas. Cuando se aplica por primera vez, bastará limitarse a 
considerar sólo los axiomas, en lugar de esforzarse (inútilmen-
te) en determinar también los objetos, todavía indefinidos, lla-
mados “teoremas”. Una vez hecho, se dispondrá de algunos 
teoremas y podrán formarse otros. Que se posea el buen senti-
do de ignorar los términos aún no definidos y que no sea posi-
ble obtener otros teoremas aplicando de forma distinta tal regla, 
son convenciones tácitas. Por otra parte, todavía no se ha sabi-
do encontrar una alternativa... Aun sólo a causa de dicha “ino-
cente” pero indiscutible ambigüedad, la buena definición para 
cualquier Cálculo predicativo clásico formal de primer orden, 
es precisamente una cuestión más de convención que de deduc-
ción metamatemática (ap. I.9). 

En lenguaje semántico existen, por lo visto, circularidades 
malas (es decir, paradojas) y buenas; y algunas de estas últimas 
parecen indispensables en Matemáticas27. Debemos por tanto 
presumir que la metamatemática, entendida como un lenguaje 
semántico “sabio”, siempre consiga reconocer una definición au-
torreferencial viciosa y apartarla; pero está claro que no se puede 
conseguir una certidumbre propiamente matemática de ello. 
Responderemos a las preguntas anteriores diciendo simplemente 
que las paradojas semánticas son inevitables y nos indican que el 

                                                           
27 También la definición de la colección de las proposiciones de un Sis-

tema axiomático clásico es autorreferencial y, obviamente activa en el len-
guaje matemático. Otros ejemplos pueden tenerse en las reglas axiomáticas 
propias de los distintos Sistemas clásicos. 
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lenguaje semántico que usan no puede ser axiomatizado, es decir 
reducido a lenguaje matemático, tal como está. 

Consideremos ahora la siguiente cuestión. “Sea dado un len-
guaje cualquiera (recordemos, con un número finito de caracte-
res). El conjunto de todas las proposiciones simbólicas con me-
nos de 100 caracteres es finito. De ellas, algunas definen ciertos 
números naturales, como «el número que sumado a 5 da 7» (que 
tiene 30 caracteres, incluidos los espacios). Consideremos el 
conjunto de todas las proposiciones simbólicas con menos de 
100 caracteres que definen números naturales. Tal conjunto es 
finito y define siempre un número finito de números naturales. 
Sea m el mayor de dichos números. Entonces la proposición «el 
número natural sucesivo al mayor definible con menos de 100 
caracteres» define el número natural m+1 y tiene menos de 100 
caracteres (para ser exactos 73). Absurdo”. Esto se conoce como 
“paradoja de Berry”, pero en realidad no se trata de una verdade-
ra paradoja, si con dicho término entendemos un absurdo inevi-
table (que es aquello que hemos convenido). Detengámonos en 
la afirmación “tal conjunto es finito y define siempre un número 
finito de números naturales”. ¿Qué se entiende aquí por “defi-
ne”? Si el lenguaje es semántico puede ser capaz de definir con 
pocas frases un número incluso infinito de entes matemáticos; 
un ejemplo lo tenemos en la misma definición de todo Sistema 
axiomático formal (no banal): sirviéndose de metamatemática, 
se pueden definir infinitas proposiciones y teoremas. Los mis-
mos números naturales son, evidentemente, definidos mediante 
un número finito de caracteres; ¡se admitirá que es así si se ad-
mite que es posible definirlos! Susodicha afirmación, entonces, 
se refiere a un tipo limitado de “definición”, un tipo donde no se 
admiten “circularidades” o retrospecciones. La última frase usa-
da en la “paradoja”, en cambio, define un número usando una re-
trospección, es decir, un criterio diferente. Se confunden, por lo 
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tanto, distintos niveles de interpretación. Un ejemplo concreto 
aclarará del todo la cuestión. Si se usan los caracteres alfa-
numéricos, las posibles secuencias ordenadas de dichos símbo-
los con una longitud menor de 100 son muchísimas, pero finitas. 
Supongamos de querer definir, mediante algunas de estas com-
binaciones, un número finito de números naturales. El criterio 
para hacerlo puede variar considerablemente, dependiendo de la 
lengua usada y/o de cualquier preferencia nuestra. Por ejemplo, 
es probable que se decida asignar toda cadena del tipo “00...01” 
al numero 1, es decir, al sucesor de 0. También “el sucesor de 
0”, si somos españoles, será probablemente considerado una de-
finición de 1. El mismo número, por tanto, podrá tener más de 
una definición; mientras, por sencillez, podemos establecer que 
toda proposición defina como mucho a un solo número natural28. 
Imaginando pasar revista a todas las posibles combinaciones, es 
muy probable que descartaríamos bastantes: algunas por estar 
privadas de significado convenido (como «ahT_l&Kak»), otras 
porque se considerará que no definan números naturales (como 
«el gato no ha digerido el ratón »). Obviamente, nada nos impide 
convenir que ciertas cadenas más o menos extrañas, como «mi 
número de la suerte» o «el número de los pecados capitales » de-
finan a determinados números naturales. Antes o después, cho-
caremos con la misteriosa secuencia: «el número natural sucesi-
vo al mayor definible con menos de 100 caracteres». ¿Qué 
haremos? Admitiremos que Miguel decida no asociarle ningún 
número, mientras Ana, quizá basándose en un profundo estudio, 
la considerará la definición de un determinado natural, por 
ejemplo de 239987. Terminado tal escrupuloso trabajo, reconsi-
deremos la frase conviniendo que su término “definible” se re-

                                                           
28 Pero en lo que sigue no cambiaría absolutamente nada si, en cambio, 

definiera a un número arbitrario, pero finito, de naturales. 
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fiera precisamente a nuestra larga labor. Si se admite así, ésta de-
fine ahora un preciso natural, tanto para Miguel como para Ana. 
El punto fundamental es que, para ambos, la frase posee ahora 
un valor semántico diferente del que se había considerado antes: 
en efecto, Miguel no había asociado ningún número, mientras 
Ana un número que, como se debe admitir, no puede ser el mis-
mo. Para ella no hay manera de corregir las convenciones de 
manera que haga coincidir los dos números, o bien los dos valo-
res semánticos. 

En otras palabras, la “paradoja de Berry”, lejos de ser una 
verdadera paradoja, es una señal clara de que el lenguaje se-
mántico puede poseer distintos niveles interpretativos, como ya 
habíamos afirmado. Si en la “paradoja de Berry” entendemos 
por “definición”, dondequiera que aparezca, el concepto se-
mántico más amplio posible, es decir todos los posibles modos 
de definición, se obtiene una metademostración por absurdo 
(semántico) del hecho de que un número finito de proposicio-
nes simbólicas es capaz de definir, mediante la intervención de 
la semántica, un número infinito de números naturales. Pero, 
¿cuántas deben ser, al menos, dichas proposiciones simbólicas 
para poderlo hacer? ¿Cuánto podemos rebajar el número 100? 
No se ven criterios lógicos que puedan caracterizar dicho nú-
mero mínimo. ¡En efecto, no existen! Un solo carácter, como 
“a”, puede representar un cualquier número prefijado y, si lo 
convenimos, puede representar más de uno. Por ejemplo, po-
demos convenir que represente tanto a 3 como a 8774; se pre-
tenderá entender por el contexto, cada vez que aparezca “a”, si 
este símbolo indica 3 o 8774. Pero también puede representar 
infinitos. Pensemos en cuántas rectas distintas indica la letra 
“r” en un libro de Geometría y, más en general, en toda la bi-
bliografía matemática. ¿Por qué debería haber un límite a tal 
número? Con tal de que el contexto aclare de qué recta se trata, 
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no hay ningún problema. Ciertamente, el precio inevitable pa-
gado es el peligro de confusión; pero en ámbito semántico tal 
riesgo puede subsistir. En general, cuantos más objetos sean 
representados por la misma secuencia, mayor es el grado de 
significación (y de posible confusión29) de la lengua. Así, en 
principio, un sólo símbolo sería suficiente para denotar indivi-
dualmente cada número natural o real, o un elemento de cual-
quier conjunto o colección arbitrariamente grande, como la 
misma colección de todas las expresiones semánticas S. Ob-
viamente, esto representa un caso límite radical, hipotético e 
innecesario. Los contextos interpretativos variables usados 
normalmente por la metamatemática no tienen necesidad de ser 
arriesgadamente ambiguos; al revés, esto no es conveniente ni 
oportuno. En efecto, normalmente no hay impedimentos para 
enriquecer y refinar el vocabulario, haciendo que las expresio-
nes sean menos equivocables. 

La “paradoja de Richard”, es otra pseudo-paradoja de la 
misma especie. En ella se supone que los números reales entre 
0 y 1, definibles mediante definiciones individuales, sean nu-
merables y se hace una lista de ellos. Después se define un nú-
mero real entre 0 y 1 con el mismo criterio de la diagonal de 
Cantor, antes descrito. Dicho número no está en la lista, a pesar 
de que ha sido definido: absurdo. De nuevo, no se trata de una 
verdadera paradoja: si se admite que todas las definiciones in-
dividuales sean numerables, se asume un tipo de semántica li-
mitado, que equivale a una simple denotación. Luego, en cam-
bio, se hace uso de una definición de carácter irreduciblemente 
retrospectivo: ésta para funcionar se debe referir, mirándola 

                                                           
29 Y añadimos también de atractivo, pensando en el griego clásico. Cier-

tamente, con el pasar del tiempo las lenguas se especializan y se enriquecen 
con nuevos vocablos ganando en precisión, pero también en “frialdad”. 
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desde fuera, a toda la lista considerada; por lo tanto, no puede 
hacer parte de ella. En otras palabras, debe ser de un tipo lógico 
distinto con respecto a las incluidas en la lista. Otra vez, el ab-
surdo deriva por confundir valores semánticos diferentes del 
verbo “definir”. Como en el caso precedente, si las definiciones 
se consideran siempre en el sentido semántico más amplio, la 
“paradoja de Richard” puede leerse como una metademostra-
ción del hecho de que las definiciones semánticas individuales 
no son numerables y por tanto pueden definir un número de ob-
jetos superior al numerable: una misma cadena, diversamente 
interpretada, puede usarse para definir un número a priori ilimi-
tado de números. Un razonamiento más sólido del epistemoló-
gico hecho al principio de este apartado; pero también menos 
general, en cuanto no excluye la posibilidad de que el número 
de las expresiones semánticas sea otro cardinal superior a ּ0א. 
Pero es probable que en esta línea se pueda realizar una meta-
demostración general. 

Obviamente, un particular lenguaje semántico puede tener 
cualquier número inferior al hiperinnumerable de proposicio-
nes: una cardinalidad cualquiera (innumerable o numerable) o 
incluso un número finito. Por otra parte los Sistemas formales, 
cuyo lenguaje no es semántico, tienen un número de proposi-
ciones finito o infinito numerable, como pronto observaremos. 
Por lo tanto, un lenguaje con un número de proposiciones finito 
o infinito numerable, puede ser tanto formal como semántico. 
En cambio, un lenguaje que consta de un número de proposi-
ciones superior al numerable es necesariamente semántico. De 
hecho, si posee un número finito de símbolos, puede adoptar 
sólo una cantidad numerable de cadenas finitas. Debiendo for-
mular con ellas un número de proposiciones superior a ּ0א, debe 
ser capaz de asociar más de una proposición a una misma se-
cuencia finita de símbolos (o sea, adoptar un contexto interpre-
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tativo variable); pero esto puede hacerse sólo asignando valo-
res distintos a la misma cadena. Cada valor constituye30, preci-
samente, un significado y su asignación, la interpretación se-
mántica. Nótese como la ineliminabilidad de dicho valor 
semántico derive justamente de la obligatoriedad de diferenciar 
la misma cadena en más de una frase interpretativa. En otras 
palabras, el uso de un contexto interpretativo variable represen-
ta el aspecto lógico característico de la semántica intrínseca, es 
decir, no eliminable. 

Recordando los resultados del apartado anterior, podemos 
afirmar que la Teoría TC es capaz de operar sintácticamente 
sobre objetos cuya naturaleza intrínseca es semántica: los con-
juntos innumerables; aunque con ciertas limitaciones, como 
evidenciaremos en los próximos apartados. 

 
II.14. Los números de los Sistemas axiomáticos clásicos 
 
¿Cuántos son los teoremas y proposiciones de un Sistema 

clásico? La respuesta formal a esta pregunta requiere represen-
tar el Sistema en TC: sólo aquí la cardinalidad es un concepto 
formalizado. Si el conjunto de las proposiciones de un Sistema 
clásico es numerable, diremos brevemente que “el Sistema es 
numerable”. En un Sistema numerable, el conjunto de los teo-
remas puede ser numerable o finito (siendo este último un caso 
banal que, como ya se ha dicho, podemos excluir). Por otra 
parte, también en un Sistema innumerable (es decir, en el cual 
el conjunto de las proposiciones es innumerable) el conjunto de 
los teoremas podría ser numerable. No obstante, en este caso 
siempre es posible considerar un Sistema numerable S’ (y bien 

                                                           
30 Ceder aquí a la tentación de añadir “por definición”, sería presuntuo-

so. 
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definido si lo es S), que tenga los mismos teoremas que S. Por 
ejemplo se puede definir S’ de manera que sus proposiciones 
coincidan con los teoremas de S y esté dotado de las mismas 
reglas deductivas que S. S’ puede entonces sustituir perfecta-
mente a S, si lo que interesa del Sistema es su ámbito deducti-
vo. En otras palabras, trabajar en S representaría una complica-
ción prácticamente inútil: nos obligaría a diferenciar la 
cardinalidad proposicional de la deductiva sin ninguna conse-
cuencia con respecto al ámbito deductivo del Sistema, que 
normalmente es lo que interesa. Por consiguiente, a continua-
ción supondremos siempre que la cardinalidad (numerable o 
innumerable) de un Sistema sea determinada por la cardinali-
dad del conjunto de sus teoremas, es decir que coincida con la 
cardinalidad deductiva. 

Si se representa en TC un arbitrario Cálculo predicativo clá-
sico formal de primer orden, se demuestra fácilmente que los 
conjuntos de las proposiciones, P, y de los teoremas, T, son 
numerables. En efecto, éstos son subconjuntos del conjunto de 
todas las secuencias ordenadas finitas de los caracteres admiti-
dos en el Sistema: sin duda un conjunto numerable, ya que el 
número de los caracteres es finito. Un Sistema clásico genéri-
co, modificará los conjuntos P y T con las premisas propias; en 
especial, conforme a la convención hecha, modificará el con-
junto de los axiomas H (y, por consiguiente, el de los teoremas 
T) mediante nuevos axiomas o esquemas axiomáticos. Nótese 
que en la representación conjuntista del Sistema, tales axiomas 
y esquemas axiomáticos se convierten en enunciados de TC y 
por lo tanto siempre tendrán el primer orden, cualquiera que 
sea el orden expresivo de éstos en el Sistema originario. Su-
pongamos que, después de tal operación, resulte un conjunto de 
axiomas H, y por tanto de teoremas T, innumerable. Se con-
cluiría, por lo observado en el apartado anterior, que sólo un 
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lenguaje semántico podría enunciar todos los teoremas de la 
Teoría. Por consiguiente, el Sistema clásico considerado debe 
admitir semántica para sus proposiciones y entonces no puede 
ser formal. Además se ha observado que dicha semántica, de-
biendo adoptar un contexto interpretativo variable, es inelimi-
nable. Por esta razón diremos que los Sistemas clásicos innu-
merables son intrínsecamente semánticos. 

Viceversa, un Sistema clásico numerable no es necesaria-
mente formal: evidentemente, las proposiciones pueden poseer 
un valor semántico con independencia de su número cardinal, 
incluso en el caso de que éste sea finito. 

La elección de extender el campo de representabilidad en 
TC a los Sistemas clásicos innumerables se llama (quizá desdi-
chadamente) Semántica estándar. Casi nunca se precisa clara-
mente que ésta implica la posibilidad de representación conjun-
tista para ciertos Sistemas axiomáticos necesariamente no 
formales, o sea incluyentes semántica no eliminable en sus 
proposiciones. Típicamente, y pronto lo ejemplificaremos, la 
definición en TC de cierto subconjunto innumerable del con-
junto de los teoremas de una Teoría clásica de este tipo (en par-
ticular, la traducción conjuntista de cierto esquema axiomático, 
conforme a nuestra convención), se realiza mediante una se-
cuencia de la forma “...∀ p∈I...”, donde I es un conjunto in-
numerable y p un parámetro en función del cual queda deter-
minado un axioma. En cambio, la convención, fiel a los 
principios de la axiomática formal, de limitarse a la considera-
ción de los solos Sistemas clásicos formales, y por tanto nume-
rables, se llama (todavía menos felizmente) Semántica general 
(o de Henkin)31. En ella, naturalmente, no se prohíben expre-

                                                           
31 En realidad su definición habitual es distinta. No obstante, definirla en 

estos términos debería ser equivalente.  
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siones de dicho tipo (que son perfectamente correctas y forma-
les); simplemente, su uso en el ámbito definitorio del conjunto 
de los teoremas (más en general, de las proposiciones) de un 
Sistema axiomático no se admite, porque éste resultaría no 
formal. 

¿Cuál de las dos semánticas “tiene razón”? Si se ha seguido 
lo dicho, la pregunta correcta sería más bien: ¿Por qué se debe 
considerar la Semántica estándar? ¿Para qué sirve? En cierto 
sentido la respuesta es burlesca: no sólo los Sistemas innume-
rables son los más antiguos, sino que en la práctica éstos siguen 
siendo los más usados. Consideremos, como ejemplo importan-
te, la Teoría aritmética integral. En tal Sistema axiomático clá-
sico (que abreviaremos con AI), por lo demás idéntico a PA, el 
principio de inducción se generaliza así: “en la expresión si-
guiente: (A(0)e∀ x((A(x)eS(x,y))→A(y)))→∀ xA(x), sustitu-
yendo A(x) por cualquier propiedad de x, se obtiene un axio-
ma”. 

Está claro que si decimos “cualquier propiedad”, incluimos 
también propiedades que no pueden expresarse en el Cálculo 
predicativo clásico de primer orden con igualdad; por ejemplo, 
de orden superior al primero. Pero, más críticamente, también 
propiedades específicamente semánticas, de número sin duda 
hiperinnumerable. Por consiguiente, ya se puede argumentar 
que el Sistema será innumerable y por eso intrínsecamente se-
mántico y no formal. Sin embargo, éste es el Sistema original 
para los naturales, introducido, independientemente, por Dede-
kind y Peano. TC nos permite representarlo, aunque sea parcial-
mente, como precisaremos. En primer lugar, hay que formalizar 
el concepto de propiedad A(x), haciéndolo lo más general posi-
ble. Siguiendo el ejemplo de los predicados, parece espontáneo 
que a una arbitraria propiedad de los números naturales se haga 
corresponder una sub-colección de los mismos. Claramente hay 
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una primaria hipótesis de fondo: que dicha sub-colección se 
pueda expresar en lenguaje conjuntista, es decir que sea propia-
mente un subconjunto. Además, debiendo generalizar lo más po-
sible, parece espontáneo requerir también el viceversa, es decir 
que cualquier subconjunto de números naturales represente una 
propiedad: aquella que caracteriza a todo elemento que le perte-
nece. Por lo tanto, representaremos la propiedad A(x) de la que 
se habla en la regla inductiva integral (normalmente llamada in-
ducción completa), con un arbitrario subconjunto del universo. 
De aquí deriva la primera inevitable limitación de la representa-
ción en TC del Sistema, que reduce su hiperinnumerabilidad, no 
tratable en lenguaje matemático, a una cardinalidad innumerable 

( 02ℵ , como veremos); pero más adelante descubriremos otra 
restricción. Confirmaremos que dicha correspondencia exige la 
consideración no solamente de las usuales propiedades forma-
les [de las cuales son ejemplos: “divisibilidad por 2 (el subcon-
junto de los números pares)”, “que sumados a 3 den 8” (el sub-
conjunto {5}), “de los números primos pares mayores de 2” (el 
subconjunto vacío) “de los números pares que satisfacen la con-
jetura de Goldbach” (un subconjunto todavía desconocido, pero 
un subconjunto formal)], sino también de propiedades no enun-
ciables con caracteres privados de significado: expresables sólo 
con un lenguaje metamatemático intrínsecamente semántico. 

Empecemos a definir el conjunto de los axiomas, H,  de esta 
Teoría. A sus axiomas, corresponden las condiciones definito-
rias: 

 
(1) ( ∃ *, x*,(*,x*, =*,0*,)*)  ∈H 
(2) (∀ *, x*, (*, ∃ *, y*, (x,y)S, )*) ∈H 
(3) (∀ *, x* , (x,y)S, →*, y*, ≠ *, 0*) ∈H 
............................. 
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donde, por completitud, se ha introducido un símbolo-

conjunto incluso para las paréntesis (que en principio no son 
necesarias, como hemos señalado). Con el objetivo de genera-
lizar el principio de inducción a un arbitrario subconjunto (A) 
del universo (U), podemos establecer el criterio de indicar con 
la secuencia “A,(* ,x*,)* ” la propiedad correspondiente al hecho 
de que x* pertenezca a A. Esta convención hace que el conjunto 
de las proposiciones de AI sea innumerable (ya que U=N, co-
mo descubriremos pronto). Para que la nueva secuencia sea 
equivalente a la que expresa la propiedad a través de la conoci-
da secuencia de símbolos-conjunto (en todos los casos en que 
esta última existe), podemos convenir el siguiente esquema 
axiomático “de comprensión”: 

 
(∀ *,x*,( *,A*(x*), ↔ *,A,(*,x*,)*, )*) ∈H, ∀ A*(x*) ∈P1 

 
donde A*(x*)  es la secuencia de símbolos-conjunto que ex-

presa la propiedad, P1 el conjunto de todas las proposiciones 
formales de AI (es decir, todas y solas aquellas definidas antes 
de introducir la nueva secuencia) con al menos una variable li-
bre (llamada x*) y A el conjunto: A={x* ∈U(A(x*))}} , siendo 
A(x*) la expresión conjuntista correspondiente a A*(x*)32. 

                                                           
32 El lector podría dudar, a razón, de la formalizabilidad en TC de la co-

rrespondencia conjuntista y, por lo tanto, del entero esquema axiomático 
esbozado. Para disipar la duda sin recurrir al muy complejo lenguaje de TC 
(aun en su forma ingenua), nos valdremos de una escapatoria: en la tercera 
Parte (ap. III.3), observaremos que el lenguaje de TC es capaz de represen-
tar lógicamente el funcionamiento de una máquina cualquiera. Piénsese, 
pues, en una máquina concreta que, dada una secuencia de símbolos-
conjunto, sea capaz de componer la expresión conjuntista y viceversa: ¡sólo 
hay que quitar/añadir asteriscos y comas! 
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Susodicho esquema axiomático conjuntista genera un núme-
ro de axiomas de la representada AI, igual a la cardinalidad de 
P1, que es infinito numerable. De hecho P1 sólo se diferencia 
del conjunto de las proposiciones del Cálculo lógico clásico 
formal con igualdad (que es numerable), por la formalización 
de algunos símbolos propios (como “+*”), sin alterar la cardi-
nalidad. 

Seguidamente, la inducción completa se puede traducir con: 
 

(A,(*,0*,)*,e*, ∀ *,x*,...,→*, ∀ *,x*,(*,A,(*,x*,)*,)*) ∈H, 
∀ A∈P(U) 

 
Esta última condición hace que H (y por ende T) sea innu-

merable, porque se le asigna un elemento para cada elemento 
de P(U). En consecuencia podemos afirmar que el originario 
Sistema AI no es formal y la citada definición pertenece a la 
Semántica estándar. Obviamente, esto no significa que la ex-
presión “∀ A∈P(U)” tenga algo de informal, puesto que está 
perfectamente definida y formalizada en TC para todo conjunto 
U. Sencillamente, el hecho de que T sea innumerable hace con-
cluir (metamatemáticamente) que el Sistema axiomático origi-
nario no puede ser formal. El Sistema TC, en cuanto formal, 
sólo puede reproducir sus enunciados formales. Es decir, repre-
sentar parcialmente dicha Teoría, pudiendo efectivamente ex-
presar sólo su parte formal (que coincide con PA). Aquí está la 
segunda limitación expresiva de la que se hablaba. Esto no qui-
ta que la misma Teoría TC, mostrándonos que P(U), y entonces 

                                                                                                                           
Señalamos también que hubiera sido equivalente acabar el esquema 

axiomático de comprensión, en lugar que con la escritura “∀ A*(x*) ∈P1”, 

con “∀ A∈P(U)1”, siendo P(U)1 definido análogamente como en una nota 
del apartado II.10. 
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T, es innumerable, nos habilita a concluir metamatemáticamen-
te que la originaria AI es una Teoria informal mucho más am-
plia que la representada formalmente. 

Desde la perspectiva de los axiomas de comprensión, hay 

infinitos casos (en concreto, el invariado 02ℵ ) en los cuales la 
secuencia “A,(* ,x*,)* ”, o bien la definición del conjunto A, no 
es codificable en caracteres sin significado. 

Para construir un modelo de la Aritmética integral y de-
mostrar que U=N, se pueden repetir los mismos pasos vistos 
para PA. Puesto que hemos representado la propiedad genéri-
ca A(x) con un elemento arbitrario de P(U), se reconoce ense-
guida que la condición conjuntista correspondiente al princi-
pio de inducción completa es idéntica a la condición 9) que 
define el conjunto de los números naturales (ap. II.6). Por lo 
tanto, esta vez las condiciones para el genérico universo de un 
modelo de la Aritmética integral, coinciden con las condicio-
nes para N. Repitiendo los mismos pasajes del apartado II.10, 
se construirá entonces el mismo modelo estándar de universo 
U=N, con la diferencia de que ahora se puede afirmar que éste 
es el único modelo posible para tal Teoría, a menos de iso-
morfismos (lo que viene de la misma unicidad de N a menos 
de isomorfismos). Nótese que no hemos podido concluir lo 
mismo para PA, por “culpa” de la condición (9) sobre su uni-
verso (ap. II.10), que es más débil de la 9) para N. Es el mo-
mento de profundizar más, observando en concreto la diferen-
cia de PA con la Aritmética integral. La representación en TC 
del conjunto de los axiomas H de PA difiere sólo en relación 
al principio de inducción, que es más débil. Éste, sin necesi-
dad de ningún axioma de comprensión, se puede traducir con 
la condición: 
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(A*(0*),e*, ∀ *,x*,..,→*, ∀ *,x*,(*,A*(x*),)*) ∈H, 

∀ A*(x*) ∈P1 
 

donde P1 es el conjunto, infinito numerable, de todas las 
proposiciones de PA con al menos una variable libre. Como al-
ternativa (para una comparación más directa con AI) se puede 
emplear el mismo esquema de comprensión anterior y después 
definir la inducción débil mediante:  
 

(A,(*,0*,)*,e*, ∀ *,x*,..,→*, ∀ *,x*,(*,A,(*,x*,)*,)*) ∈H, 
∀ A∈P(U)1 

 
donde P(U)1 ya ha sido definido en una nota del apartado 

II.10: en palabras, es el subconjunto de P(U) de aquellos con-
juntos cuya correspondiente propiedad es enunciable en el len-
guaje de PA (que es formal). Este conjunto tiene la misma car-
dinalidad que P1, es decir infinito numerable. 

 Por consiguiente H, y entonces T y el mismo PA, son nu-
merables y la definición anterior respeta la Semántica general. 
Ahora sabemos que la respuesta a la pregunta lanzada en el 
apartado II.10 es un enérgico “no”: puesto que P(N) es innume-

rable, existe un número enorme (el mismo, invariado, 02ℵ ) de 
subconjuntos de N cuyos elementos no pueden ser caracteriza-
dos (todos y solos) por ninguna condición expresable en PA. El 
principio de inducción de PA no es equivalente, sino infinita-
mente más débil que la condición 9) del apartado II.6; o bien, 
del principio de inducción completa. 

Debemos ahora discutir sobre una confusión, por desgracia 
muy difundida. Comenzaremos con una observación. Como 
hemos visto, la representación en TC de un Sistema clásico 
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arbitrario hace corresponder a los predicados n-arios del Sis-
tema, unos subconjuntos de Un ; por lo tanto, un predicado, 
considerado como variable, varía en un subconjunto de P(Un). 
En los casos no banales de Sistemas axiomáticos dotados de 
modelos, el conjunto universo de éstos, U, siempre es infinito; 
de ello se sigue que P(Un), para cada n, tiene una cardinalidad 

al menos igual a 02ℵ , por tanto siempre innumerable. De ello 
sigue que, si en el Sistema se permite el segundo orden expre-
sivo, es decir, si está permitido cuantificar sobre los predica-
dos, podría suceder que el Sistema sea innumerable. Por 
ejemplo, ello se obtendría si un axioma original de dicho Sis-
tema usase una secuencia del tipo “...∀ Q...” (donde Q indica 
un genérico predicado), sin que ulteriores axiomas reduzcan 
la cardinalidad, por defecto innumerable, de la colección de-
ntro la cual Q puede variar: la correspondiente representación 
en TC del Sistema estaría permitida en Semántica estándar, 
mediante una expresión del tipo “...∀ Q∈P(Un)...” con P(Un) 
innumerable (o, más generalmente, con “...∀ Q∈R...”, siendo 
R un subconjunto de P(Un) aún innumerable). 

De este hecho indiscutible, principalmente, deriva la con-
fusión de considerar que todos (es más: por norma, que todos 
y solos) los Sistemas del segundo orden sean innumerables. 
En primer lugar, si un Sistema usa cualquier orden superior al 
primero, perfectamente puede ser numerable; por ejemplo, lo 
será siempre si es realmente formal. Como ya se ha dicho (ap. 
I.6), el respeto de la formalidad, o bien, de la Semántica gene-
ral, impone explicitar en concreto, eventualmente con poste-
riores axiomas específicos, todo aquello que puede deducirse 
sintácticamente a partir de cualquier enunciado; ya sea del 
primero, del segundo o de cualquier otro orden. No hay espe-
ciales peculiaridades para hacerlo en el caso de un orden ex-
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presivo superior al primero (y, por otro lado, en todos los ca-
sos la traducción en TC convierte la expresión en un enuncia-
do de primer orden). En el ejemplo en examen, el respeto de 
la formalidad para el Sistema, impone añadir al axioma que 
usa la expresión “...∀ Q...”, otras premisas que expliciten en 
concreto como se debe deducir sintácticamente de la cadena 
“ ∀ Q”. La correspondiente representación en TC dará lugar a 
un enunciado definitorio (de primer orden) del conjunto de los 
axiomas H de la Teoría del tipo “...∀ Q∈S...”, donde S tendrá 
que ser un subconjunto necesariamente numerable del conjun-
to P(Un)33. 

Para observar en concreto un caso de este tipo, modifiquemo 
la Teoría PA quitando la regla axiomática de la inducción e in-
troduciendo en su vez el axioma: 
 

∀ A ((A(0) e ∀ x ((A(x) e S(x,y))→A(y))) → ∀ x A(x)) 
 

donde sabemos que el predicado A debe variar dentro de la 
colección de las “proposiciones con al menos una variable li-
bre” para que esta nueva Teoría coincida con PA. El Sistema 
ahora es de segundo orden y, si no se añade nada más, cierta-
mente informal, ya que “∀ A” debe interpretarse semántica-
mente. No obstante, la formalidad es recuperable. Como se ha 
dicho, el hecho de que el Sistema sea de segundo orden no im-
plica que tenga que ser inevitablemente informal. La formali-
dad podría restablecerse añadiendo otros axiomas del segundo 
orden que especifiquen las oportunas deducciones sintácticas a 
partir de la secuencia “∀ A”; pero hay dos maneras sin dudas 
mucho más simples. La primera es la de reconstituir el origina-
                                                           

33 Léase a propósito H. B. Enderton: “Second-order and Higher-order 
Logic”. 
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rio PA, suplantando el axioma con uno esquema axiomático 
metamatemático. La segunda, siempre infalible, es la de repre-
sentar la Teoría en TC (lo cual hace superflua la intervención 
de cualquier tipo de creatividad): así haciendo, el axioma in-
ductivo del segundo orden resulta convertido, precisamente 
como hemos descrito, en un esquema axiomático conjuntístico 
que genera una infinidad numerable de enunciados sin signifi-
cado esplícito; lo cual testifica el respecto de la formalidad. En 
particular hemos observado que, exactamente como acabamos 
de predecir, el esquema contiene la secuencia 
“... ∀ A∈P(U)1...”, siendo P(U)1 un subconjunto numerable de 
P(U). 

En segundo lugar, un Sistema que admita solamente expre-
siones de primer orden puede perfectamente ser innumerable. 
Nada más que la semántica que define las premisas decide co-
mo debe ser el Sistema. Como ejemplo se puede suponer, en la 
Teoría, la presencia de un esquema axiomático que defina un 
axioma del primer orden en función de una variable que varía 
dentro de un conjunto no numerable. En un caso como éste, la 
representación en TC establecerá un esquema axiomático con-
juntístico que generará una cantidad innumerable de teoremas 
(de primer orden también en relación a la Teoría representada). 
Esto es precisamente lo que se ha obtenido para la inducción 
completa de AI (a pesar de que en este caso la originaria AI no 
es del primer orden, porque el esquema inductivo metamatemá-
tico admite axiomas de cualquier orden expresivo). También en 
este caso el Sistema representado no es formal y su definición 
en TC se clasifica como perteneciente a la Semántica estándar. 

O bien, en la definición metamatemática de las premisas de 
tal Sistema de primer orden, se podría establecer explícitamen-
te de usar un valor intrínsecamente semántico para las proposi-
ciones, decretándolas como innumerables. Por ejemplo, admi-
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tiendo la posibilidad de interpretarlas “simultáneamente” en 
todos los modelos posibles. Más adelante revisaremos este cri-
terio, que llamaremos el uso intrínsecamente semántico de un 
Sistema formal; y lo observaremos para el propio Sistema TC. 

Ciertamente, las ilimitadas capacidades de la semántica no 
están vinculadas necesariamente al segundo orden expresivo, ni 
a cualquier otro en particular; y son capaces de explayar toda 
su potencia hiperinnumerable incluso limitándose al primer or-
den. 

Por desgracia, la confusión se consolida a causa de otros dos 
equívocos. El primero es la extensión del significado de la ex-
presión “Lógica clásica de primer orden” (es decir, la colección 
de todos los “Cálculos predicativos clásicos formales de primer 
orden”: Sistemas cuya definición se ha precisado en el apartado 
I.6, excepto por los predicados propios que, de todas formas, 
deben obedecer a axiomas clásicos generales; y que, como 
hemos visto, siempre son numerables) al caso de un genérico 
“Sistema clásico de primer orden” (una Teoría que, en cambio, 
puede añadir al Cálculo predicativo clásico formal de primer 
orden en el que se basa, unos esquemas axiomáticos propios 
que nada prohíbe que puedan generar incluso innumerables 
axiomas, aunque expresados en el primer orden). El segundo 
está ligado al enunciado del teorema de Lindström, del cual 
hablaremos más adelante. 

Naturalmente, dicho malentendido implica otros; por 
ejemplo, a menudo se critica el carácter no formal de los “Sis-
temas de segundo orden”, basándose en la intrínseca semanti-
cidad de algunos de ellos. Y otros, en lugar de evidenciar que 
el problema no reside en el tipo de orden expresivo sino en 
todo caso en la innumerabilidad de los enunciados, sostienen 
que también algunos Sistemas del segundo orden pueden ad-
mitir una estructura perfectamente formal como “los del pri-
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mero” (en todo caso, como algunos del primero, rectificamos 
nosotros). Y así sucesivamente34. 

En el marco de este grave malentendido se sitúan incluso los 
nombres habituales que se emplean para las Teorías PA y AI; 
respectivamente: “Aritmética del primer orden” y “Aritmética 
del segundo orden”. Si se decide de considerar ambos tipos de 
inducción como esquemas axiomáticos metamatemáticos, es 
indudable que la Aritmética de Peano resulta ser de primer or-
den, pero la Aritmética integral admite enunciados de cual-
quier orden expresivo (por lo menos, hasta que en el principio 
de inducción completa no se restrinja el significado de la ex-
presión “cualquier propiedad”). Sin embargo, si se prefiere ex-
presar cada una de las inducciones mediante un único enuncia-
do simbólico, se obtendrá en ambos casos una expresión del 
segundo orden (como hace poco hemos observado para PA): 
por consiguiente, en este caso tanto PA como AI serán del se-
gundo orden. Aunque el primero formalizable, el segundo no 
(el único asunto, en realidad, de efectiva trascendencia). A esta 
última conclusión se llega representando las Teorías en el seno 
de TC, donde, por otra parte, se restablece para ambas el pri-
mer orden expresivo. 

Por lo visto, la acostumbrada clasificación de los Sistemas 
axiomáticos clásicos en base a su orden expresivo desvía, por 
lo general, de sus propiedades lógicas fundamentales; las cua-
les, están ligadas sencillamente al respeto o no respeto de la 
formalidad. 

 

                                                           
34 Por lo tanto se llega, a menudo tácitamente, al error de considerar 

siempre como del primer orden un cualquier Sistema formal (o incluso, más 
en general, un Sistema por cuyo lenguaje vale el Teorema de s-completitud, 
un concepto que definiremos más adelante). 
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II.15. Sistemas innumerables 
 
Si un lenguaje semántico es numerable, se puede esperar 

que una axiomatización lo haga formal; pero si es innumerable 
y por tanto intrínsecamente semántico, esto es imposible. Se 
nos plantea, pues, qué problemas surgen en este último tipo de 
Sistemas axiomáticos, cuya representación en TC está permiti-
da en Semántica estándar. 

En primer lugar, debemos decidir si TC es “numerable” o 
no. Las comillas se deben al hecho de que la cardinalidad no 
puede definirse formalmente para las colecciones de las propo-
siciones y teoremas de TC, en cuanto éstos no son conjuntos. 
La cuestión, por otra parte, posee una única e inmediata res-
puesta. Puesto que el Cálculo predicativo clásico del primer or-
den con igualdad que funda TC es formal, lo mismo conclui-
remos para TC, que añade una lista finita (o infinita 
“numerable”, en otras versiones) de axiomas propios sin signi-
ficado explícito. Así, admitiendo como hecho espontáneo que 
TC sea un Sistema formal, se observará algo desconcertante: el 
lenguaje de TC, “numerable”, no es suficiente ni siquiera para 
denotar individualmente a todos los elementos de P(N) (que 
todavía son conjuntos), siendo dicho conjunto innumerable; ni 
a los sucesivos P(P(....(N))), de cardinalidad todavía mayor. 
Esta situación, no es peculiar por sí misma, y se repite en otros 
Sistemas. Por ejemplo, en la Teoría axiomática formal de los 
reales de Tarski (de la cual hablaremos), que es numerable y 
está dedicada al estudio de los números reales, innumerables. 
¿Hay agravantes para TC a causa de su naturaleza fundacional? 
Sólo en el plano epistemológico. La Teoría, definida para estu-
diar ciertos objetos fundamentales, ni siquiera es capaz de de-
notarlos a todos de manera exclusiva: ¿no sería lógico redefi-
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nirla sólo para aquellos objetos para los que puede hacerlo? La 
respuesta es que esto no se puede hacer si se conserva el axio-
ma de las partes, que establece la existencia de conjuntos in-
numerables; pero dicho axioma es necesario para definir el 
modelo estándar de la Teoría de los números reales (a partir del 
estándar de PA, como se ha indicado en el ap. II.10): sin él los 
reales no tendrían la acostumbrada descripción conjuntista que 
les asigna la cardinalidad de P(N). Una condición que no ofre-
ce ninguna ventaja, sino muchas limitaciones. Parece preferible 
aceptar la situación anterior, la cual, por otra parte, no es en sí 
contradictoria. En todo caso, como aclararemos más tarde, son 
posibles dos criterios distintos para arreglar las cosas en el pla-
no epistemológico. El primero está ligado al propio carácter in-
formal de la “numerabilidad” del lenguaje de TC (es decir, pre-
cisamente, a las comillas) y en la práctica, hace desaparecer el 
problema; aunque con una táctica ad hoc. El segundo criterio, 
más radical, es una estrategia oportuna, y de hecho por lo gene-
ral sobreentendida, que consiente a TC describir efectivamente 
todos los objetos para los que ha sido pensado, aunque dicho 
criterio no respete la formalidad del Sistema. 

Volviendo a los Sistemas innumerables, se observará ahora 
que, a pesar de que TC pueda simbolizar perfectamente el con-
junto de los teoremas de uno de tales Sistemas, esta Teoría no 
es capaz ni siquiera de denotar individualmente todos sus ele-
mentos, siendo éstos innumerables. Éste es el segundo sentido 
(que ya observamos para AI en el apartado anterior) por el cual 
la representabilidad en TC de Sistemas de este tipo no queda 
plenamente realizada. Diremos, en pocas palabras, que un Sis-
tema innumerable no es totalmente representable en TC. Vice-
versa, no hay dudas de que todo Sistema formal bien definido 
sea totalmente representable en TC: en efecto, TC es capaz de 
reproducir cualquier enunciado suyo, es decir cualquier se-
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cuencia finita de caracteres sin significado. Obviamente, una 
representación no total es también una representación no fiel, 
porque si TC no puede mencionar algunos teoremas de la Teo-
ría reproducida, fallará también en deducirlos a todos. Por otra 
parte, recordemos que el hecho de que una representación sea 
total no implica que sea fiel (en realidad, hasta ahora sólo es 
una sospecha, pero lo confirmaremos). 

Alguna perplejidad podría surgir sobre la naturaleza de los 
modelos de los Sistemas innumerables: puesto que a cada ca-
dena se asocia más de un significado, parece que no podría 
respetarse la condición b) del ap. II.3 y por lo tanto tampoco 
realizarse la formalización de un modelo suyo en TC. En rea-
lidad hay que observar que, en el plano lógico, deben distin-
guirse dos niveles distintos de interpretación. El primero es 
capaz de asociar más de un significado a la misma cadena y 
genera un número innumerable de enunciados. El segundo ni-
vel semántico es aquel propio del modelo y se realiza nor-
malmente: en efecto, la condición b) requiere un significado 
para cada enunciado y no para cada cadena. La única peculia-
ridad es que la función de verdad implica un número innume-
rable de enunciados. No obstante, no debe pasarnos por alto 
una diferencia fundamental con el caso formal, debido al sim-
ple hecho de que los citados niveles semánticos no son clara-
mente desemparejados en realidad: en los casos comunes se 
juntan en uno solo, o están íntimamente ligados. De ello des-
ciende que la operación de “cambiar el modelo” por otro no 
isomorfo, es decir de cambiar el segundo nivel interpretativo 
por otro, normalmente desbarata también el primero; con el 
resultado de que, en general, se modificarán los propios enun-
ciados y por ende el mismo Sistema examinado. Esta obser-
vación, por consiguiente, sugiere una dificultad ulterior, en 
general elevada, para que un Sistema innumerable posea dis-
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tintos modelos no isomorfos. Y los casos comunes lo confir-
man, como el ya visto de la Aritmética integral. 

 En cuanto a la corrección, manteniendo la convención de 
introducir solamente esquemas axiomáticos, evitando nuevas 
reglas deductivas, ésta sigue valiendo para tales Sistemas, 
puesto que vale para las reglas deductivas clásicas. 

Aparte de los límites de su representación en TC, los Siste-
mas innumerables tienen otros dos defectos: en primer lugar, 
justamente el hecho de que no sólo para deducir, sino también 
para enunciar individualmente todos los teoremas, se precisa 
una semántica irreducible. Nunca, pues, es posible vaciar to-
talmente de significado a los enunciados, como pretendería el 
formalismo hilbertiano. El segundo defecto es que para estos 
Sistemas, como veremos en el próximo apartado, en general no 
vale el teorema de completitud semántica. Al no estar asegura-
do que sean s-completos, podrían entonces tener las conse-
cuencias negativas discutidas en el ap. II.9: en particular, po-
dría ser imposible distinguir todos los enunciados indecidibles; 
y, entre ellos, podría haber algunos válidos, es decir, verdade-
ros en cada modelo. Consideremos por ejemplo el caso de la 
Aritmética integral; hemos visto que su modelo estándar es 
único, a excepción de isomorfismo (por lo tanto, podemos 
afirmar que lo que es verdadero para éste, es válido). Si dicho 
Sistema no fuera s-completo, podrían existir enunciados verda-
deros en el modelo estándar (y, por su unicidad, no interpreta-
bles como falsos en ningún modelo) que no son teoremas (ni 
negaciones de teoremas: por lo tanto, indecidibles). Y, lo que 
es peor, no reconocibles metamatemáticamente como indecidi-
bles. Consideraciones análogas (incluida la unicidad del mode-
lo estándar a excepción de isomorfismo), se repiten para la 
Teoría integral de los reales, que definiremos más adelante. 

Como se ha dicho, la consideración de este tipo de Sistemas, 
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más que una necesidad, es una toma de conciencia: siempre en 
Matemáticas éstos se han usado, se usan y se usarán. En el caso 
de las Teorías integrales de los naturales y los reales, incluso se 
puede decir que tales Sistemas son aquellos que el matemático 
normalmente y espontáneamente considera en sus análisis. La 
razón se debe a la posibilidad de “sumar” al poder deductivo 
formal, la ventaja debida a la unicidad del modelo a menos de 
isomorfismos (en efecto, veremos que dicha unicidad no vale 
para los Sistemas clásicos formales). En síntesis, la convenien-
cia es el posible uso de la verdad, referida al único modelo es-
tándar, para “deducir” (no siempre teoremas; de aquí las comi-
llas). En efecto, dado que las falsedades no pueden 
interpretarse correctamente, poco importa, epistemologicamen-
te, si no todas las “deducciones” obtenidas a través del concep-
to de verdad son propiamente teoremas. 

Veremos que el mismo lenguaje de TC, es decir, la osamen-
ta de toda la Matemática, se interpreta normalmente semánti-
camente; e incluso de manera totalmente “libre”, es decir, ad-
mitiendo la posibilidad de usar simultáneamente todos sus 
posibles “modelos”. Ello – que constituye el ya señalado uso 
intrínsecamente semántico del Sistema – significa de hecho tra-
tar la Teoría como innumerable y por tanto, no formal. 

 
II.16. Teoremas de completitud semántica y sus prime-

ras consecuencias 
 
Finalmente, es posible formalizar en TC el Teorema de 

completitud semántica. Recordemos que éste afirma la existen-
cia de al menos un modelo si el Sistema es consistente y que 
implica la s-completitud. Incluso su versión formalizada tiene 
un carácter no constructivo. La demostración se puede genera-
lizar a todos los Sistemas clásicos formales (de cualquier orden 
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expresivo)35. En otros términos, el Teorema de completitud 
semántica vale para cualquier Sistema axiomático clásico cuyo 
lenguaje respete la formalidad. 

Diremos que el Teorema de s-completitud vale para el len-
guaje de un Sistema clásico dado, cuando no sólo éste vale pa-
ra el Sistema, sino que también se verifica lo siguiente: si mo-
dificamos sus axiomas, quitándole alguno o añadiendo a éstos 
una colección, todo lo más infinita numerable, de enunciados 
del propio Sistema (incluyendo la posibilidad de añadir nuevos 
símbolos no semánticos, sin modificar, en todo caso, las reglas 
gramaticales y deductivas) de modo que se obtenga un nuevo 
Sistema consistente, entonces también dicho Sistema tendrá 
modelos. Como ejemplo elemental, el Teorema de s-
completitud vale para el lenguaje de cualquier Sistema clásico 
formal, es decir, para el lenguaje formal; pero, en principio, no 
se excluye que pueda valer también para un lenguaje semánti-
co. Evidentemente, la validez del Teorema de s-completitud 
para el lenguaje de una Teoría es una condición más fuerte de 
la simple s-completitud: ésta implica la s-completitud de la 
Teoría misma, pero no viceversa. Más adelante pondremos un 
ejemplo (importante) de un Sistema intrínsecamente semántico 
para cuyo lenguaje no vale el Teorema de s-completitud, a pe-
sar de resultar s-completo (y también completo). 

El Teorema de s-completitud tiene consecuencias muy im-
portantes que requieren una paciente reflexión. 

Empecemos enunciando el teorema de Lindström; éste afir-
ma que un Sistema clásico para cuyo lenguaje valga el Teore-
ma de s-completitud36 puede expresarse en el primer orden. 

                                                           
35 L. Henkin: Completeness in the Theory of Types. 
36 En realidad, el teorema original (P. Lindström: On Extensions of Ele-

mentary Logic) tiene como hipótesis que para la Teoría valgan el teorema 
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Nótese que el teorema no afirma ni que el primer orden es 
siempre productor de s-completitud, ni que para un lenguaje de 
orden superior al primero no valga nunca el Teorema de s-
completitud. Sólo expresa que, en este último caso, su lenguaje 
podría siempre ser sustituido, redefinido, por otro que haga uso 
solamente del primer orden expresivo. Ciertamente, este hecho 
confiere al primer orden una importancia especial (por otra par-
te ya manifiesta con las propiedades de TC: todo Sistema for-
mal, en efecto, en cuanto totalmente representable en TC, pue-
de expresarse en el primer orden). Pero esto no justifica 
confundir, en general, el lenguaje de segundo orden con la no 
validez del Teorema de s-completitud, ni el de primer orden 
con su validez o con la formalidad del lenguaje37. 

Pasemos a las repercusiones del Teorema de s-completitud 
sobre el “número” y el tipo de modelos de la Teoría clásica ar-
bitraria para cuyo lenguaje éste valga. Para empezar, tenemos 
que si dicha Teoría es incompleta, entonces existen modelos 
suyos no isomorfos entre sí. En efecto, para cada enunciado in-
decidible I, deben existir, en base al teorema, al menos dos 

                                                                                                                           
de compacidad semántica y el de Löwenheim-Skolem. Consideramos aquí, 
por simplicidad, una hipótesis más fuerte: en efecto, veremos que estos dos 
teoremas descienden de la validez del Teorema de s-completitud para el 
lenguaje de la Teoría. 

37 A veces dicho teorema es enunciado diciendo que ningún Sistema que 
use un orden expresivo superior al primero puede satisfacer el teorema de 
compacidad semántica y el de Löwenheim-Skolem. Evidentemente, según 
esta forma del enunciado, se da a entender que todo Sistema formal (o, más 
en general, para cuyo lenguaje vale el Teorema de s-completitud) de orden 
superior al primero, deba considerarse como “del primer orden con más de 
una salida”. Una posición manifiestamente innecesaria, ambigua y forzada 
que sólo se explica con la incorrecta categorización de los órdenes expresi-
vos de la que hablamos. Léase a propósito M. Rossberg: First-Order Logic, 
Second-Order Logic, and Completeness, p. 307 y ss. 
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modelos del Sistema en los cuales I no tiene el mismo valor de 
verdad; por lo tanto, al menos dos modelos no isomorfos. Pero 
¿cuál es el problema representado por modelos no isomorfos? 

Para hacer una comparación con la Física, consideremos un 
motor eléctrico reversible. Se trata de un objeto capaz de fun-
cionar de dos maneras complementarias. Atravesado por co-
rriente eléctrica produce trabajo (motor); viceversa, el objeto 
produce corriente eléctrica si se realiza trabajo al mover su eje 
(dínamo). Ambas interpretaciones del objeto, “es un motor”, 
“es una dínamo”, son igualmente correctas (serían por lo tanto 
“modelos” del objeto). Pero son profundamente diferentes. Por 
ejemplo, la afirmación “el objeto produce trabajo durante su 
funcionamiento”, tiene distintos valores de verdad en los dos 
“modelos”. Entonces, en esta comparación orientadora, los dos 
“modelos” no serían “isomorfos”. ¿Cuál es el problema? Sim-
plemente que el objeto no puede definirse ni motor, ni dínamo; 
no es un representante exclusivo de ninguna de estas dos clases 
de objetos. Si un Sistema axiomático tiene un modelo no iso-
morfo al modelo “espontáneo” para el cual el propio Sistema 
había sido pensado (típicamente, un modelo estándar), signifi-
ca que el Sistema no es exclusivo de este modelo, no caracteri-
za solamente a los objetos estándar; sino que puede representar 
igualmente bien objetos de naturaleza diferente (a menudo, to-
talmente diferente). No sólo no existen razones de naturaleza 
sintáctica, o sea puramente matemática, para preferir un mode-
lo en lugar de otro, sino que ningún instrumento formal de la 
Teoría es capaz de diferenciar los dos modelos: desde el punto 
de vista del lenguaje matemático, estos son absolutamente in-
distinguibles. Por lo tanto, las consecuencias son de tipo se-
mántico y, como veremos, comprometen la representabilidad 
matemática de conceptos metamatemáticos fundamentales. No 
obstante, también son capaces de producir loables frutos. 
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Inicialmente, la falta de unicidad del modelo a excepción de 
isomorfismo (abreviado: de categoricidad) fue vista sólo como 
un defecto. Hilbert supuso tácitamente que la completitud sin-
táctica implicase también la categoricidad, además de las cosas 
agradables que ya hemos señalado. En efecto se obtiene que en 
un Sistema clásico completo, dos modelos distintos cualquiera 
deben ser elementalmente equivalentes (ap. II.11): si la inter-
pretación de cierto enunciado es verdadera en el primero, dicho 
enunciado no puede ser la negación de un teorema: pues, será 
un teorema; pero entonces será también verdadero cuando es 
interpretado en el segundo modelo y viceversa. Aun así, vere-
mos que esto no es suficiente para asegurar la categoricidad. 

Dado un Sistema clásico S, definimos sub-Sistema finito 
de S, todo Sistema clásico que tiene como axiomas un sub-
conjunto finito de axiomas de S. El teorema de compacidad 
sintáctica, valido en ámbito del todo general, afirma que S es 
consistente si, y sólo si, cada su sub-Sistema finito es consis-
tente. Exponemos una fácil metademostración que usa la 
hipótesis de buena definición para el Sistema. La condición 
necesaria es inmediata: supongamos que S sea consistente y 
que, por absurdo, exista un sub-Sistema suyo inconsistente. 
Entonces, sería inconsistente también S, ya que contiene to-
dos sus axiomas: absurdo. Supongamos, ahora, que todo sub-
Sistema finito de S sea consistente, mientras S, por absurdo, 
inconsistente. Dicho E un enunciado cualquiera, existe en S, 
pues, una demostración de E y otra de notE. Según la buena 
definición de S, las dos demostraciones deben usar, juntas, 
una cantidad finita de axiomas de S. Pero entonces, cualquier 
sub-Sistema finito de S que los incluya es capaz de derivar la 
misma contradicción, resultando así inconsistente: absurdo. 

En un Sistema para cuyo lenguaje valga el Teorema de s-
completitud, vale en especial también el teorema de compaci-
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dad semántica: el Sistema tiene modelos si, y sólo si, cada su 
sub-Sistema finito tiene modelos. Esto es una fácil consecuen-
cia del teorema precedente, dado que ahora la consistencia im-
plica la existencia de modelos. 

Detengámonos ahora en PA. Tratándose de un Sistema for-
mal, a su lenguaje se puede aplicar el Teorema de s-
completitud y de compacidad semántica. Consideremos el Sis-
tema, PA’, obtenido añadiendo a las premisas de PA, los infini-
tos axiomas: 

 
c≠ 0 
S(0,y) → c≠ y 
(S(0,y) e S(y,z)) → c≠ z 
(S(0,y) e S(y,z) e S(z,t)) → c≠ t 
............... 

 
siendo c un nuevo símbolo de constante. O bien, indicando sin-
téticamente con s(x) el sucesor de x: 

 
c≠ 0,   c≠ s(0),   c≠ s(s(0)),   c≠ s(s(s(0))), ........ 

 
o, todavía más sencillamente (ap. II.1): 

 
c≠ 0,   c≠ 1,   c≠ 2,   c≠ 3, ....... 

 
Los puntos suspensivos son un recurso semántico perfecta-

mente admisible (puesto que perfectamente claro) en este con-
texto, que es el contexto metamatemático del esquema axiomá-
tico. No obstante, cuando se formalice PA’ en TC, el conjunto 
de estos infinitos axiomas puede ser rigurosamente definido 
como el conjunto que contiene la genérica cadena 
“c*, ≠ *,n* ”, ∀ n*∈N, donde N es el conjunto de los números 
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naturales, único a menos de isomorfismo, que constituye el 
universo del modelo estándar de PA. Ahora consideremos un 
arbitrario sub-Sistema finito de PA’ y construyamos un modelo 
suyo a partir del modelo estándar de PA. Si no contiene ningu-
no de los nuevos axiomas es el mismo modelo estándar de PA. 
Si contiene un cualquier número finito de los nuevos, sólo hay 
que considerar la interpretación constituida por el modelo es-
tándar de PA junto a la interpretación de c con una constante 
suficientemente grande de su universo N; por ejemplo, los tres 
axiomas: c≠ 0, c≠ 57, c≠ 8202 son verdaderos asumiendo 
c=42307. Para el teorema de compacidad semántica, entonces, 
el Sistema PA’ tiene al menos un modelo, llamémoslo M’ ; el 
cual, en particular, también es modelo de PA. 

Por lo visto, existe un modelo de PA que admite una cons-
tante, c, que no coincide con ninguna constante estándar: en 
efecto, es distinta de 0, 1, 2,... etc. En términos más rigurosos: 
la interpretación de la constante c en M’  no puede asociarse 
isomorficamente a ninguna interpretación estándar. Dicho mo-
delo, pues, no es isomorfo al modelo estándar; en pocas pala-
bras, basta decir que “no es estándar”. 

Por consiguiente, el Sistema PA se adapta perfectamente 
también a la descripción de objetos, como c, en absoluto distin-
tos de los números naturales conjuntistas. Dichos números satis-
facen todos los axiomas de PA: admiten un único sucesor y pre-
decesor38 (también éstos no estándar), las operaciones de suma y 
producto, y todo lo que se deriva de los axiomas de PA. La es-
pontánea interpretación de dichos números, siendo cada uno de 
ellos mayor que cualquier número natural, es que sean de “gran-

                                                           
38 Se puede demostrar fácilmente por inducción que cada natural, excep-

to “0”, admite un único predecesor, o bien es el sucesor de algún natural. 
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deza infinita”39. 
Resumiendo, aun admitiendo que los números naturales con-

juntistas sean una representación satisfactoria de los números na-
turales metamatemáticos (lo cual, como se ha anticipado, será 
pronto puesto en discusión incluso para la mejor de las eleccio-
nes del conjunto que satisface las 9 condiciones del ap. II.6), re-
sulta que el Sistema PA no puede caracterizarse como aquel de 
los números naturales conjuntistas. He aquí la justificación de 
por qué los naturales “intuitivos” ni siquiera pueden definirse 
como el modelo de PA, como se ha anticipado en el ap. II.1. Sin 
embargo, pueden definirse como el modelo de la Aritmética in-
tegral, aparte de isomorfismo; pero ello no nos satisface plena-
mente por el carácter irreduciblemente no formal de dicha Teo-
ría. 

La metademostración vista no parece depender de la com-
pletitud o incompletitud sintáctica de PA. En efecto, veremos 
en la tercera Parte que PA es incompleto; sin embargo, una me-
tademostración muy similar se puede repetir para el Sistema 
formal de los reales, demostrado ser completo por Tarski. Lo 
haremos a continuación. 

 
II.17. Otras consecuencias del Teorema de completitud 

semántica 
 
La Teoría integral de los números reales admite, entre las 

premisas propias, que todo conjunto de números reales limita-
do superiormente tiene extremo superior. Siendo su universo, 
R, un conjunto infinito, el conjunto P(R) es innumerable. Se 
puede demostrar en TC que el conjunto de todos los subconjun-

                                                           
39 Otras curiosidades sobre dichos números son presentadas sintética-

mente por ejemplo en G. Lolli: È possibile concepire gli infinitesimi?. 
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tos de reales limitados superiormente tiene la misma cardinali-
dad de P(R). De este modo, si se interpreta el citado principio 
como un esquema axiomático, resulta que éste genera una can-
tidad innumerable de axiomas40. Entonces, el Sistema es intrín-
secamente semántico (no formal). Se puede demostrar en TC 
que dicho Sistema es categórico (se trata de un ordinario teo-
rema de unicidad). Así, pues, podemos afirmar que su modelo 
es, a menos de isomorfismo, el de los números reales, con los 
sabidos límites debidos a su no formalidad. Para superar su na-
turaleza no formal, se puede considerar una versión reducida 
del Sistema, que limita los citados axiomas a una cantidad nu-
merable: el análogo de PA, para el caso de los naturales. Esta 
Teoría formal de los reales (en adelante, TFR) es sintáctica-
mente completa, como ha demostrado Tarski. De paso, de ello 
se deduce que también la GE es completa: en efecto, a cada 
enunciado indecidible suyo, a través de la interpretación del 
Espacio cartesiano, equivalente al modelo euclidiano, corres-
pondería un enunciado indecidible de TFR. Siendo TFR formal, 
para su lenguaje vale el Teorema de s-completitud y de compa-
cidad semántica. Consideremos el Sistema TFR’ que añade a 
TFR la siguiente colección infinita de axiomas: 

 
∃ c(c>0), ∃ c(1/2>c>0), ∃ c(1/3>c>0), ∃ c(1/4>c>0),... 
 

siendo c un nuevo símbolo de constante. También en este 
caso dicha colección puede ser definida formalmente en 
TC. Cada sub-Sistema suyo posee un modelo. De hecho, 
para cada fijado n, siempre es posible determinar en TFR 

                                                           
40 Éste es el único hecho que aquí nos interesa. Quién desee saber qué 

exactas propiedades matemáticas signifiquen “limitado superiormente” y 
“extremo superior”, puede consultar un cualquier libro de análisis. 
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un real positivo r tal que 1/n>r; dicho r  hará que sean veri-
ficados todos los enunciados: ∃ c(c>0),∃ c(1/2>c>0),... 
∃ c(1/n>c>0). Entonces, para el teorema de compacidad se-
mántica este Sistema posee un modelo, el cual también es 
modelo de TFR. Se concluye enseguida que dicho modelo no 
es isomorfo al modelo estándar: porque admite una constante 
c que es menor de 1/n, para cada valor de n. En efecto esa 
constante no puede interpretarse en el modelo estándar, donde 
la cantidad 1/n, a partir de cierto n, siempre es menor de cual-
quier número real prefijado. Por lo tanto, incluso la Teoría 
formal de los reales, completa, admite modelos no estándar (si 
bien, como se ha observado, todos elementalmente equivalen-
tes al modelo estándar) y, consecuentemente, no puede carac-
terizar únicamente los números reales, tal y como se entien-
den normalmente. La completitud sintáctica no implica la 
categoricidad, como supuso Hilbert. Por desgracia, este equí-
voco se prolongó durante algunos años, después del anuncio 
del Teorema de s-completitud (1930), en todos los Lógicos 
del tiempo, incluidos Skolem y Gödel (cosa que, dada la pe-
culiaridad de las metademostraciones ahora vistas, no debe 
escandalizar demasiado). Sólo a partir de 1934 estas singula-
res implicaciones del Teorema, empezaron a dilucidarse para 
Skolem; pero la comprensión total de las mismas (con la in-
terpretación detallada del teorema Löwenheim-Skolem, que 
veremos dentro de poco) no se alcanzará antes de 1936, con 
Malcev41. 

Las metademostraciones consideradas permiten también 
concluir que los lenguajes de la Aritmética integral y de la 

                                                           
41 Para una explicación histórica detallada, aconsejamos la lectura de P. 

Mancosu; R. Zach; C. Badesa: The Development of Mathematical Logic 
from Russell to Tarski: 1900–1935. 
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Teoría integral de los reales son semánticamente incompletos. 
En efecto, éstas se pueden repetir, inalteradas, para dichos dos 
Sistemas no formales, pero aplicando el teorema de compaci-
dad sintáctica en lugar que semántica. Se formarán análogos 
nuevos Sistemas que añaden los infinitos axiomas citados, con-
sistentes por el teorema de compacidad sintáctica. Sin embar-
go, estos Sistemas no pueden tener modelos, porque también 
serían modelos no isomorfos (por las razones explicadas) de 
los Sistemas originales, en contra de su categoricidad. Por con-
siguiente, existen extensiones consistentes de estas Teorías in-
tegrales, pero sin modelos. 

No obstante, el hecho de que para los lenguajes de las 
Teorías integrales de la Aritmética y de los números reales no 
valga el teorema de s-completitud no implica que esos Siste-
mas sean necesariamente s-incompletos. Esta argumentación 
merece un poco de atención, puesto que no hemos podido en-
contrar ninguna bibliografía al respecto. Veamos un ejemplo. 
Considérese el Sistema clásico cuyos axiomas son todos y so-
los los enunciados verdaderos de la Teoría aritmética integral; 
naturalmente, verdaderos en su modelo estándar, el único a 
menos de isomorfismo. Tal Sistema puede ser obtenido a partir 
de la Aritmética integral, añadiendo precisamente, como es-
quema axiomático, “todos los enunciados verdaderos en el mo-
delo estándar”. Representa, en efecto, la Teoría aritmética más 
potente. Evidentemente, este Sistema sigue admitiendo el mo-
delo estándar como único modelo aparte de isomorfismo; ade-
más, es completo y s-completo por construcción. [Más en ge-
neral, para un Sistema categórico, la completitud y la s-
completitud son equivalentes. De hecho, sea E un enunciado 
arbitrario de un Sistema categórico y s-completo. Si es verda-
dero para el único modelo (a excepción de isomorfismo) será 
un teorema, por la s-completitud; si es falso, notE será verdade-



 
179 

ro y será un teorema por la misma razón. Por otra parte, sabe-
mos que si un Sistema cualquiera posee al menos un modelo y 
es completo, es también semánticamente completo (ap. II.9)]. 

Sin embargo, para el lenguaje del Sistema ahora definido, 
no vale el Teorema de s-completitud. Para concluir esto basta 
repetir la acostumbrada metademostración que añade los infini-
tos axiomas citados: el nuevo Sistema que se forma es consis-
tente, por el teorema de compacidad sintáctica, pero no tiene 
modelos o se violaría la categoricidad. Se puede hacer un dis-
curso análogo para el Sistema clásico cuyos axiomas son todos 
y solos los enunciados verdaderos en el modelo estándar de la 
Teoría integral de los reales. 

Volvamos ahora a los Sistemas integrales de la Aritmética y 
de los reales. ¿Es posible que éstos sean completos, o, que es lo 
mismo, s-completos, coincidiendo así con los dos respectivos 
Sistemas ampliados ahora considerados? La incompletitud se-
mántica de sus lenguajes no lo prohíbe. Volveremos a este te-
ma en la tercera Parte. De momento, podemos ya comentar que 
la (s-)completitud de tales Sistemas nos revelaría que cualquier 
nuevo tipo de “deducción” semántica, come la basada en la 
consideración de los modelos (en nuestro casos del único mo-
delo) para “deducir” (por ejemplo, deducir empleando el con-
cepto de verdad), en teoría sería inútil, no siendo capaz de con-
cluir nada nuevo (sin merma de que en la práctica podría 
resultar cómodo). Aquello, sin olvidar que, por la intrínseca no 
formalidad de estos Sistemas, las propias deducciones sintácti-
cas, esto es, realizadas sólo en base a las premisas, en general 
requieren valor semántico para las proposiciones. 

La no categoricidad de las Teorías formales de la Aritmética 
y de los números reales ha sido concluida por metademostra-
ciones muy particulares; las cuales, no está claro que puedan 
repetirse para cualquier otro Sistema formal. Por lo tanto, hasta 
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ahora, nada impide que otros Sistemas formales puedan ser ca-
tegóricos. Otra esperanza es que los universos de los modelos 
no estándar tengan siempre cardinalidad distinta de aquellos de 
los modelos estándar. Por ejemplo, reconsideremos el caso de 
PA. En base a sus axiomas (ap. II.1), todo modelo de PA debe 
contener al menos todos los números del tipo 0, s(0), s(s(0)), ..., 
o bien, 0, 1, 2, …., es decir, objetos isomorfos a los naturales 
conjuntistas estándar. Si el modelo no contiene otros entes es 
(isomorfo al) estándar; si no, es no estándar. El modelo no es-
tándar que hemos considerado antes, contiene también la cons-
tante no estándar c y todos los números no estándar obtenibles 
por ella mediante los predicados “sucesor” y “predecesor”; por 
consiguiente, su universo parece “más grande” que N. ¿Es po-
sible, quizá, distinguir entre sí modelos no isomorfos, según la 
diferente cardinalidad de sus universos? 

El teorema de Löwenheim-Skolem frustra estas esperanzas, 
al menos en lo que respecta al caso de modelos con universos 
de cardinalidad infinita (seguidamente diremos para abreviar: 
modelos de cardinalidad infinita o incluso modelos infinitos). 
Sin duda alguna, el caso de modelos con cardinalidad infinita 
es el caso ordinario para las Teorías matemáticas de mayor in-
terés; aun así, existe un sector matemático dedicado al estudio 
de los modelos finitos, en relación a Teorías útiles en el cam-
po de la computación. Pero en adelante supondremos siempre 
que los modelos sean infinitos. 

El teorema de Löwenheim-Skolem (a menudo L-S en ade-
lante) se aplica aún a todo Sistema para cuyo lenguaje valga el 
Teorema de s-completitud; y por lo tanto a todos los Sistemas 
formales. Se puede demostrar en TC a partir del teorema de 
compacidad semántica (de cuya formalización en TC hablare-
mos después) y del axioma de elección; y afirma: Sea dado un 
Sistema, dotado de un modelo infinito, para cuyo lenguaje val-
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ga el Teorema de s-completitud y tal que sus proposiciones 
tengan cardinalidad mayor o igual al numerable. Entonces, és-
te admite modelos de cualquier cardinalidad infinita42. Por 
consiguiente, no sólo no vale nunca la categoricidad para tales 
Sistemas (modelos de cardinalidad distinta, obviamente, no son 
isomorfos por definición de cardinalidad: sus universos no son 
equipotentes), sino que para éstos se verifica siempre una “ex-
plosión” de modelos de todas las posibles cardinalidades. Por 
ejemplo, volviendo al Sistema PA’, puesto que éste es numera-
ble (es decir, lo es el conjunto de sus proposiciones) y el uni-
verso de cada uno de sus modelos debe ser infinito (en base a 
la definición formalizada de infinito introducida en el ap. 
II.12), se obtiene que éste admite modelos de cualquier cardi-
nalidad, ninguno de ellos estándar. En especial, admite incluso 
modelos numerables, que también serán modelos no estándar 
de PA. Se concluye, pues, que ¡PA admite modelos numerables 
estándar y no estándar! Lo mismo se repite para TFR: existen 
modelos suyos no estándar de la misma cardinalidad que el es-

tándar: 02ℵ . Además, ¡existe también un modelo suyo nume-
rable! El Sistema TFR, pensado para la descripción de los nú-

meros reales de cardinalidad 02ℵ , describe perfectamente 
también objetos completamente distintos, de cardinalidad nu-
merable. Pero, después de todo, tampoco sería fundado sor-
prendernos demasiado: de hecho, aun cuando TFR describe el 

universo R usual, de cardinalidad 02ℵ , sólo puede hacerlo par-
cialmente, en tanto sus proposiciones, numerables, no son sufi-
cientes ni siquiera para denotar individualmente todos los ele-
mentos de R. 

                                                           
42 Con esta formulación pretendemos juntar las dos distintas versiones 

del teorema, llamadas “para arriba” y “para abajo”. 
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No presentaremos, por cierto, la compleja demostración 
formal del teorema de Löwenheim-Skolem; no obstante, una 
justificación de la explosión de modelos implicada por el teo-
rema no está lejos de la intuición. Consideremos un Sistema 
clásico cuyo conjunto de proposiciones tenga una cierta cardi-
nalidad, dotado de un modelo infinito M. Teniendo presente 
que existe siempre la posibilidad de añadir nuevos símbolos, 
incluso semánticos, parece razonable que sea siempre posible 
agrandar el Sistema y su lenguaje, eventualmente aumentando 
sin límites su cardinalidad, manteniendo la consistencia. Si 
empujamos suficientemente el agrandamiento, se forma un Sis-
tema consistente que no puede tener ya a M como modelo (por 
ejemplo, si las constantes del Sistema exceden los elementos de 
su universo). En consecuencia, en el caso de que para el len-
guaje valga la s-completitud, existe siempre otro modelo de di-
cho Sistema ampliado, que también es modelo del Sistema ori-
ginal y que no es isomorfo a M; considerado que dicho 
discurso se puede repetir hasta el infinito, he aquí justificada la 
explosión de modelos no isomorfos. Si, por otra parte, el Sis-
tema original es categórico, entonces, ninguna extensión con-
sistente del Sistema, empujada lo bastante hasta convertir M en 
inadecuado para ser un modelo, puede tener un modelo; lo cual 
indica que para el lenguaje de tal Sistema no puede valer el 
Teorema de s-completitud. Por tanto, el teorema de L-S nos 
aclara que categoricidad y validez del Teorema de s-
completitud para el lenguaje de un Sistema con modelos infini-
tos son propiedades complementarias, imposibles de satisfacer 
simultáneamente. 

Llegados a este punto, es oportuno señalar una aplicación 
útil de los modelos no estándar, debida a Robinson: ésta revela 
que, después de todo, la categoricidad tiene también un desen-
lace negativo; de hecho, inhibe el desarrollo de los Sistemas, 
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por el hecho mismo de que el añadido de nuevas premisas pue-
de hacer decaer sus interpretaciones válidas, es decir sus mode-
los. Volvamos al Sistema TFR’. En él, la constante c tiene esta 
vez el aspecto de un infinitésimo. Tal concepto no encuentra 
una interpretación correcta en el modelo estándar de los reales. 
Aun así, resulta muy útil usarlo en la práctica: estamos hablan-
do de aquellos objetos indicados por norma con dx, dy, df, etc., 
muy usados en el Cálculo no por casualidad llamado infinite-
simal. ¿Son cantidades nulas o no? Según como convenga, pa-
recería... La historia de los infinitésimos en Matemáticas es 
muy interesante pero no es ésta la sede oportuna para tratarlo. 
Digamos solamente que se ha siempre usado sin la preocupa-
ción de definirlos formalmente, ni de interpretarlos nítidamen-
te. Sin embargo, los nuevos infinitos axiomas de TFR’ son ca-
paces de definirlos formalmente, a través de la constante c, 
como números como los demás. El hecho fundamental es que 
modelos de TFR’ existen y son también modelos (no estándar) 
de TFR. Hay, pues, que construir un modelo concreto de TFR’ 
que pueda considerarse como una ampliación de los reales es-
tándar (llamados a veces pseudo-reales) y que incluya los infi-
nitésimos; cosa que, efectivamente, se puede hacer43. Lo cual 
cierra del todo la cuestión; no obstante, se comprenderá que no 
merece la pena trabajar en TFR’ sólo para poder disponer for-
malmente de los infinitésimos; ni esforzarse de interpretar TFR 
con el nuevo modelo no estándar: claramente, nos vale el sim-
ple resultado de que el uso informal de los infinitésimos dentro 
del modelo estándar (por otra parte tampoco necesario), se en-
cuentra legitimado en un ambiente más general. 

Añádase que el uso de modelos no estándar, no sólo ha re-

                                                           
43 Como fue revelado por primera vez por A. Robinson, en 1960; su pu-

blicación más reciente al respecto es Non-standard Analysis. 
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suelto problemas conceptuales como éste, sino también pro-
blemas matemáticos concretos antes sin resolver44. 

Cuando el teorema de Löwenheim-Skolem se aplica al mis-
mo Sistema TC, se obtienen consecuencias indudablemente 
dramáticas; pero éstas se han exagerado (y no raramente se si-
guen exagerando) de manera imposible de compartir, como in-
tentaremos mostrar. 

 
II.18. Límites expresivos de los Sistemas formales 
 
Consideremos un Sistema axiomático clásico formal cual-

quiera, dotado de un modelo con un universo U. La pretensión 
ingenua, normalmente sobreentendida frente a tal Teoría, es 
que ésta puede describir y aclarar cualquier aspecto de las pro-
piedades de U. Parece razonable, por ejemplo, pedir que la 
Teoría formal de los números naturales, es decir PA, sea capaz 
de decidir todas las propiedades de los números naturales. Pues 
bien, en el caso de que U sea infinito, es decir en el caso nor-
mal, esto se revela un burdo equívoco. De hecho, hemos visto 
que el conjunto de todas las propiedades de U se representa en 
TC con el conjunto P(U), de todos los subconjuntos de U. Pero 

para U infinito, la mínima cardinalidad de P(U) es 02ℵ , siem-
pre superior al numerable, es decir a la cardinalidad de las pro-
posiciones del Sistema. Por tanto, el Sistema no es ni siquiera 
capaz de denotar individualmente todas las propiedades de U. 
Si U es infinito, el lenguaje en el cual se pueden formular todas 
las propiedades del universo es intrínsecamente semántico; y 

                                                           
44 Los más famosos en relación con algunas propiedades de los operado-

res lineales compactos, por obra de Robinson y Bernstein. Otros, se centran 
en los métodos estadísticos de resolución, como en S. Albeverio et. al: Non 
standard methods in stochastic analysis and mathematical physics. 
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por tanto, siempre más rico que el lenguaje del Sistema. Inclu-
so más rico que el lenguaje de cualquier Sistema formal. Con-
tinuando con el ejemplo de los naturales, es inútil buscar alter-
nativas formales a PA para resolver el problema. 

El lenguaje de los alabados Sistemas axiomáticos clásicos 
formales posee así una embarazosa y grave insuficiencia. Se 
reafirma que la metamatemática es insustituible, no sólo para 
definirlos, sino también para denotar individualmente todas las 
propiedades de su universo. Debemos subrayar que este límite 
no tiene nada que ver con el famoso Teorema de incompletitud, 
que veremos más tarde; y sin embargo, esta confusión existe. 
Evidentemente, el límite del que hablamos es independiente de 
que el Sistema axiomático sea sintácticamente completo o in-
completo; por ejemplo, vale también para el Sistema completo 
TFR. Si el Sistema es completo, cuando sus teoremas se inter-
pretan en un modelo, serán capaces de establecer la verdad o 
falsedad en el modelo de todos los enunciados que el lenguaje 
matemático pueda enunciar; pero ciertamente no de aquellos 
que no puede enunciar. Y, como se ha visto, de estos últimos, 
aun limitándonos a aquellos que sólo mencionan las propieda-
des del universo, existe siempre una cantidad aplastante con 
respecto a los que pueden formularse en el Sistema. 

La estrategia que se podría usar para intentar superar este 
límite es de ámbito interpretativo: en concreto, “cambiar” el 
modelo. Pero sobre ello discutiremos después. 

 
II.19. Límites expresivos fundamentales para la Mate-

mática 
 
Cuando se toman en consideración los “modelos” del Siste-

ma TC, se manifiestan profundas repercusiones en toda la Ma-
temática. Indicamos con C (de Cántor) el universo de un gené-
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rico “modelo” suyo; éste representa la colección de todos los 
conjuntos. Sabemos ya que C no puede ser un conjunto. Se ob-
tiene un absurdo, por ejemplo, suponiendo que C tenga cierta 
cardinalidad α . En efecto, hemos visto que en TC se puede 
demostrar que existen conjuntos de cardinalidad superior a α , 
cualquiera que sea el valor de α ; cuyos elementos son todavía 
conjuntos, es decir, elementos del universo. Entonces no podrí-
an pertenecer todos a C: absurdo45. Sin embargo, aunque C no 
es un conjunto, es una colección a la que es posible asociar, en 
sentido metamatemático, los conceptos de “finito”, “infinito”, y 
también una “cardinalidad”, si bien no formalizable. Por ejem-
plo, no se obtiene ninguna contradicción suponiendo que C sea 
“numerable”. Tal hipótesis metamatemática implicaría que, en 
realidad, no pueden existir conjuntos de “cardinalidad” supe-
rior al “numerable”; no obstante, sucede que TC no es capaz de 
“darse cuenta” de ello. Aclaremos este punto. En la interpreta-
ción donde C es “numerable”, cuando TC demuestra, por 
ejemplo, que P(N) no es numerable, es porque no puede admi-
tir como función, es decir, como conjunto, una correspondencia 
uno a uno entre los elementos de P(N) y N concebida por la 
metamatemática. En otros términos, P(N) es correctamente no 
numerable dentro de TC, pero puede ser “numerable” fuera de 
éste, es decir, en sentido metamatemático: la correspondencia 
uno a uno de sus elementos con N no puede ser descrita for-
malmente como un conjunto, sino sólo metamatemáticamente. 
Un razonamiento de este tipo, en general, puede justificar cual-
quier “cardinalidad” supuesta para C: todas las cardinalidades 

                                                           
45 Esta falsa paradoja es conocida como “paradoja de Skolem” y, nor-

malmente, se concluye con la hipótesis de que C sea numerable; pero, en 
realidad, se mantiene también admitiendo para C una cardinalidad cualquie-
ra, como hemos visto. 
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mayores a ésta se deberían solamente a la limitación del len-
guaje matemático y desaparecerían en el ámbito metamatemá-
tico. 

La argumentación ahora expuesta consiente también resol-
ver el problema de la indescriptibilidad individual de elemen-
tos innumerables del lenguaje “numerable” de TC, observada 
en el ap. II.15. En efecto, del mismo modo, sólo en un plano 
metamatemático sería posible establecer una “correspondencia 
biunívoca” entre los elementos de un conjunto innumerable y 
(un subconjunto de) las denotaciones individuales del lenguaje 
“numerable” de TC. Así, el lenguaje “numerable” de TC sería 
de verdad capaz de cualquier descripción individual; pero, co-
mo de costumbre, el propio TC no puede “darse cuenta”. Sin 
embargo, este criterio de resolución no es general porque vale 
solamente en el caso en que se asume que C es “numerable”. Si 
se asume como “innumerable” (de manera que los conjuntos 
innumerables resulten admitidos en metamatemática) y se si-
gue considerando, como normalmente, “numerable” el lenguaje 
de TC, el problema reaparece. Más adelante describiremos otro 
criterio de resolución más drástico, basado en una interpreta-
ción no convencional (no formal) de las proposiciones de TC. 

Los ejemplos ahora vistos plantean las primeras dudas sobre 
la posibilidad de que se pueda tener siempre una exacta corres-
pondencia de los conceptos de infinito y cardinalidad entre el 
plano metamatemático y el puramente matemático. Luego, esta 
incertidumbre desorbita si se aplican las consecuencias del 
Teorema de s-completitud al propio lenguaje de TC. 

Como dijimos en el ap. II.15, parece del todo espontáneo 
considerar TC como un Sistema formal; al cual, por tanto, po-
der aplicar el metateorema de s-completitud (ciertamente no la 
versión formalizada en el propio TC) y todas las consecuencias 
mostradas, incluido el metateorema de Löwenheim-Skolem. 
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Ahora bien, hemos visto que la definición conjuntista de finito, 
infinito, numerable y de las sucesivas cardinalidades, depen-
den básicamente del conjunto de los números naturales N. Pero 
los elementos de este conjunto, siendo todavía conjuntos, son 
también elementos del universo del “modelo” de TC, que está 
sujeto a la indeterminación debida al metateorema de L-S apli-
cado a TC mismo: existen “modelos” correctos de TC no “iso-
morfos” entre sí y también de distinta “cardinalidad”. De esto 
sigue que, si N y N’ son los conjuntos de los naturales, cada 
uno único a excepción de isomorfismo, que se refieren a dos de 
estos “modelos”, no es seguro, desde un punto de vista meta-
matemático, ni que entre N y N’ exista “isomorfismo”, ni que 
estos conjuntos deban tener la misma “cardinalidad”46. Por lo 
tanto, el numerable relativo a un “modelo” correcto no coinci-
de en general con el numerable relativo a otro; y ambos, como 
se ha visto, pueden diferir del “numerable” metamatemático. 
En otras palabras, ¡el concepto de numerable, y consecuente-
mente de toda cardinalidad sucesiva, no es absoluto, sino rela-
tivo al “modelo” de TC que se está considerando! Y la misma 
crítica se extiende al propio concepto de finito. En efecto, si no 
está asegurado que N sea “numerable”, tampoco es cierto que 
el finito matemático coincida con el “finito” metamatemático. 
Por ejemplo, en un “modelo” de TC con una “cardinalidad” su-
ficientemente alta, el conjunto N podría ser “innumerable”, vis-
to desde fuera. Entonces, también un conjunto finito, es decir, 
cuyos elementos son equipotentes con todos los números de N 
comprendidos entre 0 y cierto número natural n, podría no ser 
                                                           

46 Por ejemplo, si N’ – al contrario de N – se refiere a un “modelo” de 
TC que, en violación de la hipótesis del continuo, admite un número cual-
quiera de cardinalidad comprendido entre N’ y P(N’), obviamente no estará 
garantizado metamatemáticamente que P(N) y P(N’) tengan la misma “car-
dinalidad”; lo mismo, por consiguiente, podrá decirse también para N y N’. 
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“finito” desde fuera, es decir, en el sentido metamatemático47. 
Pero no sólo: en analogía con lo observado en el ap. II.16, en 
un peculiar “modelo” de TC (que llamaremos “no estándar”) el 
conjunto N podría también ser numerable y, a pesar de ello, no 
estándar. Si tal N admite una constante no estándar c semejante 
a la antes considerada, entonces la definición de finito se aleja 
nuevamente de su valor semántico, dado que los números natu-
rales estándar comprendidos entre 0 y c son infinitos. 

Hacemos notar, a propósito de esto, una incorrección bas-
tante común con respecto a la formalización en TC de los dos 
teoremas de compacidad (sintáctica y semántica). Su demos-
tración, requiere la previa formalización del concepto de finito. 
Se lee a menudo que el teorema de compacidad sintáctica (el 
cual, recordamos, tiene validez general) tiene una consecuencia 
“absolutamente intuitiva”: que toda demostración de cualquier 
Teoría matemática puede usar sólo un numero finito de premi-
sas. La demostración, sin duda, es sencilla48. Sin embargo el 
desliz deriva del olvido de que nos estamos refiriendo precisa-
mente a un concepto formalizado de finito; por lo tanto, posi-
blemente no coincidente con el significado de “finito” que, en 
cambio, se usa en la metademostración (basándose en la hipó-
                                                           

47 En un conjunto innumerable, los números comprendidos entre dos 
números distintos cualquiera pueden ser infinitos, como se verifica en el 
conjunto ordenado de los números reales. 

48 Sea S un Sistema consistente y sea T un teorema suyo cualquiera. 
Consideremos el Sistema, por tanto inconsistente, S’=S+notT. Por el teore-
ma de compacidad sintáctica, existe un sub-Sistema finito suyo, 
Σ’ , inconsistente. Σ’  debe contener notT entre los axiomas: de otro modo, 
sería consistente por el teorema de compacidad sintáctica aplicado a S. En-
tonces, podemos indicarlo con Σ’= Σ+notT, donde Σ es un sub-Sistema fini-
to de S. Siendo Σ+notT inconsistente, T es deducible de Σ (“por absurdo”, 
en base al metateorema de deducción); por consiguiente T es deducible con 
un número finito de axiomas de S.  



 
190 

tesis de buena definición para el Sistema axiomático). La pro-
clamada sensatez del corolario, en rigor, es solamente una ilu-
sión. Si se quiere seguir el camino formal y demostrar el teo-
rema de compacidad sintáctica, entonces su plausibilidad 
intuitiva, o sea basada en el concepto propiamente semántico 
de finito, está toda por verificar (en todo caso, metamatemáti-
camente): ésta, en efecto, estaría en relación con la presunta 
“espontaneidad” del “modelo” de TC al cual el finito matemá-
tico, usado en la demostración, se refiere. Discutiremos pronto 
si es posible elegir algo como “el modelo correcto espontáneo 
(o estándar)” para TC: un tema sujeto a inevitable nebulosidad, 
como se verá. 

Indiscutiblemente, todo esto tiene consecuencias dramáti-
cas para la Matemática. Intentemos resumirlas. Del concepto 
matemático de finito, minado por dicho relativismo, depende, 
como vimos en el ap. II.12, la definición conjuntista metama-
temáticamente más satisfactoria del conjunto de los números 
naturales; que resulta, entonces, igualmente relativa a un 
“modelo” prefijado de TC y no necesariamente de acuerdo 
con el concepto intuitivo semántico de “número natural”. 
También el concepto de infinito posee, pues, el mismo tipo de 
relativismo y, por consiguiente, ¡la misma aplicabilidad del 
teorema de L-S! Es más, la relatividad del concepto de “cardi-
nalidad”, hace que la subdivisión misma de los Sistemas en 
“numerables” y “no numerables” (y, por consiguiente, también 
en “formales” y “no formales”, para cuyo lenguaje valga o no 
valga el Teorema de s-completitud, etc.) quede inevitablemente 
sometida a un consenso de tipo metamatemático; porque no 
puede ser formalizada de modo certeramente correspondiente a 
los relativos conceptos semánticos espontáneos. Incluso la “ca-
tegoricidad” está sujeta a una crítica parecida: que sólo haya un 
N, a excepción de isomorfismo, es verdad sólo en relación a un 
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“modelo” preestablecido de TC. Pero si se considera la explo-
sión de los posibles “modelos” para TC, entonces dicha “unici-
dad” entra en crisis. 

No obstante, no tiene mucho sentido extraer de estos límites 
consecuencias extraordinariamente catastróficas. Una de las 
primeras conclusiones derivadas del teorema de L-S se debe al 
propio Skolem y es todavía compartida por algunos: el teore-
ma49 mostraría que en Matemáticas es inútil, quizá presuntuo-
so, considerar modelos innumerables: de hecho, bastan los nu-
merables. En efecto, no se puede negar que el dominio 
epistemológico de todo modelo de cardinalidad superior es ex-
clusivo de la semántica, como hemos observado. No obstante, 
ningún “modelo” de TC, en el fondo, puede carecer de esta ca-
racterística, incluso si es “numerable”: lo evidenciaremos de-
ntro de poco. Además, TC puede describir formalmente sin 
problemas conjuntos, y por tanto modelos de las Teorías que 
representa, de cualquier cardinalidad innumerable, si bien no 
pueda denotar individualmente todos sus elementos. Es verdad 
que esto no es necesario y hasta puede considerarse inútil; pe-
ro, en algunos casos, como en la Teoría formal de los reales, la 
elección de un modelo innumerable parece a la mayoría de los 
Matemáticos la más sensata y satisfactoria. Lo que importa – y 
que es indudable – es que en ningún caso y desde ninguna 
perspectiva dicha elección puede ser concluida como contradic-
toria o errada. A razón de ello, esta crítica no puede demoler 
efectivamente los modelos de cardinalidad superior al nume-
rable, ni el punto de vista de quien desea usarlos. Y ni siquiera 
es capaz de ofrecer mayor rigor o sanar el descrito relativis-

                                                           
49 O, más sencillamente, una versión suya menos general: todo Sistema 

con modelos infinitos para cuyo lenguaje vale el Teorema de s-completitud, 
admite un modelo numerable. 
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mo: ya vimos, en el ejemplo fundamental de los naturales, que 
hay modelos numerables no isomorfos entre sí; análogamente, 
veremos pronto que fijar la “cardinalidad” de un “modelo” de 
TC, no significa en absoluto fijar su “modelo”, incluso si dicha 
“cardinalidad” es la “numerable”. 

Las críticas de Quine van mucho más allá. El punto de vista 
que las resume es la consideración de que dos Matemáticos 
nunca podrán estar seguros de usar el mismo “modelo” para 
TC; y, por tanto, tampoco de que coincidan sus conceptos de 
“conjunto”, “número natural”, “numerable”, “innumerable”, 
etc. En efecto, es cierto que no es posible ningún tipo de con-
vención formalizable que asegure dicho acuerdo: el lenguaje de 
TC, obviamente, es el mismo para todos sus “modelos”, aunque 
sean profundamente distintos (lo cual ocurre para cualquier 
otro Sistema formal). No obstante, también es verdad que esto 
no significa necesariamente que dichos conceptos no puedan 
ser distinguidos en absoluto. De hecho, podrían ser distingui-
dos – y en realidad no hay otra elección – por la metamatemá-
tica; según un acuerdo de naturaleza genuinamente semántica. 
Obviamente, se puede dudar de este poder, como se puede du-
dar de cualquier convención semántica que fundamente la me-
tamatemática; pero hemos ya observado en la primera Parte 
que, si se quiere creer como posible un tipo cualquiera de co-
municación, también se deberá admitir alguna forma previa de 
acuerdo semántico informal. Y en el caso fundamental de los 
números naturales, este acuerdo, después de todo, parece inne-
gable: realmente ¿se puede sostener que es ilusorio intentar 
desarrollar un estudio de sus propiedades, al menos las básicas, 
que sea compartido por todos aquellos interesados? Para una 
crítica filosófica exhaustiva contra el punto de vista de Quine, 
recomendamos la lectura de un breve y muy eficaz artículo de 
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H. Hrachovec50. 
Estas muy sensatas razones, por otra parte, no pueden resol-

ver del todo el problema cardinal. Admitir que es posible con-
cordar un significado para los conceptos de “número natural”, 
“numerable”, etc., significa admitir que es posible convenir un 
“modelo estándar” para TC. Pero si se intenta especificar exac-
tamente las características de dicho “modelo” espontáneo, en-
tonces la cosa se complica. Incluso la misma “cardinalidad” se-
ría discutible, pero supongamos de tenerla fijada; si se desea, 
con la prudente “cardinalidad numerable” de Skolem. Ahora 
bien, ya observamos que TC es incompleto, siendo la hipótesis 
general del continuo indecidible (ap. II.12). Hay que añadir que 
se han descubierto muchos otros enunciados indecidibles51 y 
que, como reconoceremos en la tercera Parte, la incompletitud 
de TC es ineliminable. El punto débil es que ninguno de estos 
enunciados parece verdadero o falso en el “modelo espontá-
neo” de TC; el cual, por consiguiente, cada vez tiene menos de 
espontáneo. Piénsese, en comparación, en el caso del V postu-
lado de la Geometría euclidiana: allí, el “modelo espontáneo 
euclidiano” lo indica tan enérgicamente como verdadero que 
indujo muchos Matemáticos a considerarlo como un posible 
teorema. En cambio, aquí ¿en qué “modelo” pensamos? ¿Uno 
para el cual la hipótesis del continuo es verdadera o uno de los 
infinitos – entre sí completamente distintos – en la que es fal-
sa? Y la misma pregunta se puede repetir para todos los demás 
(infinitos, como se verá) enunciados indecidibles. 

En definitiva, hay que reconocer abiertamente que no se tie-

                                                           
50 Ontological Relativity reconsidered: Quine on Löwenheim-Skolem, 

Davidson on Quine. 
51 Por ejemplo, la hipótesis de Suslin, de Kurepa y de Martin; hay 

otros más. 
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nen las ideas claras sobre como está hecho el “modelo” de TC 
que nos consiente – lo consideramos a pesar de todo innegable 
– una visión común y unitaria de la Matemática. La sensación 
tangible que se percibe es que cuanto más nos adentramos en 
los fundamentos de las Matemáticas, más parece ilusorio inten-
tar dilucidar inequívocamente cada detalle. 

A propósito se debe subrayar un hecho: manifiestamente, 
los problemas que han salido a la luz no se deben a la unifica-
ción fundamental realizada por TC. Es más, para este aspecto, 
la reducción conjuntista de la Matemática opera como una len-
te de aumento, revelando y unificando todas las ambigüedades 
ya presentes en las Teorías que unifica: en todo caso, pues, en 
clave favorable. Por ejemplo, supongamos tener sólo el Siste-
ma PA, olvidando TC; PA sería, entonces, el único Sistema 
formal que puede usarse para definir los números naturales. Pe-
ro a PA podemos siempre aplicarle el metateorema de L-S y 
reencontrar la desconcertante pluralidad de modelos de todas 
las cardinalidades; en consecuencia, la representatividad en 
lenguaje puramente matemático de los números naturales “in-
tuitivos” entrará en crisis de manera análoga a como hemos 
evidenciado en seno a TC. 

Cuando un problema de relativismo se manifiesta sólo en 
TC es porque tiene relación con un concepto que se ha formali-
zado sólo en TC (como, por ejemplo, el de finito): en el caso 
que se decida no formalizarlo, éste, por supuesto, se quedará 
con su propia ambigüedad semántica. 

 
II.20. El uso intrínsecamente semántico de los Sistemas 

formales y de TC 
 
Ya se ha anunciado que la oportunidad de sustituir el mo-

delo es capaz de ampliar la capacidad expresiva de un Sistema 
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axiomático formal. Para constatarlo es suficiente un sencillo 
ejemplo sobre el primer Sistema axiomático que hemos defi-
nido (ap. I.1). Interpretemos A, B, C y D como 0, 1, 2, 3 y 
“→” como “<”, es decir, “menor de”; puesto que los tres 
axiomas se satisfacen, se obtiene un modelo. Además la regla 
deductiva es correcta, porque si X<Y y Y<Z, también valdrá 
que X<Z. Con los únicos tres teoremas que se pueden deducir, 
obtenemos la siguiente interpretación: 0<2, 0<3 y 1<3. No 
obstante, está claro que si nos referimos al modelo 0, 1, 3, 4, 
con el mismo significado para “→”, podemos también deducir 
0<4 y 1<4. Con esta estrategia es posible hacer que este bana-
lísimo Sistema, de tres teoremas sólo, sea capaz de deducir in-
finitas propiedades de los números naturales. El uso de distin-
tos modelos es por tanto capaz de aumentar 
espectacularmente el poder expresivo de la Teoría. En parti-
cular puede ocurrir que un enunciado E interpretado en el 
nuevo modelo M2 exprese una propiedad p del universo del 
originario modelo estudiado M1; incluso una propiedad antes 
incodificable, es decir, que no puede ser expresada mediante 
ningún enunciado interpretado en M1 (y hemos visto que hay 
siempre infinitos, si M1 es infinito). En otras palabras, para 
enunciar y eventualmente demostrar la propiedad p, se recu-
rriría a un modelo distinto del modelo al cual la misma p se 
refiere. Naturalmente, entre los dos modelos deberá existir 
una oportuna relación. Sentimos no poder traer auténticos y 
útiles ejemplos aplicados para este criterio; es probable que 
normalmente estas deducciones se obtengan mediante el uso 
de un distinto Sistema axiomático, en lugar de un distinto 
modelo (lo cual sería siempre posible cuando dicha relación 
es propiamente matemática). En todo caso, es plausible que el 
método sea subestimado, sobre todo en el caso de que dicha 
relación sea intrínsecamente semántica, aun siendo metama-
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temáticamente indiscutible. No obstante, podemos preguntar-
nos hasta qué punto el criterio descrito puede resolver los lí-
mites expresivos de la Teoría. Ante todo, la sencilla denota-
ción de todas las propiedades del universo de un modelo 
infinito requeriría una cantidad innumerable de otros mode-
los: ¿hay suficientes? El teorema de Löwenheim-Skolem po-
dría tranquilizarnos (!) desde este punto de vista. ¿Cuántas 
son todas las cardinalidades? Por lo observado en una nota del 
ap. II.12, sabemos que la colección de todas las cardinalidades 
tiene siempre más elementos que cualquier conjunto de núme-
ros cardinales. Se trata, por lo tanto, de un tipo de infinito 
“más fuerte” de lo normal (recordemos que una posible defi-
nición de conjunto infinito es que el conjunto tenga “tantos 
elementos como” los de un subconjunto suyo propio). En 
efecto, en el ámbito de las clases, descritas según la Teoría de 
los conjuntos NBG, se puede definir una “correspondencia bi-
unívoca” (con comillas porque no es entre conjuntos y, por 
tanto, no es ella misma un conjunto) entre esta colección y la 
colección de todos los conjuntos; en consecuencia, se puede 
afirmar que también la primera es hiperinnumerable como la 
segunda. Pero incluso limitándose a los modelos isomorfos 
entre sí, la situación es tranquilizadora: en toda Teoría dotada 
de modelos, el número de modelos isomorfos es ciertamente 
hiperinnumerable. Para concluir esto, basta observar que se 
puede sustituir el universo del modelo, cuyos elementos indi-
camos con a, b, c, ..., con un universo que contiene los ele-
mentos (a,x), (b,x), (c,x) ..., siendo x un conjunto cualquiera. 
Si la presencia de x es ininfluyente en las operaciones, se ob-
tiene un modelo distinto pero isomorfo al inicial. Puesto que 
el número de todos los conjuntos es hiperinnumerable, se lle-
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ga a la conclusión52. 
Está claro que admitir el uso de uno cualquiera de los hiper-

innumerables modelos del Sistema para deducir, implica con-
siderar innumerables enunciados interpretados; y entonces tra-
tar el Sistema como no formal. En esto consiste, pues, lo que 
podemos denominar el uso intrínsecamente semántico de un 
Sistema formal: considerarlo de hecho como no formal, admi-
tiendo para sus proposiciones la posibilidad de innumerables 
interpretaciones. Todo ello sin alterar minimamente el lenguaje 
de la Teoría (ni mucho menos su número de orden expresivo). 

Sin embargo, por lo que respecta al ámbito interpretativo de 
la crucial Teoría TC, se tiene una situación singular. A parte las 
razones explicadas, la interpretación de las proposiciones de 
TC resultaría oportuna por un motivo más fundamental: el de-
seo de poder describir todos los conjuntos (o, por lo menos, to-
dos los elementos de un conjunto innumerable). Se pretendería, 
es decir, que TC fuese capaz de describir efectivamente todo 
objeto para el cual la propia Teoría ha sido creada, como con-
templado en el ap. II.15. 

El problema al interpretar TC, como hemos visto, es que la 
distinción, la especificación, de cualquier “modelo” correcto, 
incluso del más intuitivo, es incierta. No parece lícito sostener 
que son posibles interpretaciones del lenguaje de TC capaces 
de asignar a cada enunciado uno y un solo claro significado. En 
consecuencia, tendría muy poco sentido hablar, como antes, de 
distintos modelos en relación. Por otra parte, la exigencia de 
una interpretación que vaya más allá de las posibilidades de un 
sólo “modelo”, parece concreta y efectiva: basta reconocer que 
lo que normalmente se hace cuando se trabaja con la Teoría 
TC, no es dar un significado indiscutible a sus enunciados se-

                                                           
52 Para más detalles véase G. Gerla: Proprietà che si conservano, cap. 6. 
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gún un “modelo suyo preestablecido” (¿qué “modelo”?); sino, 
inversamente, se intenta transformar cualquier afirmación se-
mántica relacionada con conceptos conjuntistas, en secuencias 
de símbolos de TC. Se entiende que ello equivalga, en cierto 
sentido, a utilizar el “modelo” más conveniente para formalizar 
la frase. Realmente, es como si se admitiesen simultáneamente 
todos los hiperinnumerables “modelos” concebibles, o bien, si 
se prefiere, un único “modelo” de tipo “dinámico”, en el cual la 
colección de los conjuntos se adapta a nuestras exigencias mu-
dables. Claramente, se trata de un uso intrínsecamente semánti-
co, porque maneja el Sistema como no formal. Su lado positi-
vo, manifiestamente, es la capacidad para remediar a todo 
límite expresivo de TC: de representar totalmente y fielmente 
(dado que cualquier criterio semántico relativo a las premisas 
puede ser reproducido por el “modelo dinámico”) incluso a los 
Sistemas innumerables. El negativo es la pérdida de formalidad 
y el carácter huidizo de la interpretación, que además, debe sa-
ber arreglárselas para remediar a las emergentes ambigüedades 
del lenguaje, como en breve observaremos. 

Para intentar precisar el funcionamiento de dicha interpreta-
ción “dinámica” de TC, tomemos como ejemplo la descripción 
de las propiedades de los números naturales. Sabemos que el 
lenguaje “numerable” del Sistema formal TC es incapaz de de-
notar individualmente un número infinito de elementos de 
P(N), es decir, de propiedades de los números naturales. Ima-
ginemos de establecer un “modelo” tradicional infinito, C, de 
la Teoría53; es decir, un “modelo” que asocie un único e indis-
cutible significado a cada proposición. Puesto que el lenguaje 

                                                           
53 Y, si se quiere, se suponga “no numerable” para resolver el problema 

de la insuficiencia expresiva de TC con una estrategia más general que la 
descrita en el apartado precedente. 
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de TC interpretado en C sigue “numerable”, éste seguirá sin 
poder describir infinitos de los elementos de P(N). No obstante, 
a estos elementos habría que poder aplicar las premisas de TC, 
si es verdad que son conjuntos. En efecto, esto se podría hacer 
sólo redefiniendo C, o sea “cambiando” el “modelo”. La rede-
finición del “modelo” puede (y debe) consentir la descripción 
propiamente matemática de propiedades, que todavía son con-
juntos, antes incodificables. Naturalmente, tal redefinición no 
puede establecerse de manera oficial o consciente, dado que 
todo “modelo”, realmente, es indistinto; sencillamente, se rea-
liza cuando se codifique en lenguaje conjuntista la propiedad 
(es decir, el conjunto) que cada vez nos interesa estudiar. 
Cuando se haga esto, en general podrá cambiar el “modelo” C, 
pudiendo incluso tener otra “cardinalidad”. Lo que implica que 
¡también N y P(N) podrán cambiar! Por ello, no hay duda de 
que considerar la colección de todos los “modelos” como un 
único “modelo dinámico” no convencional, da lugar, en gene-
ral, a una situación de ambigüedad de la cual no queda más que 
la sencilla suposición de saberse desenredar; un malestar que 
cabía esperar. Otro precio que se paga es que surgirán siempre 
nuevos conjuntos no formalizables (entre éstos, quizá algunos 
que “antes” lo eran). Pero está claro que el “ciclo” puede teóri-
camente repetirse hasta el infinito para permitir la descripción 
de cualquier conjunto. 

Naturalmente, el uso intrínsecamente semántico de TC re-
suelve sólo aparentemente los problemas discutidos anterior-
mente. Es verdad que el Sistema – distinto de TC – obtenido de 
TC interpretando libremente, de la manera descrita, sus propo-
siciones puede escapar al metateorema de s-completitud y a sus 
consecuencias. Pero la pluralidad de “modelos” y, con ello, la 
relatividad de los conceptos de número, finito, cardinalidad, 
categoricidad, etc., se reencuentra intacta en seno al propio 
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“modelo dinámico”, por como ha sido definido. Además, el uso 
de dicho “modelo dinámico” comporta, claramente, una explí-
cita renuncia a resolver los enunciados indecidibles de TC, da-
do que éste absorbe tanto los “modelos” para los cuales son 
verdaderos, como aquellos para los que son falsos. De hecho, 
por su capacidad de poder describir cualquier concepto conjun-
tista, este uso de TC equivale al empleo de la tradicional Teo-
ría “ingenua” de los conjuntos. 

Intentemos ahora extraer algunas fundamentales conclusio-
nes al final de esta segunda Parte. La Teoría axiomática de los 
conjuntos, aun con límites, permite unificar y formalizar (en 
teoría, desde luego no en práctica por la intratabilidad de su 
formalismo) toda la Matemática. Al hacerlo, las ambigüedades, 
antes esparcidas en los fundamentos de cada una de las Disci-
plinas, se concentran todas en la base de esta Teoría. Ninguna 
de las “roñas” del edificio desaparece, sino se esconde bajo sus 
cimientos. Ésta Teoría consiente formalizar conceptos muy im-
portantes y fundamentales (como los de finito e infinito), aun-
que con el amargo descubrimiento de que ni estos ni otros pue-
den considerarse certeramente correspondientes a los 
metamatemáticos; que son, naturalmente, el verdadero objetivo 
del conocimiento. Por otra parte, este problema no se debe a 
TC, sino que reside en los fundamentos de todo Sistema clásico 
formal. La Teoría, además, no puede describir fielmente todos 
los Sistemas formales, a menos de perder, como hemos antici-
pado, su carácter determinístico de tipo “mecánico” (esto se 
concluirá e ilustrará en la tercera Parte; hasta ahora, sólo hemos 
señalado la duda de que todos los Sistemas formales sean fiel-
mente representables). Para el ámbito interpretativo, se observa 
que sus “modelos” están sujetos a una nebulosidad que parece 
inevitable y además, para que la Teoría misma pueda describir 
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todos los objetos para los cuales está pensada, la única posibi-
lidad de carácter general es una interpretación libre de sus pro-
posiciones, es decir admitir el uso “simultáneo” de todos sus 
posibles, hiperinnumerables, “modelos”. Este uso, si bien re-
suelve todos los límites expresivos de la Teoría, consintiendo 
representar total y fielmente también a los Sistemas no forma-
les, equivale pero a considerar TC como innumerable y por tan-
to no formal. 

En ciertos aspectos, pues, la situación parece dar la razón a 
una famosa crítica atribuida a Poincaré: “la Teoría axiomática 
de los conjuntos es un error del que algún día nos recuperare-
mos”. Su unificación, teórica y no de hecho, tiene límites de fi-
delidad y no resuelve ni mejora ninguna ambigüedad. La natu-
raleza de sus “modelos” es oscura y se necesita una cantidad 
innumerable de ellos – es decir, se precisa que el Sistema 
abandone el riguroso formalismo, reconvirtiéndose en Teoría 
“ingenua” de los conjuntos – para poder describir todo aquello 
para lo que ha sido creada. Todo esto manifiesta la inutilidad 
de su aspecto formal y parece justificar un retorno a la “inge-
nuidad” cantoriana. 

Sin embargo, resumiremos su defensa en tres puntos: 1) TC 
es capaz de formalizar algunos metateoremas fundamentales y 
representar fielmente los Sistemas formales más comunes e im-
portantes. 2) Toda Teoría formal tiene análogos límites expre-
sivos, insalvables en el respecto de la formalidad. 3) La con-
centración de todas las ambigüedades de las Disciplinas 
matemáticas en los fundamentos de una única Teoría, capaz de 
unificar toda la Matemática más importante, es un resultado 
epistemologicamente loable que consiente revisar la naturaleza 
de dichos problemas de manera unitaria y exhaustiva. Y, por 
ejemplo, de concluir definitivamente que las raíces de la Ma-
temática no pueden ser dilucidadas en todos sus detalles. 



 
 
 
 

TERCERA PARTE 
INCOMPLETITUD E INDECIDIBILIDAD 

 
III.1. Sistemas clásicos efectivamente axiomatizables 
 
El objetivo de los siguientes apartados será profundizar en la 

naturaleza de los sistemas formales. En particular nos interesa 
estudiar en qué condiciones éstos pueden tener ciertas propie-
dades favorables que acentúan su determinismo. 

Recordemos que las demostraciones, según la buena defini-
ción, son distinguibles. Esto quiere decir que, dado un objeto 
cualquiera, es posible determinar metamatemáticamente si es 
una demostración o no. Pero un razonamiento metamatemático 
puede referirse al significado de las palabras del modo más ge-
neral y arbitrario y por lo tanto obtenerse por trámite de una es-
trategia inclasificable; sin embargo, es espontáneo desear, co-
mo ya mencionamos en el apartado I.5, un método de 
conclusión “automático”, “mecánico”, que no estuviese ligado 
a la fantasía o habilidad del Matemático. Nos referimos concre-
tamente a una máquina que, ante las premisas de un Sistema 
formal, sea capaz de responder siempre con un “sí” o con un 
“no” a la pregunta de si un objeto cualquiera es una demostra-
ción de algún teorema. 

Una colección se dice decidible si es numerable y si existe un 
procedimiento mecánico, describible finitamente, capaz de esta-
blecer, dado un objeto cualquiera, si éste le pertenece o no1. Un 

                                                           
1 Es evidente la importancia del orden de los términos en la definición: 

no es lo mismo decir “dado un objeto cualquiera, existe un procedimiento 
mecánico capaz de…etc.” Esta última definición no exige que dicho proce-
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Sistema matemático se dice efectivamente axiomatizable (que 
abreviaremos con ef. ax.) si la colección de las demostraciones de 
sus teoremas es decidible. El procedimiento mecánico que hace 
decidible una colección numerable se llama, concisamente, de de-
cisión. Naturalmente, la decidibilidad es una condición más fuerte 
que la distinguibilidad. 

Pero ¿qué debemos entender exactamente por “procedimien-
to mecánico describible finitamente”? Parece que sería oportu-
no definir más rigurosamente este concepto. Ofreceremos, en-
tretanto, una aclaración informal de la idea. Generalmente2, nos 
referimos a una Estructura (evitamos el término “Sistema” por 
motivos obvios), con un programa prefijado que: 

 
· Admite un número finito de objetos finitos y sin ambi-

güedad, que llamaremos inputs, los cuales arrancan su 
funcionamiento. 

· Es capaz de señalar su parada, es decir, la espera de nue-
vos inputs. 

· Cuando se para tras los inputs, habrá producido un nume-
ro finito de resultados (o outputs) finitos. La misma seña-
lización de parada es otro output particular. De todas 
formas, cabe la posibilidad de que nunca se pare, en cuyo 
caso es posible que produzca infinitos outputs finitos 
(aunque, como caso particular, podría no producir jamás 

                                                                                                                           
dimiento sea único para todos los objetos y equivale a una distinguibilidad 
que introduce como única novedad el carácter mecánico de las conclusio-
nes. También en metamatemática, como en un lenguaje simbólico, es im-
portante el orden de los términos en un periodo; claro que no es frecuente 
encontrarse con sutilezas de este tipo en el lenguaje común. 

2 Seguimos aquí, como ejemplo, algunas trazas de F. Montagna: Teoria 
della computabilità. 
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un output). 
 
Además, debe poseer estas otras características: 
 

· Una vez fijado el programa, cada output depende sólo y 
únicamente de los inputs. Con lo que, repitiendo en un 
momento cualquiera los mismos inputs, se vuelve a obte-
ner el mismo resultado. 

· El programa es un conjunto finito de instrucciones; cada 
instrucción es un objeto bien determinado que no cambia 
en el tiempo. 

· Las instrucciones se traducen en operaciones simples y 
necesarias que no requieren ni fantasía, ni preferencia, ni 
especial inteligencia. No pueden implicar operaciones de 
azar como el lanzamiento de un dado o de una moneda3. 
Dan siempre resultados parciales únicos (y por consi-
guiente un único resultado final): por ese motivo, no 
pueden consistir en elecciones arbitrarias entre diversas 
acciones posibles. 

· Tiempo, dimensiones físicas, energía absorbida y otros lí-
mites prácticos, no influyen en el funcionamiento de la má-
quina. 

 
La eventualidad de que la máquina pueda no pararse podría 

haber sorprendido alguien acostumbrado a contar siempre con 
recursos agotables. El lector que no esté acostumbrado a la in-

                                                           
3 Esta condición, por lo tanto, excluye explícitamente cualquier proce-

dimiento que utilice algo parecido a una función de tipo random (que gene-
ra, al menos en teoría, números casuales; nótese que se trata de una técnica 
de cálculo muy usada). Retomaremos el tema en el apartado III.6. 
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formática, puede pensar en el ejemplo de un coche. El input 
podría ser “¡vamos a la playa!”. El conjunto de las instruccio-
nes, dejando a un lado las operaciones de conducción, se puede 
sintetizar con “seguir el itinerario marcado en rojo en el ma-
pa”. El resultado (o parte de ello, si así lo decidimos) es todo lo 
que el coche produce: aceleración, humo, el tránsito sobre una 
colina o por un litoral, etc. Un ejemplo en el que el procedi-
miento no se para, es el siguiente. Input: “¡en marcha!”; pro-
grama: “seguir el itinerario marcado en rojo”, donde dicho iti-
nerario es una curva cerrada en sí misma. No nos interesa tener 
en cuenta la gasolina o el desgaste del coche; ni la duración fi-
nita de la vida del coche, del conductor o del universo. Porque 
lo que queremos es descubrir los límites teóricos de la teoría 
que tratamos, al margen de las dificultades prácticas. Por otra 
parte, el caso de no parada no debe ser considerado en princi-
pio como necesariamente “negativo”, como veremos. 

De todas formas, existe una posterior hipótesis simplifi-
cadora que, en nuestro caso, parece oportuno admitir acerca 
de los objetos, tanto de input como de output: que éstos se 
limiten a cadenas alfa-numéricas (de longitud finita, como 
dijimos). Esto se asume en consideración de la aplicación de 
las máquinas a los Sistemas axiomáticos concretos, donde 
están así representadas tanto las proposiciones como las ar-
gumentaciones de la metamatemática (como las demostra-
ciones, según la buena definición). Por otra parte, desde un 
punto de vista lógico, dicha hipótesis no limita en ningún 
modo las máquinas: baste pensar que un normal ordenador 
(que sólo maneja cadenas binarias de “0” y “ 1”) puede 
hacerse capaz de efectuar cualquier tipo de acción (incluso 
poner en marcha otra máquina cualquiera) y que, desde 
nuestro punto de vista, no nos interesa el objeto de un output 
en sí, sino sólo su representación simbólica característica. En 
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consecuencia de tal hipótesis, el programa de una máquina 
cualquiera provoca exclusivamente un procesamiento de las 
cadenas alfa-numéricas de input, produciendo, cuando sí, 
cadenas alfa-numéricas de output. 

Ciertamente, estas aclaraciones sobre las máquinas mitigan 
sólo en parte el descontento por la necesidad de recurrir a ellas, 
a estos nuevos conceptos informales. De hecho, ¿no sería más 
oportuno, por ejemplo, tratar de reconducir esa “Estructura me-
cánica” a un simple Sistema matemático? Dejemos la respuesta 
para más adelante. 

Hay que notar que en la definición de colección decidible se 
usa el concepto informal de “numerable” (efectivamente, este 
término debería ir entre comillas). No obstante, veremos que 
gracias a la convención representada por la Tesis de Church-
Turing, a cualquier colección decidible corresponde efectiva-
mente un particular conjunto numerable. Por este motivo, 
hemos omitido y continuaremos omitiendo las comillas. 

Si un Sistema axiomático es ef. ax., entonces es formal. En 
efecto, como el conjunto de las demostraciones es numerable, 
también lo es el de los teoremas. Además, en un Sistema ef. 
ax., la máquina, discriminando todas y solas las demostracio-
nes por orden de longitud, puede producir en salida todos y so-
los los teoremas del Sistema. Ello puede llevarse a cabo, por 
ejemplo, si se conviene que, en cada demostración propiamente 
dicha, la última cadena tenga siempre que simbolizar la conclu-
sión, es decir el teorema. En definitiva, al ser todos outputs de 
una máquina, tanto las demostraciones como los teoremas no 
poseen un carácter semántico ineliminable. Así, el Sistema res-
peta la formalidad en lo relativo a sus teoremas y entonces se 
puede calificar de deductivamente formal. Ahora, conforme a 
la convención simplificadora que hicimos al principio del apar-
tado II.14, podemos desatender el caso en que, a pesar de ello, 
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la Teoría sea informal a causa de una semántica irreducible en 
proposiciones que no son teoremas: una situación, como hemos 
explicado, poco interesante en sí, inusual y en todo caso eludi-
ble. 

Viceversa: ¿un Sistema axiomático formal es siempre ef. 
ax.? Dado un Sistema formal arbitrario, para buscar un mé-
todo de reconocimiento “mecánico” de las demostraciones, 
se podría considerar ante todo una generación combinatoria 
y ordenada de todas las posibles cadenas finitas de los sím-
bolos finitos admitidos. Si éstos son los caracteres alfa-
numéricos, podemos convenir que las primeras “frases” sean 
todas aquellas constituidas por un solo símbolo en orden al-
fa-numérico. Después consideraremos todas aquellas consti-
tuidas por dos símbolos y así sucesivamente, siempre respe-
tando el orden alfa-numérico. Una máquina automática 
puede generar sin problemas esta secuencia. Antes de que 
surja una cadena que contenga enunciados del Sistema (y por 
lo tanto, posiblemente una demostración), será necesario 
“aguardar” bastante, ya que las combinaciones que dan lugar 
a frases de este tipo sólo serán una mínima parte de las tota-
les. Pero éste es un problema de carácter puramente práctico 
que de momento no nos interesa. A continuación, con el ob-
jetivo de que el Sistema sea ef. ax., la máquina debería dife-
renciar dichas frases en demostraciones y no-
demostraciones. Sin embargo, nada impide que cada demos-
tración dependa de modo singular y exclusivo de la particu-
lar expresión formal del enunciado a demostrar. Lo que que-
remos decir concretamente es que, si E es un enunciado 
genérico del Sistema, el razonamiento que concluye que E es 
un teorema podría depender intrínsecamente de E; es decir, 
ser distinto para cada E (aunque no asocie ningún significa-
do a E). En tal caso, si los teoremas son infinitos (una hipó-
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tesis, recordamos, de no trivialidad para el Sistema), podría 
ser imposible establecer un número finito de indicaciones no 
semánticas para reconocer todas las demostraciones; es de-
cir, transferir la lógica demostrativa del Sistema a un proce-
dimiento mecánico. Por tanto, parece razonable dudar de 
que todo Sistema formal sea efectivamente axiomatizable. 
Precisamente descubrir si es así o no, será uno de los princi-
pales objetivos de los temas que trataremos.  

En un Sistema ef. ax., como acabamos de observar, el pro-
cedimiento mecánico de decisión de la demostraciones se pue-
de modificar fácilmente para que produzca en salida todos y 
solos los teoremas del Sistema (he aquí un ejemplo “positivo” 
de máquina que no concluye, salvo en el caso trivial de que el 
Sistema tenga un número finito de teoremas); esta propiedad se 
indica brevemente diciendo que los teoremas son efectivamente 
numerables. En general no vale el caso inverso: si en una Teo-
ría clásica el conjunto de los teoremas es efectivamente nume-
rable (es decir, si existe una máquina capaz de hacer un elenco 
de todos y solos sus teoremas), no quiere decir que ésta sea ef. 
ax. (lo observaremos mejor en el apartado III.3); de todas for-
mas, en los casos de interés práctico, este caso es decididamen-
te insólito. 

Si existiesen Sistemas formales no ef. ax., como hemos su-
puesto por lógica prudencia, sus teoremas, siempre numerables, 
podrían no serlo efectivamente; es decir, podría no existir nin-
guna máquina capaz de generarlos todos y solos. 

Hay que subrayar que la efectiva numerabilidad no implica 
la decidibilidad: el procedimiento mecánico, ligeramente modi-
ficado para controlar si un determinado objeto se encuentra en 
la lista exhaustiva de elementos de la colección que él mismo 
genera, puede ciertamente reconocer, antes o después, si un ob-
jeto determinado le pertenece; pero si no le pertenece, tal pro-
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cedimiento no se pararía y nos quedaríamos “para siempre” 
con la duda. Por lo tanto, en un Sistema ef. ax., no es seguro 
que el conjunto de los teoremas sea decidible. 

Para de que lo sea, basta con que también el conjunto de los 
enunciados que no son teoremas sea efectivamente numerable: 
en efecto, presentaríamos el enunciado E a ambos procedi-
mientos y esperaríamos la primera respuesta de uno de los dos, 
durante un tiempo finito4. La condición, por otra parte, también 
es necesaria: si el conjunto de los teoremas es decidible, el pro-
cedimiento de decisión puede hacer un elenco exclusivo y ex-
haustivo tanto de los teoremas como de los no-teoremas: basta-
rá con enviarles en input todas las posibles secuencias finitas 
de símbolos del Sistema, ordenadas por longitud y alfa-
numéricamente. 

Si el conjunto de los teoremas es decidible se dice que el 
Sistema mismo lo es. Inmediatamente es preciso advertir de los 
peligros de esta terminología. Obviamente, que una Teoría sea 
decidible no implica que no pueda contener enunciados indeci-
dibles, es decir que tenga que ser completa; en efecto, si un 
enunciado I es indecidible, la decidibilidad del Sistema com-
porta solamente que una máquina sepa reconocerlo, o sea con-
cluir que ni I, ni su negación son teoremas. Es verdad que la 
terminología usual en este caso es poco afortunada, pero hay 
que resistir a la tentación de modificarla, porque por desgracia 
ya está muy difundida. Una buena norma para rehuir confusio-

                                                           
4 No hay que dejarse engañar por las referencias al tiempo, cuya única 

finalidad es la de ilustrar mejor el asunto: “responder en un tiempo finito” o 
“responder antes o después” equivalen simplemente a “concluir”; mientras 
“no pararse nunca” a la imposibilidad de hacerlo. 
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nes es evitar las formas verbales del verbo “decidir” 5 y usar só-
lo los adjetivos decidible e indecidible, especificando siempre 
si se refiere a un Sistema o a un enunciado individual. 

Ciertamente la decidibilidad, para un Sistema matemático, 
representa un grado sumo de su conocimiento. Si E es un enun-
ciado cualquiera, poniendo en marcha el procedimiento mecá-
nico de decisión, que siempre termina, una vez con input E y 
después con notE, se podría concluir siempre si E es un teore-
ma, la negación de un teorema o un enunciado indecidible. Y, 
por lo tanto, también establecer que el Sistema es incompleto, 
si lo es (en cambio, si es completo, en general esto no puede 
concluirse basándose sólo en el procedimiento finito de deci-
sión). También el problema de la consistencia se resolvería in-
mediatamente: fijado un enunciado E arbitrario, el Sistema será 
consistente si y sólo si al menos uno de los dos enunciados en-
tre E y notE no es un teorema. La genialidad de los Matemáti-
cos, en dichos Sistemas, ¡quedaría sustancialmente limitada a 
la brevedad o elegancia de las deducciones!6 Por suerte para 
ellos, de todos modos, los Sistemas decidibles son en efecto 
una utopía. Para empezar, en todos los casos reales, la consis-
tencia sólo puede suponerse como verdadera, como veremos. Y 
sólo en pocos casos (que pronto ejemplificaremos), si ésta se 
admite, se concluye que el Sistema es decidible. 

Un caso trivial de Sistema decidible es el de cualquier Sis-
tema clásico formal inconsistente: en él, cada enunciado es un 
teorema. Por lo tanto, un Sistema indecidible, es decir no deci-
                                                           

5 Como en: “decidir un enunciado”, usado en el sentido de: “establecer 
si es un teorema o no”. De hecho, si se “han decidido” un enunciado y su 
negación como “no teoremas”, el enunciado es… ¡indecidible!  

6 Está bastante difundida la idea de que este determinismo haya repre-
sentado “el sueño” de Hilbert; sin embargo, como luego comentaremos, es 
muy probable que se trate de una generalización exagerada. 
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dible, es necesariamente consistente. 
Consideremos ahora un Sistema axiomático ef. ax. y consis-

tente. Sea E un enunciado suyo cualquiera; si E es un teorema, el 
mencionado procedimiento mecánico de comparación con los 
teoremas de output de la máquina está capacitado para descu-
brirlo. Si E no es un teorema, se tienen dos casos: en el primero, 
E es la negación de un teorema y esto se puede descubrir verifi-
cando notE en la misma manera; no hay que pasar por alto que, 
para hacerlo, se necesita la hipótesis de la consistencia. En el se-
gundo caso, en el que E es indecidible, este procedimiento, sin 
embargo, fallaría: en efecto, éste no se pararía y no podríamos 
llegar a ninguna conclusión. Naturalmente, dependiendo del Sis-
tema, es posible que existan diferentes procedimientos para lle-
gar a la correcta conclusión; pero, como no se vislumbran méto-
dos generales, hay que dudar de ello. Como dijimos en el 
apartado II.9, el conjunto de los teoremas es distinguible para 
cada Sistema con modelos y s-completo (y entonces también en 
nuestro caso particular, en el cual el Sistema es formal y consis-
tente) en la hipótesis en que todos los modelos del Sistema sean 
individuables (en el peor caso, metamatemáticamente; tal hipó-
tesis es sobradamente optimista sólo para el caso del Sistema 
TC, como veremos más adelante): en efecto, los enunciados in-
decidibles se pueden reconocer considerando modelos oportu-
nos. Así, pues, se pone de manifiesto que añadiendo el hecho de 
que el Sistema formal sea también ef. ax., además de consistente, 
las cosas no cambian sustancialmente: en efecto, aunque ahora 
se disponga de un procedimiento mecánico que nos permite re-
conocer los teoremas y las negaciones de teoremas, para los 
enunciados indecidibles sólo nos queda, en general, la conside-
ración metamatemática de modelos. 

Por consiguiente, se diría que, en general, en un Sistema ef. 
ax. y consistente los Matemáticos no deben temer ser “reem-
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plazados” por los informáticos. No sólo por las razones prácti-
cas ligadas a las limitaciones físicas de las máquinas (que, co-
mo pronto veremos, de hecho hacen inviable la resolución me-
cánica de problemas incluso de modesta complejidad); sino 
también, precisamente por la no-mecanizabilidad, en general, 
de preguntas como: “¿es indemostrable tal enunciado?”. 

Por otra parte, en un Sistema ef. ax., consistente y com-
pleto, el procedimiento antes descrito es, obviamente, de de-
cisión: al faltar los enunciados indecidibles, éste clasifica to-
dos los enunciados en teoremas y no-teoremas, los cuales en 
este caso coinciden con las negaciones de los teoremas. Así, 
un tal Sistema será decidible; pero hay que recordar que para 
llegar a esta conclusión es necesaria la hipótesis de la consis-
tencia. Un ejemplo importante de este caso es la Teoría for-
mal de los números reales (TFR), o bien la Geometría eucli-
diana (GE); Sistemas que, como hemos señalado, son 
completos: una máquina podría entonces clasificar cada 
enunciado, presuponiendo la consistencia. Pero, por desgra-
cia, este hecho posee un interés exclusivamente teórico. 

En muchos sitios se afirma que si una colección es finita en-
tonces es decidible. Se trata, claramente, de un grave error. An-
te todo, la colección tampoco podría resultar distinguible, como 
observamos en un caso donde está involucrada la no individua-
bilidad de los entes (ap. I.12). Más aún, una colección finita 
podría ser distinguible y no decidible. Así resulta, por ejemplo, 
si al menos un elemento de la colección posee un carácter irre-
duciblemente semántico. En este caso, sólo la metamatemática 
podría discriminar perfectamente todos los elementos de la co-
lección, mientras toda máquina fallará. En el apartado III.9 se 
considerará un ejemplo muy fundamental. 

Volvamos finalmente a la idea, que antes apuntamos, de la 
posibilidad de definir el procedimiento mecánico sirviéndonos 
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simplemente de un Sistema matemático. Deberíamos arreglar 
las cosas de manera que para cada cadena del lenguaje en que 
estén expresadas las demostraciones, los outputs “esta cadena 
es una demostración” o “esta cadena no es una demostración”, 
sean sencillamente teoremas de un oportuno Sistema matemá-
tico, llamémoslo S. No existe alguna particular dificultad para 
hacerlo, pero la cuestión es que dicha propiedad no sería equi-
valente a la efectiva axiomatizabilidad antes definida. Para ser-
lo, si reflexionamos, deberíamos estar seguros de que los teo-
remas de S sean efectivamente numerables, es decir, que 
puedan ser generados exclusivamente y exhaustivamente por 
una máquina. Entonces, el concepto de máquina volvería a 
surgir. 

Para traducir en lenguaje matemático la idea de procedi-
miento mecánico es necesaria una apropiada convención: la Te-
sis de Church-Turing, de la que hablaremos más adelante. 

 
III.2. Ejemplos de Sistemas clásicos ef. ax.. Dos 

consecuencias del axioma de elección 
 
La efectiva axiomatizabilidad ¿es una condición difícil para 

los Sistemas clásicos formales comunes? Desde luego que no. 
Las cuatro reglas deductivas clásicas poseen un carácter que se 
puede mecanizar perfectamente7. Consideremos, por ejemplo, 
el modus ponens; para reproducirlo exactamente en una má-
quina, basta con programarla de modo que, teniendo “A” y 
“A→B” como inputs, produzca “B” como output. Algo análogo 
ocurre con la regla de sustitución y las restantes. También es 

                                                           
7 Contando con resolver sus “inocentes” ambigüedades: recuérdense, a 

este propósito, las consideraciones del apartado II.13 sobre el modus po-
nens. 
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posible programar una máquina de modo que pueda concluir o 
excluir si una determinada deducción, representada por finitos 
caracteres alfanuméricos, hace un uso correcto de las cuatro re-
glas deductivas clásicas. Entonces, acordándonos de nuestras 
convenciones generales sobre los Sistemas clásicos, es decir 
que usen sólo esquemas axiomáticos y reglas gramaticales per-
fectamente claras (en particular fielmente reproducibles por 
una máquina), se puede repetir una metademostración del todo 
análoga a la del apartado I.9, para concluir que en cada Sistema 
clásico de este tipo, la decidibilidad de las demostraciones es 
equivalente a la decidibilidad de los axiomas. De hecho, la 
efectiva axiomatizabilidad de un Sistema se define corriente-
mente mediante la condición de decidibilidad para sus axio-
mas. Sin embargo, si de esto se quiere derivar la efectiva nume-
rabilidad de los teoremas (como normalmente se hace) hay que 
dar por descontado que las reglas deductivas del Sistema sean 
sólo las clásicas o, más en general, que las premisas propias de 
la Teoría sean sin ambigüedad y mecanizables. He aquí por qué 
nuestra alternativa, perfectamente equivalente para los Siste-
mas de interés común, parece más general. 

Por otra parte, la decidibilidad de los axiomas es una condi-
ción habitual en los comunes Sistemas axiomáticos clásicos 
formales: PA, TFR y el mismo TC, son ef. ax. Este último 
hecho podría empujar apresuradamente hacia conclusiones 
muy optimistas sobre la Matemática entera, pero es necesario 
recordar el problema de la no fidelidad general de las represen-
taciones en TC. 

Sin embargo, antes de profundizar en el asunto, parece opor-
tuno ofrecer un ejemplo concreto de Sistema ef. ax., con el fin 
de verificar de forma tangible sus propiedades. Proponemos un 
ejemplo sencillo, pero al mismo tiempo general. Consideremos 
un Sistema con una infinidad numerable de axiomas, A1, A2,… 



 
215 

An,... y dos reglas de deducción perfectamente mecanizables, 
como las clásicas, D1 y D2. Supongamos que D1 sea aplicable a 
cada axioma o teorema individual T, produciendo siempre un 
nuevo teorema Z. Indicaremos este razonamiento deductivo 
con: D1(T)→Z. En cambio D2, imitando el modus ponens, ope-
re sobre cada pareja de distintos axiomas y/o teoremas, también 
produciendo siempre un nuevo teorema. Supondremos además 
que D2(X,Y)=D2(Y,X), es decir, que a D2 no le importe el orden 
de la pareja a la que se aplica, como para el modus ponens. 

Ante todo, busquemos un criterio mecánico para generar to-
das y solas las demostraciones. Es obvio que no podemos pro-
ceder de un modo arbitrario. Por ejemplo, la idea de enumerar 
primero todas las demostraciones que usan D1 y luego las que 
usan D2, no es buena, ya que el primer grupo es infinito; encon-
traríamos la misma dificultad si decidiésemos emplear A2 sólo 
tras haber agotado todas las demostraciones que usan A1. Pero 
el hecho de que algunos criterios para enumerar la infinidad 
numerable de los elementos de una colección fallen, no quiere 
decir que tengan que fallar todos. Una buena idea sería la de 
proceder por “niveles de deducción”. Suponiendo de poder 
disponer solamente de A1, apliquemos ambas reglas deductivas. 
Ya que la D2 no se puede aplicar, obtenemos sólo: 

 
D1 (A1)→T1 

 
que completa el primer “nivel” de deducción. Fíjense que en 
este ejemplo, los axiomas no son teoremas; pero eso no limita 
de ningún modo la generalidad. El segundo “nivel” correspon-
derá a todas las posibles nuevas deducciones obtenibles de A1, 
T1, más el siguiente axioma, A2. Esto es: 

 
D1 (T1)→T2 
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D1 (A2)→T3 

D2 (A1, T1)→T4 

D2 (A1, A2)→T5 

D2 (T1, A2)→T6 

 
El tercer “nivel” considerará todas las posibles, nuevas, de-

ducciones obtenibles de los axiomas y teoremas de los que aho-
ra disponemos, más el siguiente axioma A3: 

 
D1 (T2)→T7 

...................... 
D1 (T6)→T11 

D1 (A3)→T12 

D2 (A1, T2)→T13 

........................... 
D2 (A1, T6)→T17 

D2 (A1, A3)→T18 

D2 (T1, T2)→T19 

........................... 
D2 (T1, T6)→T23 

D2 (T1, A3)→T24 

D2 (A2, T2)→T25 

........................... 
D2 (A2, T6)→T29 

D2 (A2, A3)→T30 

D2 (T2,T3)→T31 

........................... 
D2 (T2, T6)→T34 

D2 (T2, A3)→T35 
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D2 (T3, T4)→T36 

D2 (T3, T5)→T37 

D2 (T3, T6)→T38 

D2 (T3, A3)→T39 

D2 (T4, T5)→T40 

D2 (T4, T6)→T41 

D2 (T4, A3)→T42 

D2 (T5,T6)→T43 

D2 (T5, A3)→T44 

D2 (T6, A3)→T45 

 
Se obtienen 39 nuevos teoremas. El cuarto “nivel” opera-

rá sobre 49 entre axiomas y teoremas y producirá unos 1200 
nuevos teoremas. El quinto, más de 720000; el sexto una 
cantidad ¡del orden de centenas de miles de millones! Este 
simple ejemplo es suficiente para hacernos comprender el 
carácter ideal, puramente lógico, de nuestro tema. Las má-
quinas pueden ayudar a los Matemáticos y ya lo han hecho 
en varias circunstancias (como en la demostración del teo-
rema “de los cuatro colores”8); pero no es realista considerar 
que los puedan sustituir en la obtención de los teoremas de 
un Sistema axiomático ef. ax. de lo más común9. 

Fíjense en cómo el método descrito produzca todas las posi-

                                                           
8 Una presentación divulgativa en K. Appel y W. Haken: “Il problema 

dei quattro colori”. 
9 Al menos, en base a las conocidas leyes físicas. Considerando una má-

quina que trabaje, en paralelo, con todas las partículas del universo y que 
realice cada deducción en el tiempo que tarda la luz en atravesar un protón, 
se necesitarían unos 7·1067 años de trabajo para completar el décimo nivel 
de deducción del Sistema del ejemplo (que tiene unas 3·10178 nuevas de-
mostraciones). ¡Sin haber llegado todavía a involucrar A11! 
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bles demostraciones y, por ende, todos los posibles teoremas. En 
efecto, el método procede tanto “hacia atrás”, es decir, conside-
rando los teoremas ya producidos, como “hacia delante”, cuando 
añade nuevos axiomas. No es el único, como pronto veremos. 
Por otra parte, dentro de poco describiremos un criterio general 
muy intuitivo para enumerar todos y solos los elementos de una 
unión infinita numerable de conjuntos infinitos numerables. 

Por cierto, las demostraciones se podrían escribir de manera 
que sólo mencionen los axiomas y la conclusión, es decir de 
forma extensa (ap. I.9); entonces, si los axiomas son decidibles, 
también las demostraciones los son (y viceversa). En efecto, el 
criterio general de decisión de las demostraciones, puede con-
sistir en un control de tipo sintáctico sobre la prefijada cadena 
de caracteres: que no haya símbolos no admitidos, que haya el 
mismo número de paréntesis abiertos que cerrados, que D1 y 
D2 operen, respectivamente, con uno y dos enunciados distin-
tos, que todos los enunciados mencionados explícitamente sean 
axiomas y, para terminar, que el teorema final sea la cadena co-
rrectamente producida por las operaciones mecánicas que re-
producen el razonamiento; la penúltima condición requiere 
precisamente la decidibilidad de los axiomas. Entonces, un mé-
todo alternativo para generar todas y solas las demostraciones 
podría ser simplemente el de enumerar, en orden, todas las ca-
denas alfa-numéricas y luego seleccionarlas con el descrito 
control sintáctico. Naturalmente, sería mucho menos eficiente 
que el método anterior, porque se descartarían muchísimas ca-
denas. 

Por lo que respecta al conjunto de los teoremas, sin embar-
go, no podemos concluir su decidibilidad, a pesar de que los 
procedimientos descritos los enumeren todos y solos. De 
hecho, los teoremas son cadenas en las que, en general, ningu-
na propiedad está relacionada con la posición en la lista gene-
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rada por uno de los dos criterios referidos. Por ejemplo, no es 
seguro que T42 sea una cadena más larga que T41 y más corta 
que T43. Consideremos como prueba, el modus ponens, que de 
“A” y “ A→B” deduce “B”. Nada prohíbe que “B” sea una ca-
dena mucho más pequeña que “A”; si es así, la máquina, tras 
haber demostrado el largo teorema “A→B”, generaría el corto 
“B” (suponiendo que antes hubiese deducido “A”). Es decir, 
“A→B” y “ B” serían sucesivas en la lista, aunque sus longitu-
des sean muy diferentes. Como en el caso de la longitud, nin-
guna otra propiedad, en principio, nos podría guiar en la bús-
queda del teorema en la lista, ni inducirnos a descartar el tener 
que comprobar, en teoría, infinitos elementos. En otras pala-
bras, parece que el único método mecánico general para verifi-
car si un enunciado determinado es un teorema, es la compara-
ción con la lista T1, T2, T3,… Pero dicho procedimiento sólo 
concluirá si realmente se trata de un teorema. Si no lo es, no 
podrá concluirlo, porque no terminará. 

El ejemplo descrito nos ha mostrado cómo una unión de 
conjuntos infinitos numerables puede ser numerable; no obs-
tante, quedan dudas sobre su validez general, ya que en nuestro 
caso lo hemos concluido gracias a una enumeración “astuta” 
que no es dicho que deba existir siempre. Sin embargo, tiene 
validez general: la unión de una infinidad numerable de con-
juntos infinitos numerables siempre es numerable. Para llegar a 
esa conclusión, sean A1, A2,... An,... esos conjuntos y a11, a12,... 
a1n ,... los elementos de A1: el primer índice se refiere al con-
junto. Haciendo lo mismo para los otros conjuntos, podemos 
representar los elementos de la unión de todos los conjuntos, 
mediante la matriz infinita: 
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Se puede apreciar que el movimiento de las flechas, perfec-

tamente mecanizable (llamado “del serpiente”), es capaz de 
enumerar todos y solos los elementos: ninguno se le puede es-
capar10. Esta deducción, a la que hemos llegado a través de una 
argumentación convincente pero informal, puede demostrarse 
formalmente en TC a partir del axioma de elección. Por lo tan-
to, en este caso, el axioma de elección nos ayuda a deducir 
formalmente una propiedad “visual” absolutamente indiscuti-
ble, como es el movimiento “del serpiente”. 

Sin embargo, ya avisamos que no todas las consecuencias de 
dicho axioma son igualmente razonables. Aprovechamos para 
mencionar una famosa consecuencia “paradójica” suya, cono-
cida como la “paradoja” de Banach-Tarski:  

 
es posible subdividir una esfera (euclidiana de tres dimensiones) en un 

                                                           
10 No es el único; también valdría, por ejemplo, el siguiente movimiento 

de los “lados cuadrados”: a11, a12, a22, a21, a31, a32, a33, a23, a13, a14, a24, ... 
que recorre los lados de las submatrices cuadradas. 
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número finito de partes tales que, mediante traslaciones y rotaciones 
isométricas, se puedan recomponer en dos esferas idénticas a la primera. 

 
Una especie de multiplicación de los panes y los peces. El teo-
rema tiene carácter no constructivo: no describe explícitamente 
la descomposición cuya existencia afirma. De todos modos, está 
claro que a tales porciones no se les puede asociar unas medidas 
numéricas correspondientes a aquellas del mundo físico. En 
efecto, como otras veces, no hay nada realmente paradójico: “só-
lo” el hecho de que, precisamente, ningún concepto físico de 
“medida” puede definirse para cualquier tipo de porción tridi-
mensional. De esto también sigue que no es posible definir nin-
guna medida, invariante para traslaciones, para todo subconjunto 
de la recta real11. Aunque permanece indiscutible la “locura” del 
resultado, estas consecuencias, a pensarlo bien, no son tan catas-
tróficas como muchos afirman. El hecho tranquilizador es justo 
que estas porciones no medibles implicadas en la “multiplica-
ción”, y no concebidas por nuestra intuición común, no son con-
cretamente ejemplificadas ni en la demostración ni en las pro-
piedades de interés ordinario. Desde siempre la Matemática nos 
acostumbra a la existencia de objetos de dicha naturaleza: parece 
inevitable que éstos deban añadirse a los objetos más intuitivos 
que se pretendía describir exclusivamente. En el fondo, basta 
con la aceptada y habitual interpretación analítica de la Geome-
tría para obtener consecuencias del mismo modo “paradójicas”, 
tanto en el plano como en el espacio. Por ejemplo, si siempre se 
admite la posibilidad de asignar una masa no nula y no infinite-
simal a cada segmento propio (es decir, que no se reduzca a un 
punto), se concluiría que un rectángulo propio (es decir, que no 

                                                           
11 G. Vitali: “Sul problema della misura dei gruppi di punti di una ret-

ta”. 
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se reduzca a un segmento) tiene masa infinita, ya que contiene 
infinitos segmentos propios distintos. Un análogo absurdo se al-
canza si suponemos poder conferir siempre una masa nula y no 
infinitesimal a cada rectángulo propio: un paralelepípedo propio 
(o sea, que no se reduzca a un rectángulo), como contiene infini-
tos rectángulos propios distintos, tendría igualmente masa infini-
ta. ¿Qué particularidad especial tendría el caso tridimensional 
para que esto no se repita para un paralelepípedo propio (es de-
cir, que no se reduzca a un rectángulo)? Parece que las razones 
estarían ligadas sólo a nuestra incapacidad física de observar 
más dimensiones espaciales; pero dicha limitación, indudable-
mente, no está relacionada con la Teoría geométrica en sí. En 
concreto, la medida de un paralelepípedo propio también debe 
ser considerada como infinitesimal en el caso en que se quiera 
que un hiper-paralelepípedo (de cuatro dimensiones) propio (es 
decir, que no se reduzca a un paralelepípedo) tenga la medida 
análoga (de masa, de volumen, etc.) finita. Y nótese que una es-
fera infinitesimal se escaparía a la “paradoja” de Banach-Tarski. 
Luego, si esta última propiedad no se desea (por ejemplo para 
hacer que el espacio geométrico resulte más afín al físico), esto 
debería imponerse explícitamente en el seno del Sistema geomé-
trico; pero, como normalmente no se hace nada parecido, tam-
poco parece sensato pretender que a cada paralelepípedo propio 
se le pueda siempre asociar una medida no nula ni infinitesimal. 

Quizás el rol del axioma de elección en la “paradoja” de 
Banach-Tarski sea sencillamente el de “detonador” del carácter 
inimaginable y no físico del continuo. Como otras veces, la 
molestia que representan estos resultados contrarios a la intui-
ción, tan sólo revela la presunción de que la Teoría matemática 
adoptada reproduzca con exactitud el mundo real que a través 
de ella pretendíamos representar. Cuando las quejas prevalez-
can sobre las aprobaciones, convendrá modificar el Sistema 
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matemático. 
 
III.3. La Tesis de Church-Turing 
 
Busquemos ahora la forma de traducir en lenguaje formal 

el concepto de procedimiento mecánico. Consideremos una 
máquina genérica que con los n inputs i1, i2,... in, haya produ-
cido, tras detenerse (lo cual suponemos) los m outputs o1, 
o2,... om. Recordando que cada i i y oi es una cadena finita de 
los finitos caracteres alfanuméricos, podemos asignar un có-
digo numérico a cada símbolo y representar cada cadena me-
diante un número natural. Pongamos un ejemplo concreto: 
admitamos que la máquina sea una videocámara fija, mandada 
mediante palabras, con dos inputs i1 e i2. La máquina sabe 
obedecer a órdenes como “acción” y “enfocar a 7 metros” 
asignados a i1 e i2. Establezcamos, por simplicidad, los si-
guientes caracteres alfanuméricos sabidos: 29 alfabéticos mi-
núsculos, 10 numéricos, coma y espacio en blanco (para sepa-
rar las palabras). En total, pues, 41 símbolos (ciertamente, en 
un caso real, no hay dificultad para incluir muchos otros más, 
como las mayúsculas, los símbolos de operaciones, la puntua-
ción, etc.). A continuación, establezcamos el siguiente código 
de dos cifras: “01” para “a”, “02” para “b”,... , “29” para “z”, 
“30” para “0”, “31” para “1”,... , “39” para “9”, “40” para “,” y 
“41” para el espacio en blanco “ ”. Así, i1 será representado por 
la cadena “01030310...”, mientras i2 por “06160718...”. Como 
la coma también tiene un código, finalmente podremos codifi-
car con un solo número toda la secuencia de los ingresos “ i1, 
i2”: “01030310...4006160718...”. En definitiva, a través de un 
código oportuno, el ingreso total, es decir toda la secuencia de 
los inputs, se puede representar mediante un solo número natu-
ral; lo mismo se repite, análogamente, para la secuencia de to-
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dos los outputs. Toda la información contenida en los in-
puts/outputs es reproducible a partir del número, incluso el 
mismo número de inputs/outputs: en nuestro caso, la secuencia 
“40” nos indica, en efecto, el inicio de un nuevo input (obvia-
mente, si se quiere usar el símbolo “,” dentro de un in-
put/output, se podrá usar un nuevo carácter distinto, como “/”, 
de código “42”, para separar los diferentes inputs/outputs). 
Muchos de los lectores sabrán que, en efecto, existe un código 
numérico estándar de este tipo, llamado ASCII; el cual, ade-
más, para simplificar las técnicas de cálculo en los comunes 
ordenadores, representa cada carácter a través de un código 
numérico binario. De hecho, dos solas cifras, por ejemplo “0” y 
“1”, son suficientes para cualquier codificación. De todos mo-
dos, para nuestra perspectiva, es decir para el aspecto puramen-
te lógico, esta simplificación no es necesaria. 

Por lo visto, cada procedimiento mecánico puede considerarse 
como una elaboración de un número natural de ingreso que, si fi-
naliza, finaliza con la generación de un número natural de salida. 
De primeras, este indisoluble vínculo de las máquinas con los 
números naturales podría sorprender, pero en realidad no hay nin-
gún misterio: sólo es la consecuencia de haber pedido que tanto 
los inputs como los outputs sean de longitud finita, de número fi-
nito y representables a través de la combinación de un número fi-
nito de símbolos. Como ejemplo hipotéticamente contrario, el lec-
tor podría pensar que, realmente, no hay dificultad para enviar en 

ingreso a un ordenador ciertos números reales, como 3  por 
ejemplo; la máquina, según parece, sabrá trabajar correctamente 
con ellos. Además, sabrá proporcionar en output, como respuesta 

a oportunos programas, números reales como π  o 52 . Lo que 
se está pasando por alto es precisamente que no se trata de verda-
deros números reales, sino de símbolos o secuencias de símbolos 
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(cuya codifica en todo caso es un número natural) que represen-
tan números reales. En particular, representan operaciones capa-
ces de obtener cuantas cifras se deseen del número en cuestión; 
pero, en todo caso, cualquier máquina trabajará siempre y sólo 
con un número finito de ellas, es decir, con números racionales 
(mejor dicho, con los números naturales biunivocamente corres-
pondientes a éstos). Se trata, pues, de una técnica que no puede 
representar a todos los números reales, sino un número desprecia-

ble de ellos (ּ0א respecto a 02ℵ ). En efecto, todas las combinacio-
nes posibles de los símbolos alfanuméricos (o, más en general, de 
una infinidad numerable de caracteres) sólo son numerables. En 
base a lo que ya hemos observado, únicamente recurriendo a se-
mántica ineliminable podríamos realizar (en principio, no de 
hecho) una denotación alfanumérica de todos los números reales; 
pero ninguna máquina, por definición, podría descifrarla, asig-
nando valores diferentes a una misma cadena de caracteres. 

En definitiva, cualquier elaboración mecánica consiste, des-
de una perspectiva lógica, en una operación aritmética (es de-
cir, que se efectúa sobre números naturales, para producir, en 
caso de que se detenga, otro número natural), en la que no in-
fluyen comportamientos casuales ni intervenciones que requie-
ran originalidad, inventiva o una inteligencia especial. Real-
mente parece que se trate de algo que puede llevarse a cabo 
dentro de una Teoría aritmética suficientemente potente. 

El programa de la máquina es una lista finita de instrucciones; 
podemos partir de la sencilla hipótesis de que cada instrucción bá-
sica sea traducible en un número finito de operaciones de suma y 
producto de números naturales, más la posibilidad de guardar el 
resultado en una memoria que puede ser leída por siguientes ins-
trucciones. Tal archivación se llama concisamente asignación (se 
sobrentiende en memoria). La máquina sigue las instrucciones 
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una detrás de otra y, en nuestras hipótesis básicas, siempre termi-
na. La señalización de la parada es precisamente la última instruc-
ción. ¿Qué más puede hacer una máquina? Hasta el momento es 
equivalente a una calculadora de bolsillo (de las más sencillas, no 
programable) que siempre contesta algo (posiblemente “error”) 
cuando se pulsa “=”. Pero una máquina puede hacer algo más. 
Una evolución posible se tendría, por ejemplo, haciendo que la 
máquina pudiese poner en marcha a otra; ya que esta última po-
dría poner en marcha la primera, está incluido también el caso de 
que una máquina ponga en marcha a sí misma. Claramente, esta 
posibilidad permite que la elaboración no termine. Para generali-
zar al máximo, basta con suponer que la máquina pueda volver a 
ejecutar una parte de las instrucciones de su mismo programa (si 
una máquina apela a otra máquina, podemos considerar que se 
trate de una sola máquina: aquella constituida por ambas). Si el 
número de veces en que este grupo de instrucciones debe repetirse 
está establecido con exactitud, entonces, desde el punto de vista 
lógico, esta evolución es sólo una simplificación del caso prece-
dente y el cálculo siempre termina. Por ejemplo, una instrucción 
que dijese “repetir el grupo de instrucciones comprendido entre la 
número 7 y la número 29, 2300 veces” lo único que hace es acor-
tar un programa que de otro modo sería muy largo; pero, desde el 
punto de vista lógico, no hay un verdadero progreso. En cambio, 
la verdadera novedad se obtiene cuando el número de ciclos que 
se debe efectuar no es conocido a priori; esto se puede conseguir a 
través de una iteración condicionada. Por ejemplo, consideremos 
un programa que, dados dos números n y m, calcula el natural 
más pequeño k tal que n·k =m. El programa sería el siguiente: 

 
1. Introduce en la memoria A el valor numérico del input n 

2. Introduce en la memoria B el valor numérico del input m 
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3. Introduce en la memoria C el valor numérico 0 

4. Multiplica el valor numérico de A por el de C e introdú-
celo en la memoria D 

5. Si el valor numérico de D es igual al de B, salta a la ins-
trucción número 8. Si no, continua con la instrucción si-
guiente 

6. Suma 1 al valor numérico de C y vuelve a introducirlo en 
C 

7. Salta a la instrucción número 4 

8. Imprime en salida “la respuesta es” seguida del valor 
numérico de C 

9. Termina 

 
Como se puede constatar, el programa proporciona siempre 

la respuesta exacta si m/n es un número natural. Si no es así, el 
grupo de las instrucciones 4-7 se repite, en teoría, hasta el infi-
nito. “En teoría”, porque tras un cierto tiempo la máquina, si 
está bien configurada, sabrá indicar, en salida, que se le está 
requiriendo un cálculo demasiado grande que ya no puede efec-
tuar. En efecto, los valores de D y de C crecen indefinidamente 
y cada máquina real tiene límites en la representación de los 
números. Pero ésta es sólo una circunstancia del ejemplo: no 
siempre los ciclos infinitos provocan errores del tipo “demasia-
do grande”, “demasiado pequeño” o cualquier otro que la má-
quina sepa reconocer. Por ejemplo, para limitar el tamaño de 
los números, podríamos introducir entre las instrucciones 6 y 7 
otra nueva: “si el valor numérico de C es mayor de 1000, asig-
na a C el valor numérico 1”. Ahora, si la máquina puede traba-
jar con números grandes al menos hasta 1000·n, ciertamente 
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continuará hasta el infinito (mientras le quede energía o no se 
rompa…). 

Este ejemplo es mucho menos trivial de lo que parece, por-
que se puede generalizar fácilmente: el mismo esquema es ca-
paz de encontrar, si existe, el valor mínimo de k tal que una 
condición genérica C(n1, n2, ..., np, k), del todo arbitraria, sea 
satisfecha. Al variar de la condición, se obtiene una clase de 
problemas que, como hemos observado, enriquece la tipología 
del cálculo, aun con el posible inconveniente de ciclo infinito, 
o sea de que la máquina nunca se pare; el cual representa preci-
samente el caso en que dicho mínimo no existe. 

Ahora volvamos a preguntarnos si la máquina podría hacer 
algo más. La convicción que se ha alcanzado es que no puede 
hacer nada más (aparte de cálculos que hagan uso de la señala-
da generación de números casuales, de la cual hablaremos más 
adelante). Esta conclusión empírica, llamada Tesis de Church-
Turing, está corroborada principalmente por los siguientes 
hechos: 

 
1. Existen distintos modelos12 elementales, definibles rigu-

rosamente, representativos de la máquinas (funciones re-
cursivas, máquina de Turing, λ−cálculo, máquina RAM y 
otros) y todos son equivalentes entre ellos (y equivalentes 
al esquema que hemos trazado sintéticamente). 

2. De éstos, el modelo más famoso, la máquina de Turing, 
se obtuvo con el objetivo de simular la actividad de un 
ser humano (el ser más imaginativo; al menos, desde el 

                                                           
12 Evidentemente, aquí nos referimos al significado tradicional de “mo-

delo matemático”: un conjunto de proposiciones y condiciones matemáticas 
que intentan reproducir el comportamiento de una estructura real determi-
nada. 
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punto de vista humano…) empeñado a llevar a cabo cál-
culos con un criterio de tipo determinista, sin que la Tésis 
de Church-Turing aún se hubiese formulado. 

3. Todos los intentos por ampliar el campo de la calculabi-
lidad, hasta ahora han fracasado. 

 
Una línea de investigación que generaliza la máquina de Tu-

ring revela que una máquina que admitiese una acción a dis-
tancia instantánea podría transgredir la Tésis de Church-
Turing13. Como la mecánica cuántica admite este principio14, 
se podría pensar que un ordenador cuántico podría infringir la 
Tésis de Church-Turing. Pero, aunque la cuestión no puede 
darse por cerrada, ninguno de los actuales modelos cuánticos 
de cálculo viola la Tesis. Retomaremos más adelante la discu-
sión sobre la validez de la Tésis de Church-Turing, que como 
fácilmente se puede imaginar, ha provocado algunas controver-
sias. 

El modelo matemático de las máquinas que más fácilmente 
se puede formalizar en TC lo constituyen las funciones recursi-
vas. La definición rigurosa y detallada de estas funciones no es 
conceptualmente difícil ni compleja y el lector interesado podrá 
hallarla con facilidad en los textos de Lógica. Para nuestro ob-
jetivo basta con una descripción sinóptica. Las funciones re-

                                                           
13 R. Gandy: Church’s thesis and principles for mechanisms, pp. 123-

148. 
14 Por ejemplo, la observación de una partícula en un lugar determinado 

hace “desaparecer” instantáneamente la parte de su grupo de ondas que se 
encuentra en cualquier otro lugar, aunque a una enorme distancia. Una par-
tícula, en efecto, se representa por un conjunto de ondas espaciales; a cada 
onda se le asocia una función espacial que representa físicamente la proba-
bilidad de que la partícula sea realmente observada en un determinado lu-
gar. 
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cursivas son todas las funciones definidas en Nm (siendo m un 
número natural arbitrario) y con valores en N, que se pueden 
asignar mediante composición, recursión, y minimalización a 
partir de ciertas funciones elementales, que se asumen como 
recursivas por convención. Las funciones elementales son: la 
función nula (que vale siempre 0), la función sucesora (o sea, 
f(n)=n+1) y todas las funciones de proyección (o sea, fijada 
una m-upla genérica (n1, n2,... nm), las m funciones que asocian 
a esa m-upla uno solo de los números de la misma m-upla; con-
cretamente: f1(n1,... nm)=n1, f2(n1,... nm)=n2,... fm(n1,... nm)=nm). 

Se dice que una función f es obtenida por composición de 
las dos funciones g y h, sencillamente si: f(n)=g(h(n)). Se dice 
que una función f es definida por recursión a través de las dos 
funciones g y h, si se define mediante el siguiente esquema in-
formal: 

 
f(0, n1... nm)=g(n1... nm) 
f(n+1, n1... nm)=h(n, f(n, n1... nm), n1... nm) 

 
Formalmente, es la definición implícita: 
 

(f(0,n1...nm)=g(n1...nm))e(∀ n∈N(f(n+1,n1...nm)=h(n,f(n,n1.
..nm),n1,...nm))) 

 
Como ejemplo sencillo de las muchas funciones comunes 

que pueden definirse por recursión, podemos citar la función 
exponencial mn: 

 
m0 = 1 
mn+1 = mn ·m 

 
Pero, ¡incluso el producto aritmético “·” puede definirse por 
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recursión de la función suma “+”! Por eso no es necesaria una 
función producto elemental. 

Finalmente, se dice que la función f es definida por minima-
lización a partir de la función g, cuando: 

 
 

f(n1,...nm)= mínimo valor de n tal que: g(n1,... nm, n)=0 
 
Formalizada correctamente en lenguaje de TC, esta condi-

ción sería: 
 
(f(n1,...nm)=n)↔( ∃ n∈N((g(n1,...nm)=0)e(∀ m∈N(((m≠ n)e 

(g(n1,...nm,m)=0))→(n<m))))) 
 

en la que se usa el predicado “<”. Póngase atención en cómo 
esta condición corresponda exactamente al esquema precedente 
de iteración condicionada: aquí se usa n en lugar que k y la 
condición g(n1... nm,n)=0 es la antes denominada C(n1, n2,... np, 
k). En efecto, con la minimalización se formaliza también el 
caso de no parada de la máquina: a éste corresponde el caso en 
que dicho mínimo, n, no existe y a la función f(n1,...nm) no se le 
puede asociar un valor numérico. En cambio, cuando n existe, 
representa el código del conjunto de los outputs, incluido el 
que señaliza la parada. Comúnmente, cuando n no existe, se di-
ce que la función “no está definida”, pero con esto no se debe 
entender que no sea representable en lenguaje matemático, ni 
que no represente el cálculo de una máquina: por lo visto, re-
presenta un cálculo mecánico que no termina. Como ejemplo 
concreto, consideremos la función f definida por minimaliza-
ción a partir de la función g(4,m,n)=m·n–4 (de hecho, también 
la sustracción puede definirse recursivamente). Como la g es 
recursiva, también la f lo es: 
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f(4, m)= mínimo valor de n tal que: m·n–4=0 

 
Observando que n=4/m, concluimos que: a) si existe un va-

lor de n que satisfaga la condición, éste es único; b) n existe só-
lo para los tres valores de m: 1, 2 y 4. En todos los demás ca-
sos, por ejemplo si m=17, n no existe y la función f “no está 
definida”; pero esto no significa que la expresión f(4, 17) no 
tenga significado. En efecto, su definición implícita se obtiene 
particularizando para m=17 la definición formal de la f: 

 
   (f(4,17)=n)↔( ∃ n∈N((17·n-4=0)e(∀ p∈N(....→(n<p))))) 
 
Luego, que dicho n no exista, es decir que el enunciado a la 

derecha de “↔” sea falso, es un hecho distinto que, cierto, no 
quita significado a la expresión. Naturalmente, también se pue-
de decidir indicar la f con 4/m, obteniendo que tal denotación 
tenga significado para cada m, aunque sólo en tres casos repre-
sente un número natural. 

Como ya dijimos, se puede metademostrar que el uso de 
cualquier otro modelo capaz de representar los cálculos de una 
máquina cualquiera es equivalente al uso de las funciones re-
cursivas. Esta metademostración consiste en el reconocimiento 
de que la representación mediante funciones del modelo alter-
nativo, por ejemplo, de la máquina de Turing, conduce a un ti-
po de funciones equivalentes a las funciones recursivas; se tra-
ta, pues, de una conclusión que no deja lugar a discusiones. 
Disponiendo de las funciones recursivas, la Tesis de Church-
Turing se expresa afirmando que: a) la elaboración de una má-
quina cualquiera es representable a través de una función re-
cursiva; b) dada una función recursiva cualquiera, siempre 
existe una máquina que reproduce efectivamente dicha función. 
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Respecto al segundo punto no hay ninguna duda: tal como se 
han definido las funciones recursivas, cualquiera debe recono-
cer que siempre es posible programar una máquina para que 
pueda reproducirlas. Es bastante fácil, teóricamente, escribir un 
programa para el cálculo mecánico de las funciones elementa-
les y de las que se pueden obtenerse de ellas mediante compo-
sición y recursión (tómese como ejemplo la función exponen-
cial). También hemos visto, de forma concreta, la realización 
mecánica de una minimalización. En general, las dificultades 
en la programación se deben sobre todo a la complejidad de la 
función que se tiene que representar (pensemos por ejemplo en 
la variedad de efectos diferentes que un programa informático 
común debe proporcionar como respuesta a los inputs del usua-
rio). Diríamos, por lo tanto, que el punto b) puede considerarse 
un metateorema indiscutible. En cambio, es el punto a) el que 
da lugar a discusiones; pero de eso hablaremos más adelante. 

Es necesario precisar que el entero programa de una máqui-
na, al ser una sucesión de instrucciones representables median-
te funciones recursivas, también es representable a través de 
una única función recursiva (como se deduce fácilmente de las 
propiedades que definen las funciones recursivas). En conse-
cuencia, el genérico programa de una máquina cualquiera se 
puede representar también a través de un número finito de ca-
racteres alfanuméricos: en última instancia, precisamente a tra-
vés de la definición de la función recursiva que le corresponde. 

Pasemos ahora a traducir tanto la efectiva numerabilidad, 
como la decidibilidad de una colección, en términos de funcio-
nes recursivas. En TC, diremos que un conjunto de números 
naturales L es recursivamente numerable si existe una función 
recursiva fL tal que: 

 
∀ n∈N((n∈L→fL(n)=1) e (n∉L→not∃ m∈N(m=fL(n)))) 
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Informalmente: 
 

         1, si n∈L 
fR(n)=  
         “no definida”, si n∉L 

 
El valor numérico “1” (al que se le asigna normalmente el 

valor semántico “verdadero”) no es importante y puede ser sus-
tituido por cualquier otro; lo esencial es que a la fL(n) le corres-
ponda un valor numérico (o sea que “esté definida”) para cada 
n que pertenezca a L, mientras no debe asociar ningún valor si 
n no pertenece a L. 

Sin embargo, un conjunto de números naturales R se dice 
recursivamente decidible (o sencillamente recursivo15), si exis-
te una función recursiva fR tal que: 

 
∀ n∈N((n∈R→fR(n)=1) e (n∉R→fR(n)=0)) 

 
De nuevo, los valores numéricos “0” y “ 1” no son importantes: 
basta con que sean distintos. Informalmente: 

 
          1, si n∈R 

fR(n)= 
          0, si n∉R 

 
Si un conjunto es recursivamente decidible, también es re-

                                                           
15 Que es la elección común, en realidad un poco ambigua: de hecho, la 

Tesis de Church-Turing incita a confundir los términos recursivo y mecani-
zable. Pero, para un conjunto, este último adjetivo no implica, en general, 
decidibilidad: un Sistema sólo efectivamente numerable es, en cierto senti-
do, igualmente mecanizable. 
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cursivamente numerable. De hecho, siempre se puede conside-
rar una función recursiva, distinta de la que caracteriza la re-
cursiva decidibilidad, que coincide con ésta si n∈R y que no 
esté definida si n∉R (en nuestro caso, por ejemplo, puede ser 
la función 1/fR(n)). 

Ahora, sea P una colección cualquiera de proposiciones al-
fanuméricas efectivamente numerable. Codificando mediante 
números naturales los símbolos alfanuméricos, se puede hacer 
que a cada proposición le corresponda un número natural; y, 
por lo tanto, a P un conjunto de números naturales. Este último 
conjunto L, rigurosamente formalizado en TC, debe ser recur-
sivamente numerable. En efecto, por hipótesis, existe una má-
quina que con input todos los números naturales, es capaz de 
producir un listado de todos y solos los números que son códi-
gos de proposiciones de P, aunque, en general, sin saber ex-
cluir ninguno. Entonces, por la Tesis de Church-Turing, debe 
existir una función recursiva que asuma un valor constante v (al 
cual podría darse el significado de “sí, pertenece a L, o sea es el 
código de una proposición de P”) en correspondencia de estos 
mismos números, mientras en correspondencia de los otros 
números naturales asumirá valores distintos de v o no estará de-
finida. Finalmente, queda sólo construir otra función recursiva 
que respete el valor v, mientras, discriminando eventuales valo-
res distintos de v, resulte no definida siempre que n∉L. 

También vale el viceversa: si el conjunto de naturales que 
representa, en la codificación, la colección P es recursivamente 
numerable, entonces la colección P es efectivamente numera-
ble. De hecho, basta considerar una máquina que para los valo-
res de n tales que la función recursiva fL(n) tome un valor finito 
(no necesariamente 1) imprima la proposición de código n. És-
ta, que existe por la Tesis de Church-Turing, engendrará todas 
y solas las proposiciones de P. 
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Análogamente, se puede concluir fácilmente que si P es una 
colección cualquiera de proposiciones alfanuméricas decidible, 
existe en TC un conjunto recursivamente decidible que le co-
rresponde según la codificación y viceversa. 

En otras palabras, TC consigue reproducir, sirviéndose de 
las funciones recursivas, la efectiva numerabilidad y la decidi-
bilidad de una colección cualquiera de proposiciones: el resul-
tado de la Tesis de Church-Turing es la de hacer que los térmi-
nos “recursivamente” y “ efectivamente” sean equivalentes. 

Para terminar, consideremos un genérico Sistema clásico S 
representable fielmente en TC. Entonces, por definición, todos 
sus teoremas son reproducibles y reconocibles en TC, mediante 
correspondientes teoremas de TC. Por la efectiva axiomatizabi-
lidad de TC se tiene, pues, que los teoremas de S son efectiva-
mente numerables. Esto, en general, no implica que S sea ef. 
ax.: de hecho, para los axiomas, como para los teoremas, sólo 
podemos deducir que son efectivamente numerables (no nece-
sariamente decidibles). Por otra parte, en un Sistema en el que 
los axiomas son sólo efectivamente numerables (lo que no es 
incompatible con el hecho de que sean distinguibles, según la 
buena definición), las demostraciones también lo son (repitien-
do la metademostración del apartado I.9) y, por lo tanto, tam-
bién los teoremas. Así que este caso, efectivamente algo in-
usual, es igualmente bastante “bueno”, porque, de nuevo, todos 
y solos los teoremas de la Teoría se pueden obtener mecánica-
mente. Claramente, un caso particular, común e importante de 
Sistemas fielmente representables en TC, es el de los Sistemas 
ef. ax.. 

También vale el contrario: si S es un Sistema clásico cuyos 
teoremas – o bien axiomas, por lo visto – son efectivamente 
numerables, entonces éste es fielmente representable en TC. No 
admitirlo significaría suponer, por todo lo que hemos dicho, 
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que la teoría TC no puede concluir que un determinado número 
natural (el código de un determinado teorema de S no reprodu-
cible en TC) forma parte de un conjunto recursivamente nume-
rable; lo que implicaría che la función recursiva característica 
de este conjunto no es representable en TC: absurdo, por defi-
nición de función recursiva.  

 En definitiva, como consecuencia de la Tesis de Church-
Turing, los Sistemas que no son fielmente representables en TC 
son todos y solos aquellos cuyos axiomas no son efectivamente 
numerables; en particular, dichos Sistemas no pueden ser, ob-
viamente, efectivamente axiomatizables. 

 
III.4. Metateorema de Church-Turing 
 
Ahora metademostraremos por absurdo que si TC es consis-

tente, entonces es incompleto. 
Consideremos un input arbitrario (i1,i2,...ip), que a menudo 

abreviaremos con i, y pongámoslo en la entrada de una máqui-
na arbitraria; considerando que el caso en que la máquina no 
haga nada es un caso particular de parada (ya que la máquina 
permanece en el estado de parada), podemos afirmar que, en 
todos los casos, la máquina se detiene o no se detiene; téngase 
en cuenta que no estamos admitiendo que sepamos descubrirlo, 
sino el simple hecho que la máquina se detiene o no. Llamemos 
fR la función recursiva que reproduce los cálculos de la máqui-
na y n el número natural que, según la codificación escogida, 
representa la entrada (i1,i2,...ip). Consideremos, pues, el enun-
ciado de TC: ∃ m∈N(fR(n)=m); éste, según hemos dicho, tradu-
ce en TC el hecho de que la máquina se para con la entrada 
(i1,i2,...ip). Ahora recordemos que, según los metateoremas de 
s-completitud y de corrección, debe existir al menos un “mode-
lo” correcto de TC. Entonces tal enunciado, interpretado en di-
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cho “modelo”, traduce correctamente el caso en que la máqui-
na se para con ingreso i, mientras que su negación correcta-
mente el caso en que no se para. Pero, por la supuesta completi-
tud de TC, dicho enunciado o su negación ha de ser un 
teorema. Así, razonando por absurdo, deducimos que TC siem-
pre es capaz de concluir correctamente si una máquina cual-
quiera se detiene o no se detiene con un input cualquiera. De 
esto no se derivaría nada de absurdo; si no fuera por el hecho 
de que, siendo TC mismo ef. ax., existe una máquina, llamé-
mosla D, capaz de producir todos y solos sus teoremas. Enton-
ces, la máquina D sería capaz de reconocer si una máquina 
cualquiera se detiene o no se detiene con un input arbitrario; lo 
cual, en particular, también valdrá para la misma D o para 
cualquier máquina que contenga D. Que esto es imposible lo 
descubrió Turing: se trata del famoso problema de la parada. 
Para resolverlo, describamos el funcionamiento de D. Ésta má-
quina debe recibir en entrada el programa de la máquina gené-
rica M (o bien, la definición de la función recursiva que repre-
senta M) y el input genérico i aplicado a M; con dichas 
entradas, debe pararse siempre, produciendo sólo una de las 
dos posibles respuestas, que pueden ser consideradas de forma 
alfa-numérica: “M se para con el input i” y “ M no se para con 
el input i”. Esto confirma, para empezar, que D puede respetar 
la convención, admitida para todas las máquinas, de trabajar 
sólo con inputs y outputs alfa-numéricos. En el siguiente es-
quema (figura 3.1), se supone que el programa genérico de la 
máquina M en análisis, pM, tenga que enviarse por el canal su-
perior de las entradas de D, mientras que el input i de M por el 
inferior. 
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Construyamos ahora una máquina Q, cuyo input sea duplicado 
y enviado por ambos los canales de una máquina D contenida 
en su interior; además, la salida “se para” de la máquina D 
ponga en marcha un ciclo infinito (esto siempre se puede llevar 
a cabo: por ejemplo, la instrucción n. 8 podría ser “salta a la 
instrucción n. 25”, mientras que la instrucción n. 25 “salta a la 
instrucción n. 8”), mientras que la salida “no se para”, termine 
el funcionamiento de la Q. En fin, preguntémonos qué sucede 
si mandamos como input a la Q su mismo programa pQ, como 
en la siguente figura 3.2: 
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Si con el input pQ la máquina Q se para, entonces D, en su in-

terior, responderá “se para” y ejecutará el ciclo infinito; por lo 
tanto, la máquina Q no se para: imposible. Entonces Q no se pa-
ra y D, en su interior, responderá “no se para” y entonces… la 
máquina Q se para: de nuevo imposible. 

Este metateorema se puede aplicar, más en general, a un 
cualquier Sistema clásico consistente en el que puedan ser re-
presentadas todas las funciones recursivas y cuyos axiomas 
sean efectivamente numerables. La hipótesis de consistencia ga-
rantiza, dado que se trata ciertamente de un Sistema formal16, la 
existencia de un modelo correcto, por los teoremas de s-
completitud y de corrección. Por lo que respecta a las funciones 
recursivas, naturalmente, no se exige que puedan ser definidas 
formalmente en la Teoría en cuestión: esto sólo se puede hacer 
dentro de TC, ya que sólo ahí el concepto de función (que es un 
conjunto) se puede formalizar. Únicamente se exige que éstas se 
puedan representar operativamente en el lenguaje de la Teoría. 
Por ejemplo, la función g(4,m,n)=m·n–4 del apartado anterior, 
puede representarse operativamente en PA con el enunciado 
∃ k(k=m·n–4) (en efecto, también la sustracción se puede definir 
en PA). El caso en el que el enunciado es verdadero, si existe, 
corresponde al caso en que la función asocia el número natural k 
a la terna (4,m,n); aquél en que el enunciado es falso, si existe, al 
caso en el cual la función no asocia nada a dicha terna (o sea, 

                                                           
16 La metademostración que vimos en el apartado III.1, del hecho de que 

un Sistema ef. ax. es formal (incluida la conclusión de que, en sus demos-
traciones, la semántica es eliminable) es válida también en el caso más ge-
neral en que sólo tiene los axiomas (o bien los teoremas, como vimos en el 
apartado anterior) efectivamente numerables. O también recursivamente 
numerables: caso en que la formalidad le deriva de la misma formalidad de 
las funciones recursivas. 
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trivialmente, “no está definida”). Así mismo, la función recursi-
va f(4,m), definida por minimalización a partir de la g(4,m,n), se 
puede expresar en PA del siguiente modo: 

 
∃ n((m·n-4=0)e(∀ p(((p≠ n)e(m·p-4=0))→(n<p)))) 

 
En efecto, ya que las funciones recursivas son aritméticas, 

nos esperamos que PA sea una Teoría adecuada para poderlas 
siempre representar de forma operativa. Gödel, como paso pre-
vio a su primer Teorema di incompletitud (que veremos en el si-
guiente apartado), demostró que realmente es así, que todas las 
funciones recursivas y, por ende, todos los enunciados que las 
contienen, se pueden representar operativamente en PA17. 

Para toda Teoría matemática de este tipo, se puede repetir el 
razonamiento hecho: suponiendo su completitud, deducimos que 
la Teoría podría resolver el problema de la parada de una má-
quina cualquiera. Pero, de nuevo, subrayamos que de esto, en 
general, no deriva ningún absurdo: una Teoría clásica formal 
puede resolver el problema de la parada y más tarde veremos 
incluso un ejemplo de ello. La paradoja de Turing que hemos 
descrito, se manifiesta sólo exigiendo que, además, dicha Teoría 
tenga los axiomas, o bien los teoremas, efectivamente numera-
bles – en efecto, no es necesario que la Teoría sea efectivamente 
axiomatizable (aunque esta diferencia tenga escaso interés prác-
tico) – es decir exigiendo, por lo visto, que exista una máquina 
capaz de resolver el problema de la parada de una máquina 
cualquiera. En particular, PA es ef. ax. y, por lo tanto, el meta-

                                                           
17 En realidad, haciendo uso de una definición de representabilidad mu-

cho más exigente de la que estamos refiriendo, demostró mucho más que 
esto; dicho “más” sirve para construir concretamente el enunciado indecidi-
ble que demuestra la tesis de su Teorema. 
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teorema de Church-Turing es válido para él: PA es incompleto. 

Acabamos de concluir la incompletitud de la Teoría matemá-
tica que satisface las hipótesis del Metateorema de Church-
Turing, llamémosla T, a través de un razonamiento informal que 
involucra el concepto de máquina y usa la Tesis di Church-
Turing. Para formalizar completamente el Metateorema se debe, 
pues, eliminar la referencia a las máquinas (y entonces también a 
la Tesis di Church-Turing) adoperando en sus veces un modelo 
de ellas codificado en TC. Sin embargo, hay que destacar que la 
misma tesis del Metateorema considera el Sistema T “desde fue-
ra”, así que, en el caso en que éste sea la misma Teoría TC, di-
cha formalización no puede realizarse. Por otro lado, cuando T 
es distinto de TC, la formalización del Metateorema en TC no da 
problemas: cogiendo como modelo la máquina de Turing, se ob-
tiene, en el modo descrito, el Teorema de Church-Turing, mien-
tras mediante las funciones recursivas, el primer Teorema de in-
completitud de Gödel.  

 De todas formas, es infrecuente que dichos Teoremas se 
presenten de modo totalmente formalizado, ya que normalmente 
el modelo usado para las máquinas (máquina de Turing o fun-
ciones recursivas) sólo se maneja metamatemáticamente y no en 
veste codificada en TC. Resultan de ello, pues, aún metateore-
mas, si bien con una estructura mucho más rigurosa que la del 
Metateorema ahora expuesto. En el apartado siguiente esboza-
remos, en dicha versión (que es la versión original), el Primer 
Teorema de incompletitud de Gödel, aunque citando un libro 
donde el mismo aparece totalmente formalizado en TC. Como se 
puede imaginar, la estructura formal simplifica y automatiza los 
razonamientos más críticos y peculiares de la metademostración, 
pero a cambio de un complejo e incómodo formalismo (cuya in-
terpretación posee distintos “niveles” semánticos). Por este mo-
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tivo, incluso desde un punto de vista didáctico, es realmente pre-
ferible estudiar la estrategia de la original (meta)demostración de 
Gödel, la cual, además, es la primera históricamente.  

De cualquier modo, está claro que la mayor relevancia epis-
temológica del Teorema de incompletitud se obtiene refiriéndose 
a las máquinas y readmitiendo la Tesis de Church-Turing. Que 
es lo haremos en el apartado III.6. 

 
III.5. Primer Teorema de incompletitud de Gödel 
 
Ilustrar los detalles de la compleja (meta)demostración de 

Gödel no forma parte de los objetivos de este libro; pero hay que 
señalar que conseguir hacerlo es una empresa realmente excep-
cional18. La demostración propiamente dicha, precedida por una 
particular codificación de los símbolos aritméticos, requiere la 
definición de 45 funciones recursivas. La número 33, en el libro 
de Ivorra citado en la última nota, ¡ocupa 14 renglones de sím-
bolos! 

Nuestra ambición consiste, más bien, en explicar la lógica del 
razonamiento de Gödel que, por su peculiaridad, ha dado lugar a 
muchas malinterpretaciones; una de las más difundidas y nefas-
tas (a veces del mismo Wittgenstein) es que se trate de una para-
doja. Pero, ¿cómo podría una contradicción demostrar algo, 

                                                           
18 Aparte de la demostración original, necesariamente condensada, de 

Gödel (véase K. Gödel: Uber formal unentscbeidbare Siitze der “Principia 
Mathematica” und verwandter Systeme I, pp. 173-198) podemos citar la 
demostración, completa de todos los detalles, contenida en el libro de C. 
Ivorra Castillo: Lógica y Teoría de Conjuntos, p. 119-136 y 153-179 (¡45 
páginas en total!). Aquí, a continuación, la demostración es formalizada 
completamente en TC. De todas formas, existe una versión mucho más sen-
cilla del Teorema, debida a G. Boolos: A new proof of the Gödel incomple-
teness theorem. 
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aparte del hecho de que el Sistema que la deduce es inconsisten-
te? Es verdad, en cambio, que la idea de la demostración se ins-
pira en la paradoja del mentiroso, como sugiere el mismo Gödel. 

La hipótesis que Gödel admite para el Sistema clásico a exa-
men es que la colección de sus axiomas sea recursiva (o recursi-
vamente decidible, como preferimos decir), condición que defi-
ne, por analogía con el caso mecánico, un Sistema 
recursivamente axiomatizable. Recordemos que dicha condición 
(es más, también la más débil recursiva numerabilidad de los 
axiomas, como observado en una reciente nota) implica la for-
malidad para el Sistema y el hecho de que la semántica conteni-
da en sus demostraciones sea eliminable. Además, Gödel supone 
que el Sistema contenga los axiomas de PA o los deduzca como 
teoremas, es decir que sea una Teoría aritmética “bastante poten-
te”, como se suele abreviar. En realidad, la “potencia” que se ne-
cesita es sencillamente la que permite representar, en la manera 
que hemos descrito hace poco, las funciones recursivas. De 
hecho, esta capacidad es poseída también por una Teoría más 
general de PA, llamada Aritmética de Robinson, en la que el 
principio de inducción se sustituye por un axioma que afirma 
que cada natural distinto de cero es sucesor de otro natural (lo 
que, en PA, se puede demostrar por inducción). La última hipó-
tesis para el Sistema es que éste (o la sub-Teoría aritmética que 
se puede desarrollar dentro de él) admita el modelo estándar de 
los números naturales, o sea, el de universo N19. Obviamente, es-
                                                           

19 En realidad, Gödel asume una hipótesis más débil, llamada 
ω−consistencia: resulta, en efecto, que una Teoría aritmética que admite el 
modelo estándar es ω−consistente. Sin embargo, la ω−consistencia, una 
condición más fuerte que la simple consistencia, es poco interesante en sí 
misma, porque el Teorema de Gödel se puede generalizar con la hipótesis 
de la simple consistencia para el Sistema. Además, es mucho más fácil re-
producir el razonamiento de Gödel tomando en consideración el modelo in-
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ta hipótesis es más fuerte que la simple consistencia supuesta por 
el metateorema de Church-Turing. En efecto, la demostración de 
Gödel puede generalizarse; pero, de momento, nos interesa des-
cribir su versión original. Subrayamos que, como importante ca-
so particular de Sistema idóneo para el Metateorema, tenemos el 
mismo TC: de hecho, hemos visto que las condiciones 1-9 del 
apartado II.6 implican enunciados equivalentes a los axiomas de 
Peano y se puede demostrar que se verifican en el seno de un de-
terminado conjunto N, único a menos de isomorfismo, que cons-
tituye por definición misma, el modelo estándar de los números 
naturales. 

La primera operación que ha de hacerse, como hemos dicho, 
es una concreta codificación numérica de los símbolos. Por 
ejemplo, a not y a ∀ , Gödel les asigna, respectivamente, los 
números 3 y 7; esta elección, en realidad, es arbitraria. El paso 
siguiente es la codificación de las secuencias de símbolos; lo 
más natural, sería asignar el número 37 a una cadena como 
“not∀ ”. Pero, innegablemente, esto no es necesario: depende de 
la convención que se lleve a cabo; y ésta última, de la finalidad 
que se persiga. Uno de los objetivos fundamentales es la codifi-
cación de las mismas demostraciones. Para conseguirlo de forma 
sencilla, evitando usar nuevos símbolos, las demostraciones 
pueden ser consideradas como secuencias ordenadas de enun-
ciados que son axiomas o teoremas (excepto el último que es el 
nuevo teorema, o sea el enunciado demostrado). Como ejemplo, 
veamos la siguiente demostración: “Del axioma ∀ xA(x)→A(a), 
por la regla de sustitución se obtiene ∀ x(x=x)→a=a; pero 
∀ x(x=x) es un axioma (de igualdad), por lo tanto por modus 
ponens se obtiene el teorema a=a; finalmente, por sustitución, se 
                                                                                                                           
tuitivo estándar al que los lectores están acostumbrados. Por estos motivos, 
decidimos evitar la ω−consistencia. 
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obtiene el teorema 2=2”. El razonamiento se puede codificar 
simplemente como se codificaría la cadena:  

“ ∀ xA(x)→A(a)∀ x(x=x)→a=a∀ x(x=x)a=a2=2” 

El objetivo que Gödel quiere alcanzar, dado un número natu-
ral estándar cualquiera (o sea del tipo 0, 1, 2,…), no se limita a la 
recomposición de la cadena que posiblemente representa; sino, 
aparte de eso, incluye el poder ya reconocer, a través de una ope-
ración que se pueda expresar sólo con funciones recursivas, si 
dicho número es o no es el código de una cadena que constituye 
un enunciado correcto, un axioma, o una demostración. En otras 
palabras, la posibilidad de reproducir en términos de oportunas 
expresiones aritméticas (aquellas que representan en el Sistema 
dichas funciones recursivas), la recursiva decidibilidad de tales 
colecciones. Para poder hacerlo, establece un particular criterio 
de codificación de las cadenas, relacionado con los números 
primos. Por ejemplo, la cadena “not∀ ” se codifica con el núme-
ro p1

3· p2
7, donde p1 y p2 son los dos primeros números primos, o 

sea 2 y 3: entonces dicho número es 17496. Este método se ge-
neraliza para toda cadena. El código de una cadena de longitud 
común, viene a ser así un número inimaginablemente alto; pero 
eso no importa. La siguiente tabla representa emblemáticamente 
la lista ordenada de todas las cadenas según dicho código (tam-
bién llamado número de Gödel o gödeliano); sólo en el caso de 
“not” y “ not∀ ” el código es el correcto: en los demás casos, 
hemos puesto un número arbitrario (¡el verdadero número es 
mucho mayor!) ya que lo único que pretendemos hacer es enfo-
car la lógica de la demostración. 

 
3)   not  símbolo 
................................... 
17496)  not∀   expresión incorrecta 
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……………………... 
542342)  2=2  enunciado 
................................... 
67122260)  ∀ x(x=x)  axioma 
................................... 
349481018)  ∃ x(x+6=x+125) enunciado 
................................... 
2360928264)

 ∀ xA(x)→A(a)∀ x(x=x)→a=a∀ x(x=x)a=a2=2 
      demostración 
................................... 

Sucesivamente, Gödel despliega una particular función re-
cursiva, cuya representación aritmética indicaremos con G(x,y), 
dotada de un propiedad fundamental. Antes de exponerla, que-
remos señalar que la G(x,y), expresada enteramente con los 
símbolos elementales de PA, cubriría más de 440000 caracte-
res, es decir, unas 190 páginas de este libro20. He aquí por qué 
Gödel se ve obligado a definir 45 funciones recursivas y a 
construir la G(x,y) mediante composición, recursión y minima-
lización de las mismas. La importante propiedad de la expre-
sión G(x,y) es la siguiente: cuando es interpretada en el mode-
lo estándar, se verifica si y sólo si x es el código de una 
demostración que demuestra el teorema cuyo código es y. Es 
decir, indicando con el índice N la interpretación en el modelo 
estándar, se obtiene: 

 
GN(x,y) es verdadera si y sólo si x es el código de una 
  demostración del enunciado con código y 

                                                           
20 Hemos hecho un rápido cálculo aproximado, sin mucha pretensión de 

precisión; no obstante, el orden de la cifra debería ser correcto. 
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Por ejemplo, en base a nuestra tabla de símbolos, la expre-

sión GN(x,y) se verificaría con los valores x=2360928264 e 
y=542342. 

A continuación, Gödel demuestra que existe un valor están-
dar del número natural y, llamémoslo ỹ, tal que el código del 
enunciado: not∃ x(G(x,ỹ)) sea precisamente ỹ. O sea, en la ta-
bla, tendremos: 

 
ỹ) not∃ x(G(x,ỹ)) 
 
Dicho enunciado, interpretado en el modelo estándar dice: 

no existe un valor estándar de x tal que GN(x,ỹ) se verifique; o 
sea, no existe un código de demostración (es decir, no existe 
demostración) que demuestre el enunciado de código ỹ. Y en-
tonces: este mismo enunciado no es un teorema. 

Supongamos ahora que el enunciado ỹ sea un teorema. En-
tonces, por la corrección del modelo estándar, ỹ debería ser 
verdadero cuando es interpretado en dicho modelo; pero, en 
cambio, es evidentemente falso: imposible. Supongamos, del 
mismo modo, que la negación del enunciado ỹ, o sea 
∃ x(G(x,ỹ))21, sea un teorema; por la misma razón, este enun-
ciado debería ser verdadero si es interpretado en el modelo es-
tándar. Pero aquí afirma que el enunciado de código ỹ, su ne-
gación, es un teorema; por lo tanto, si fuera cierto, serían 
teoremas tanto ỹ como su negación, o sea el Sistema inconsis-
tente: imposible. Un absurdo inevitable, ya que, por hipótesis, 
el modelo estándar es un modelo (correcto, por el teorema de 
corrección). Sólo queda concluir que ỹ es indecidible y, por 
tanto, que el Sistema matemático es incompleto. 
                                                           

21 Recordemos que la doble negación equivale a la afirmación (ap. I.10). 
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Muchas de las confusiones sobre esta metademostración 
pueden disiparse si se considera concretamente la posibilidad 
de modelos no estándar. Normalmente, para llegar a la conclu-
sión de que un enunciado es indecidible, se toman en conside-
ración dos modelos: uno en que el enunciado es verdadero y 
otro en que es falso (como se hizo, por ejemplo, en el caso del 
quinto postulado de Euclides). Aquí, en cambio, se considera 
únicamente el modelo estándar, y a la conclusión de que el 
enunciado ỹ es indecidible se llega sólo en base a su auto-
referencia. Interpretado en el modelo estándar, dicho enunciado 
expresa su propia indemostrabilidad; ya que ésta se ha demos-
trado (en efecto, se ha demostrado que es indecidible), el enun-
ciado es verdadero en dicho modelo. ¿En qué modelo (no es-
tándar) sería falso? Ciertamente un tal modelo debe existir: si ỹ 
fuese verdadero en cada modelo sería un teorema por la com-
pletitud semántica del Sistema (que es formal). Y, sin duda, en 
un modelo así el enunciado not∃ x(G(x,ỹ)) no puede aún signi-
ficar “no existe el código de una demostración que demuestre 
el teorema con código ỹ”: de otro modo, ỹ sería otra vez verda-
dero. En efecto, uno de los errores más frecuentes es precisa-
mente considerar que G(x,y) signifique siempre (o sea en cada 
modelo) lo que significa en el modelo estándar: esto, eviden-
temente, no es posible en el respecto de las hipótesis del Teo-
rema. Por esta razón hemos preferido no llamar a la G(x,y) del 
modo habitual, más intuitivo, pero también más engañoso: 
Dem(x,y). 

Para proponer algo que se parezca a un caso concreto de in-
terpretación no estándar donde ỹ sea falso y G(x,y) no signifi-
que “x es una demostración de y”, pondremos un ejemplo de 
“principio”, es decir que no se debe tomar al pie de la letra. 
Suponga el lector que la expresión G(x,y) sea concretamente la 
siguiente: 
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y=127·3y/x 

 
naturalmente, no es así, es sólo un ejemplo ideal. Tal ecuación, 
en efecto, se puede resolver con infinitas parejas de números 
naturales, como tiene que ser para la verdadera G(x,y). Supon-
gamos además que ỹ sea realmente el número 127. De este mo-
do, el enunciado indecidible sería: 

 
127)  not∃ x(127=127·3127/x) 

 
Cuando se interpreta en el modelo estándar, este enuncia-

do afirma que el enunciado de código 127, o sea él mismo, 
no es un teorema; y, como sabemos, en las hipótesis hechas, 
debe ser verdadero en dicho modelo. También desde este 
punto de vista, la elección de la expresión es correcta: de 
hecho, la ecuación propuesta sólo se podría resolver si 
127/x=0, lo que es imposible para cualquier número natural 
estándar x. Pero si lo interpretamos en un modelo no están-
dar, las cosas pueden ser distintas. Por ejemplo, si sustitui-
mos x por la constante no estándar c antes considerada (ap. 
II.16), la ecuación puede cumplirse si se considera que c es 
(infinitamente) mayor de cualquier número natural estándar: 
entonces, en efecto, 127/c tendería a cero y 3127/c a uno22. He 
aquí como el enunciado indecidible ỹ puede resultar falso en 
un modelo no estándar (y, realmente, tiene que ser falso en 
un determinado modelo no estándar M). Además, en dicho 
modelo M, G(x,y) no puede interpretarse correctamente co-

                                                           
22 Para hacer riguroso el razonamiento, basta con definir de forma opor-

tuna las operaciones de división y de exponenciación de modo que generali-
cen las habituales. 
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mo “x es el código de una demostración del enunciado con 
código y”; en efecto, si tomamos x=c e y=127, resulta que, 
aunque GM(c,127) sea verdadera, c no es el código de ningu-
na expresión, ya que todos los códigos definidos son natura-
les estándar. 

Digámoslo de otro modo: demostrando que ỹ es indecidi-
ble, hemos demostrado los enunciados: notG(0,ỹ), notG(1,ỹ), 
notG(2,ỹ), etc. y sin embargo el enunciado: ∀ x(notG(x,ỹ)), o 
bien not∃ x(G(x,ỹ)), aunque verdadero en el modelo estándar, 
no es demostrable. La situación no es en absoluto distinta de 
la que ya describimos en el apartado I.13, con respecto a la 
Geometría elíptica: también en dicho modelo de G, para cada 
recta que pase por un punto P externo una recta prefijada r, es 
verdad (y se puede demostrar si se describe el modelo sir-
viéndose de la Geometría euclidiana, tal y como hicimos para 
el modelo hiperbólico en el apartado I.10) que ésta no es para-
lela a r. Sin embargo, en G no se puede demostrar que “cual-
quier recta que pase por P no es paralela a r”: lo atestiguan el 
modelo euclidiano y el hiperbólico. Del mismo modo, 
not∃ x(G(x,ỹ)) no se puede demostrar, de hecho es falso en 
oportunos modelos no estándar. 

De todas formas, subrayamos que el Teorema de incomple-
titud no se debe a la existencia de los modelos no estándar 
(como algunas veces se lee): estos últimos, en efecto, existen 
siempre en las hipótesis (muy largas) del teorema de L-S y de 
hecho, en la segunda Parte, los hemos observado también en 
Teorías sintácticamente completas, como TFR. 

Como hemos anticipado, la hipótesis de la existencia del 
modelo estándar para el Sistema se puede debilitar con la 
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simple consistencia23. Esto fue (meta)demostrado por Rosser 
a través de un enunciado auto-referente, distinto al de Gödel. 

Para terminar, recordamos que las descritas metademostra-
ciones son completamente formalizables en TC (constituyén-
dose así un verdadero teorema) excepto en el caso en que el 
Sistema que verifica las hipótesis sea el mismo TC; en éste, la 
incompletitud descrita debe considerarse tajantemente como 
un metateorema. 

 
III.6. Consecuencias del Teorema de incompletitud 
 
La importancia del Teorema de incompletitud se debe, no 

ya al simple hecho de que el Sistema matemático de la hipóte-
sis se haya revelado incompleto, sino más bien al hecho de 
que éste sea incompletable. El Teorema, en efecto, puede 
aplicarse a cualquier extensión del Sistema de partida, siem-
pre que sean respetadas sus hipótesis. Si I es un enunciado in-
decidible cualquiera de la Teoría (si queremos, el mismo 
enunciado de Gödel, de código ỹ), añadiendo I o notI a los 
axiomas del Sistema, se obtiene un Sistema consistente y, sin 
duda, “más potente” que el original. Además, si I es exhibido, 
los nuevos axiomas siguen siendo recursivamente decidibles, 
si antes lo eran. Por lo tanto, volviendo a aplicar el Teorema, 
se concluye otra vez la incompletitud del Sistema; y si, por 
ejemplo, I era el enunciado de Gödel, se podrá reconstruir un 

                                                           
23 Pero ¿en qué casos concretos se aplicaría dicha generalización? En 

realidad, en el caso de PA, la formalización en TC (que sólo exige la hipóte-
sis de consistencia para TC) es capaz, como sabemos, de demostrar la exis-
tencia del modelo estándar para PA. Sin embargo, esto no vale para otros 
Sistemas que respondan a las hipótesis del teorema: por ejemplo para el Sis-
tema PA’ (apartado II.16) que admite sólo modelos no estándar. Ahora, en 
cambio, el teorema de incompletitud se puede aplicar también a PA’. 
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nuevo enunciado de Gödel. Sintetizando, un Sistema clásico 
que satisface las hipótesis del Teorema de incompletitud es 
esencialmente incompleto: no se puede completar añadiéndole 
axiomas, aunque sean infinitos, mientras se conserve la con-
sistencia y la recursiva numerabilidad del conjunto de sus 
axiomas. Sin embargo, antes de detallar todas las demás con-
secuencias, es conveniente volver a referirnos al más general 
Metateorema de Church-Turing (o de incompletitud), resta-
bleciendo la Tesis de Church-Turing. 

En la conclusión del Metateorema de Church-Turing, 
hemos visto que negar la tesis implica la existencia de una 
máquina D que resuelve el problema de la parada de cada má-
quina. Ahora bien, dado un Sistema ef. ax. cualquiera (o, más 
generalmente, cuyos axiomas sean efectivamente numera-
bles), siempre podemos considerar una máquina que, para 
concluir si un enunciado determinado es un teorema, examine 
la lista completa de todos los teoremas generada por la má-
quina característica del Sistema. Si el enunciado no es un teo-
rema, dicho procedimiento mecánico no terminaría; pero a 
través de la máquina D podríamos descubrirlo y, por tanto, 
llegar a la conclusión de que no es un teorema. Por eso, si 
existiera la máquina D, cada Sistema cuyos axiomas fuesen 
efectivamente numerables sería decidible. En cambio, del Me-
tateorema de incompletitud se deduce que esto es imposible: 
en particular, se deduce que cada Sistema que satisface sus 
hipótesis es indecidible. Para admitirlo, razonamos por absur-
do: como consecuencia, también sería decidible el conjunto 
de los enunciados indecidibles. Para cada uno de ellos, esco-
jamos el más corto entre él y su negación (o, en general, uno 
de los dos según un criterio arbitrario, pero mecanizable) y 
añadámoslo a los axiomas del Sistema. Se habrá formado un 
Sistema nuevo, consistente, completo y aún ef. ax. (o, más en 
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general, aún con axiomas efectivamente numerables) que, al 
ser una extensión del primero, tiene la misma “potencia ex-
presiva”: imposible. 

PA y cualquier otra Teoría ef. ax. de números naturales 
no menos “potente” (es más, también alguna menos “poten-
te”, como la Aritmética de Robinson) es esencialmente in-
decidible. Y también es esencialmente indecidible la propia 
TC, o sea toda la matemática clásica formal (describible 
conjuntisticamente)24. 

Lo que sucede en un Sistema matemático que satisface las 
hipótesis del Metateorema de incompletitud es que el conjun-
to de sus enunciados indecidibles no es efectivamente nume-
rable: si lo fuera, también el más general conjunto de los 
enunciados que no son teoremas sería efectivamente numera-
ble y entonces el Sistema sería decidible (ap. III.1); una obvia 
consecuencia necesaria es que los enunciados indecidibles 
tienen que ser infinitos25. Por lo visto, no sólo no es posible 
mecanizar el proceso de reconocimiento de los infinitos enun-
ciados indecidibles, sino tampoco hacer mecánicamente un 
elenco exclusivo y exhaustivo de ellos. 

Por consiguiente, si examinamos la codificación numérica 
de los enunciados indecidibles, obtenemos un subconjunto in-
finito de números naturales estándar que no es efectivamente 
numerable, o sea, cuyos elementos ninguna máquina es capaz 
de enumerar todos y solos. Pero, evidentemente, la conclusión 

                                                           
24 A menudo incorrectamente denominada “de primer orden”, en base a 

la incorrecta trascendencia asignada al orden expresivo observada en el ap. 
II.14. 

25 Si fueran finitos, al ser también distinguibles y formales, se podría 
hacer una enumeración explícita de ellos, siempre reproducible por una má-
quina. Para la distinguibilidad de los enunciados indecidibles de un Sistema 
formal, recórdese el ap. II.9 (también retomaremos el tema en el ap. III.9). 
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de que existen subconjuntos de naturales no efectivamente 
numerables (es más, que son de número despreciable los que 
lo son) puede alcanzarse independientemente del Metateore-
ma de incompletitud; en efecto, se puede deducir simplemente 
del hecho de que el conjunto de todos los cálculos mecánicos, 
o sea de todas las funciones recursivas, es numerable, mien-
tras que el conjunto P(N) es innumerable26. De la innumerabi-
lidad de P(N) se deduce también que para definir todas y solas 
las cifras de un número real (que puede verse como un sub-
conjunto infinito de números naturales), es necesario recurrir 
a una semántica ineliminable, excepto para un número insig-

nificante de casos (ּ0א respecto a 02ℵ ). Así que es epistemolo-
gicamente incorrecto afirmar, como hacen algunos, que ésta 
es una consecuencia del Metateorema de incompletitud. La 
importancia del Metateorema, que efectivamente llega a esa 
conclusión para un subconjunto específico, se debe a la natu-
raleza de dicho subconjunto y no al hecho de que existen sub-
conjuntos de este tipo; lo cual se puede demostrar indepen-
dientemente. 

Para reconocer los enunciados indecidibles de una Teoría 
que verifica las hipótesis del Metateorema de incompletitud, 
sólo nos quedan los métodos puramente metamatemáticos 
(semánticos). Por esta razón dijimos al principio del libro 
que la metamatemática es intrínsecamente indispensable (ap. 
I.3). Al no ser mecanizable, dicho criterio tiene que poseer la 
capacidad de definir nuevos conceptos continua e imprevisi-
blemente, adaptándolos cada vez al enunciado del que se de-

                                                           
26 Como otras veces, se podría pensar en asignar más de un significado 

al resultado de cada cálculo; pero ya hemos observado que esta operación, 
para resolver dicho problema, debería ser intrínsecamente semántica y por 
lo tanto no ejecutable por ninguna máquina. 
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be probar la indecidibilidad. Por la naturaleza misma del 
lenguaje semántico, capaz incluso de redefinirse, no hay ra-
zón para creer que este proceso no sea siempre posible. De 
hecho, la misma representabilidad de los modelos que per-
miten reconocer un enunciado indecidible (los cuales, recor-
demos, deben existir en base al Teorema de s-completitud) 
es un concepto convenientemente redefinible27. La única y 
fundamental excepción a este optimismo concierne al propio 
Sistema TC, por la descrita ambigüedad de sus “modelos”; 
más adelante lo constataremos con un ejemplo. 

Así, el Metateorema descubre límites posteriores a la capa-
cidad de mecanizar el proceso de identificación de los mode-
los de una Teoría que satisface sus hipótesis. Ya sabíamos que 
la “cardinalidad” de los modelos de un Sistema, al ser hiper-
innumerable (ap. II.20), es terreno exclusivo de la Semántica; 
pero ahora sabemos que también un “subsistema” numerable 
suyo (constituido por los modelos que permitirían reconocer 
todos los enunciados indecidibles) no es efectivamente nume-
rable, no puede ser generado exclusiva y exhaustivamente por 
ninguna máquina. 

Otra consecuencia del Metateorema es la demostración de 
la existencia de Sistemas clásicos formales no ef. ax. y, por 
consiguiente, no representables fielmente en TC. Considere-
mos, en efecto, un Sistema que, además de los axiomas de 

                                                           
27 Un ejemplo de dramático debilitamiento del concepto de representa-

bilidad para un modelo, se tiene en la mencionada metademostración de 
consistencia relativa de las Teorías no cantorianas de los conjuntos (o sea 
en las que no vale la hipótesis del continuo) realizada por Cohen: ésta 
considera, en efecto, una interpretación bastante peculiar (con propiedades 
“forzadas”, en inglés forced) en la que la hipótesis del continuo es falsa; y 
dicha interpretación, en hipótesis de consistencia para la Teoría de los 
conjuntos, resulta ser un modelo. 
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PA, contenga como axioma I, o bien notI, para cada enun-
ciado indecidible I. Como se trata de un Sistema completo y 
“más potente” que PA, en base al Metateorema de incomple-
titud, no puede ser ef. ax.; es más, ni siquiera puede tener los 
axiomas efectivamente numerables. De esto deducimos, en 
base a la conclusión a la que llegamos al final del apartado 
III.3, que dicho Sistema no es representable fielmente en TC: 
la Teoría axiomática de los conjuntos no puede reconocer 
todos sus teoremas. Un caso particular de gran importancia 
de este último ejemplo es el Sistema en el cual, para cada in-
decidible I de PA, se añade como axioma, entre I y notI, 
aquello que se revela verdadero en el modelo estándar. Este 
Sistema formal, llamémoslo PAV, permite así deducir todos 
y solos los enunciados de PA verdaderos en el modelo están-
dar: ¡una Teoría indudablemente útil!28 Además, según lo 
visto, una Teoría capaz de resolver el problema de la parada 
de cada máquina. Por desgracia, aunque sea formal, no es ef. 
ax., ni por tanto representable fielmente en TC: ni TC, ni otra 
máquina cualquiera, es capaz de llevar a cabo una enumera-
ción exhaustiva y exclusiva de sus teoremas. La semántica 
contenida en la definición de sus axiomas (en particular de 
los últimos añadidos) no puede ser reproducida íntegramente 
por ninguna máquina, ni por el lenguaje conjuntístico forma-
lizado; o sea, no puede ser eliminada. De esto sigue, obvia-
mente, que tampoco el conjunto de las demostraciones es 
efectivamente numerable. 

Llegados a este punto, parece oportuno subrayar lo que 
                                                           

28 De este modo, hemos distinguido cuatro Sistemas aritméticos: PA, la 
Teoría Aritmética Integral (AI), y los Sistemas que se obtienen de éstos, 
añadiendo como axiomas los enunciados de las respectivas Teorías, verda-
deros en el modelo estándar: PAV y AIV. Con la posibilidad (ya señalada en 
el ap. II.17 y que comentaremos más tarde) de que AI y AIV coincidan. 
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realmente significa, cuando se define la Teoría PA, tener op-
timistamente “delante de nuestras narices” el modelo de los 
números naturales intuitivos (ap. II.1): significa intuir una in-
terpretación cuyas infinitas verdades no pueden ser exclusi-
vamente y totalmente reproducidas por ninguna máquina; en 
otras palabras, significa admitir un número infinito de con-
venciones semánticas que no se pueden especificar comple-
tamente a través de métodos mecánicos (no efectivamente 
numerables, en efecto). Después de todo, ¡no parece una pos-
tura tan inocente! 

El teorema de Tarski es una especie de generalización de 
lo que acabamos de observar en la Teoría aritmética PA en re-
lación al concepto de verdad en su modelo estándar. Éste 
afirma que el lenguaje sintáctico de un Sistema que verifica 
las hipótesis del Metateorema de incompletitud, no puede po-
seer un predicado efectivamente numerable V(x), tal que 
V(x)=1 si y sólo si el enunciado del código x es verdadero en 
el modelo M, sea cual sea el modelo M. Un predicado P(x) se 
dice efectivamente (o recursivamente) numerable, si es posi-
ble calcular mecánicamente P(x) para cada valor de x. Así 
que, el teorema de Tarski afirma que el conjunto de los enun-
ciados verdaderos para un modelo prefijado cualquiera no es 
efectivamente numerable. Para demostrarlo, es suficiente con-
siderar un Sistema que añade a los axiomas de la Teoría ori-
ginal de hipótesis, todos los enunciados que se verifican en M; 
razonando por absurdo, se obtiene que los axiomas de este 
Sistema serían efectivamente numerables. La Teoría, además, 
sería más “potente” que la inicial y completa: imposible. O 
bien, con un desenlace más interesante, se puede utilizar el 
hecho de que, en toda Teoría de hipótesis, cada predicado con 
la propiedad de V(x), puede volverse auto-referencial (como 
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el de Gödel)29; concretamente, debería existir un código xk tal 
que: 

 
xk)    V(xk) ≠ 1 

 
una versión de la paradoja del mentiroso que, como ya 

hemos visto, implica siempre el absurdo. En efecto, este enun-
ciado no puede ser verdadero en M: si lo fuera, por definición 
de V, tendría que resultar V(xk)=1, y así se verificaría también 
su negación. Si fuera falso, entonces su negación V(xk)=1 sería 
verdadera y entonces, por definición de V, el enunciado de có-
digo xk debería ser verdadero en M, en contra de lo supuesto. 
Absurdo. 

Este teorema no se aplica si el predicado de verdad no es 
efectivamente numerable o si el Sistema no responde a las hipó-
tesis del Metateorema de incompletitud: por ejemplo, no es váli-
do para el decidible TFR. Sin embargo, una versión más general 
del teorema, el Metateorema de Tarski, es válido para todos los 
Sistemas clásicos consistentes, incluso no formales. Y afirma 
que en ninguna Teoría clásica consistente, el lenguaje matemáti-
co, oportunamente interpretado, es capaz de definir un concepto 
de verdad universal (o sea, válido para cada enunciado, como 
debe serlo el concepto de verdad). Algo distinto del anterior teo-
rema de Tarski. La conclusión del Metateorema se basa en el 

                                                           
29 En realidad, normalmente esto se demuestra en el caso de un predica-

do decidible (también llamado recursivo: llamado P(x), cuando para cada x 
es posible calcular mecánicamente si P(x) vale o no). Sin embargo, presu-
mimos que esto debe poderse extender al caso en que sólo sea efectivamen-
te numerable. En efecto, la propia demostración de Gödel también debería 
poderse extender al caso en que el Sistema tenga los axiomas sólo recursi-
vamente numerables, en manera análoga a cuanto supuesto por el Metateo-
rema de Church-Turing. 
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hecho de que, a fin de que se pueda definir (y así enunciar) la 
verdad para todos los enunciados, incluida tal enunciación, el 
lenguaje tiene que poseer la capacidad de hacer auto-referencias; 
con el resultado de que resurgiría la paradoja del mentiroso: “es-
te mismo enunciado es falso”. 

De este modo, la definición integral de las verdades para un 
modelo de un Sistema matemático debe efectuarse fuera del 
Sistema30. Naturalmente, este hecho no tiene nada que ver con 
la completitud o incompletitud sintáctica: el Sistema puede per-
fectamente ser capaz de deducir todos los enunciados verdade-
ros para un modelo (resultando, así, sintácticamente completo); 
en un caso similar, de hecho, éste se limita a deducirlos, mien-
tras sólo desde fuera los teoremas pueden ser considerados co-
mo “verdaderos para el modelo”. 

Para terminar, señalamos que, en estricto rigor, no hay nada 
que prohíba interpretar el metalenguaje definitorio de TC ob-
viando siempre al problema de la no fidelidad representativa de 
un Sistema cualquiera en el mismo TC, como anticipamos en el 
apartado II.7. El único problema es el precio que se paga. Pon-
gamos, como ejemplo, el caso de PAV: un Sistema que define 
los axiomas utilizando el concepto de “verdadero en el modelo 
estándar”. Nada impide emplear dicho concepto también en el 
seno de la Teoría TC, introduciendo, en sentido genuinamente 
semántico, el conjunto de los enunciados “verdaderos en el 
modelo estándar de PA” y deducir a partir de ello. Ahora PAV 
está reproducido fielmente en TC, pero TC se ha convertido en 
una Teoría totalmente diferente, capaz de deducir todos y solos 

                                                           
30 Como ya intuyó Russell en 1903: en la primera página de Los princi-

pios de la matemática se lee “…además de estos [conceptos], la Matemática 
usa un concepto que no forma parte de las proposiciones que considera, es 
decir la noción de la “verdad”. 
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los elementos de un conjunto de enunciados no efectivamente 
numerable, como hemos visto. Así, su tipo de deducción ya no 
puede ser mecánico: ella ha perdido su efectiva axiomatizabi-
lidad, aun conservando la formalidad. 

Recapitulando, el Metateorema de incompletitud nos aclara, 
desde el punto de vista lógico, cómo las máquinas nos pueden 
ayudar en el estudio de un Sistema clásico formal: 

 
a) Existen Sistemas clásicos formales para los que no existe 

ninguna máquina capaz de enumerar todos y solos sus teo-
remas; éstos son también no fielmente reproducibles en 
TC. Entre ellos se encuentran los más deseables, como 
PAV, o sea el Sistema que deduce todos y solos los enun-
ciados de PA verdaderos en el modelo estándar. Y que re-
suelve el problema de la parada de una máquina cualquie-
ra. 

b) Existen Sistemas clásicos formales para los que, suponien-
do su consistencia, existen máquinas capaces de enumerar 
todos y solos sus teoremas; pero no capaces de resolver to-
dos los problemas matemáticos: por ejemplo, para cada 
enunciado fijado E, de indicarnos si no es un teorema (y, 
en particular, si es indecidible); o de resolver el problema 
de la parada de una máquina cualquiera. De este tipo son 
las disciplinas matemáticas más fundamentales, como PA 
y TC. 

c) Existen Sistemas clásicos formales decidibles, si se supone 
su consistencia; o sea, para los que existen máquinas capa-
ces de resolver cualquier problema matemático, en tal 
hipótesis. Algunos ejemplos son TFR, GE, así como una 
parte de la Aritmética aún más restringida que la Aritméti-
ca de Robinson; la consistencia de estos Sistemas sigue de 
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la hipótesis de consistencia para TC. Sin embargo, estas 
Teorías son limitadas en cuanto a expresividad: en ellas, 
por ejemplo, no pueden ser representadas todas las funcio-
nes recursivas, o sea, todas las máquinas. 

 
Ahora parece un buen momento para discutir la posibilidad 

de sobrepasar estos límites, o sea, de considerar máquinas que 
violen la Tesis de Church-Turing. Pero antes queremos acla-
rar la naturaleza exacta de esta convención, en apariencia tan 
peculiar. En realidad, sólo se trata de la formalización de un 
concepto. Reconsideremos lo que sucede con el concepto de 
conjunto. Adoptar los axiomas de TC significa definir un ente 
matemático que debería parecerse al concepto matemático de 
“conjunto”. Análogamente, las funciones recursivas (o los 
otros modelos equivalentes) representan una definición ma-
temática de “máquina”. La “Tesis de Church-Turing” en efec-
to, es la suposición de que esta definición concuerde con el 
concepto semántico de “máquina”. ¿Por qué no se evidencia y 
discute la convención análoga para el caso de “conjunto”? 
Además, existen razones de peso para dudar de ese acuerdo: 
en efecto, hemos visto que en cuanto se estudian los funda-
mentos de TC resurge el concepto, necesariamente semántico, 
de “colección”; esto demuestra que la formalización del con-
cepto de “conjunto” no puede acaparar todo su valor semánti-
co. Viceversa, para el caso de las “máquinas”, parece real-
mente que dicho problema no exista; ¿cómo se explica esta 
incongruencia? 

Con dos motivos. Paradójicamente, el primero se debe pre-
cisamente a lo concreto que es el concepto de “máquina”, res-
pecto al, más abstracto, de “conjunto”. Los axiomas de TC se 
consideran, desde el punto de vista epistemológico, como un 
intento de concretar esa abstracción. El hecho de que este in-
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tento tenga sus limitaciones, o, si se prefiere, que falle en parte, 
no nos molesta demasiado porque nos confirma que su carácter 
ideal no es definible rigurosamente; así, sus consecuencias – 
que, en realidad, son graves: la nebulosidad de los “modelos” 
de TC, con todas sus dramáticas repercusiones – son más acep-
tables filosóficamente. En el caso de “máquina”, en cambio, la 
idea aun concreta que tenemos es tan amplia que nos parece 
sospechoso que pueda abarcarse totalmente con un puñado de 
reglas matemáticas. Más aún, por las fuertes limitaciones epis-
temológicas que, como hemos visto, tal convención produce (el 
segundo motivo). 

Ya se ha señalado que, dejando a parte el uso de los núme-
ros casuales (que discutiremos dentro de poco), hasta ahora no 
se han encontrado extensiones efectivas de las modalidades de 
un cálculo mecánico. Sin embargo, podemos observar perfec-
tamente qué tipo de operación debería ser capaz de realizar una 
“máquina” capaz de reconocer todos y solos los enunciados in-
decidibles de una Teoría que satisfaga las hipótesis del Meta-
teorema de incompletitud; lo cual, como sabemos, implicaría la 
decidibilidad para el Sistema. O bien, de qué tipo es la “supe-
rioridad” humana, exaltada por alguien31 respecto a una cual-
quier máquina que respete la Tesis de Church-Turing. Por 
ejemplo, como se ha visto, el saber reconocer la veracidad, en 
un modelo prefijado, de los enunciados indecidibles del Siste-
ma matemático. Se trata, por lo tanto, de operaciones de tipo 
genuinamente semántico que, más bien que “inteligencia” (en 
el sentido tradicional dado a este término), requieren el uso de 
                                                           

31 J.R. Lucas: Mind, Machines and Gödel y más recientemente R. Penro-
se: La nuova mente dell’imperatore. Se trata de un punto de vista, ya supe-
rado totalmente, que ha sido desmentido por muchas objeciones; pero para 
desmontarlo basta con precisar el argumento, como intentaremos hacer a 
continuación. 



 
264 

una convención dinámica acerca de los significados que se de-
ben asignar a los enunciados. “Dinámica”, porque la estrategia 
para asignar esos significados no puede precisarse exactamente 
de una vez por todas: si así fuera, se podría mecanizar. En otras 
palabras, nuestra superioridad primaria respecto a una máqui-
na, entendida tradicionalmente, es poder dar un valor semánti-
co redefinible – según un contexto o una conveniencia no pre-
visible mecánicamente – a los enunciados de la Teoría; poder 
gestionar de algún modo (en un ámbito que a priori no está 
exento de ambigüedad), la cantidad hiperinnumerable de los 
conceptos semánticos. Obviamente, este tipo de capacidad, 
aunque sea “maravilloso”, también está sujeto al peligro de la 
ambigüedad: de hecho, no se considera deseable para las má-
quinas, en su definición tradicional. Queremos decir que, en 
Lógica, el concepto de “máquina” se introduce precisamente 
para exigir un tipo de determinismo riguroso e inconsciente de 
la deducción, excluyendo cualquier comportamiento insonda-
ble. 

En definitiva, para que una máquina pueda simular el razo-
namiento humano, no basta con una ampliación normal de sus 
capacidades de cálculo, sino que se vuelve necesaria una ca-
racterística de naturaleza totalmente diferente de las que tra-
dicionalmente se asocian al concepto de “mecánico”: la posi-
bilidad de interpretar (imprevisiblemente) los enunciados. 
Una capacidad que calificar sin más como “inteligencia supe-
rior” parece, al mismo tiempo, inmodesto y restrictivo. 

Una vez aclarado esto, se puede entender que, desde el pun-
to de vista lógico, no debemos esperar demasiado de cálculos 
mecánicos basados en la casualidad. Ante todo es necesario 
precisar la naturaleza exacta de dicha casualidad. Considere-
mos una máquina capaz de lanzar dados sobre una mesa y de 
leer el resultado para usarlo en sus cálculos sucesivos. Para 
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“agitar su mano mecánica” antes del lanzamiento, se puede re-
currir a distintas tretas: en función de la hora, haciendo uso de 
las cifras imprevisibles de los números reales (en realidad si-
mulados mediante números racionales, como sabemos) o usan-
do diferentes algoritmos específicos, a menudo resultado de 
complejos estudios. Cálculos que usan esta función, llamados 
random, sirven sobre todo en ámbito estadístico, para la simu-
lación de eventos reales. En realidad, un cálculo de este tipo 
sólo aparentemente es casual, en el estricto significado del 
término. Lo que queremos decir es que, por ejemplo, un cálcu-
lo random a partir de las cifras de la hora, en realidad es ínte-
gramente determinístico: si se considera la hora como uno de 
los inputs, la máquina respeta la Tesis de Church-Turing. Lo 
mismo vale para cualquier otra modalidad de generación ran-
dom; por eso, sería más correcto hablar de simulación de la ca-
sualidad, o bien de pseudo-casualidad. No obstante, en los ca-
sos prácticos ordinarios dicha simulación puede siempre 
realizarse satisfactoriamente. 

Ahora bien, el lector juzgará sin duda como ridícula la espe-
ranza de obtener casualmente los enunciados indecidibles de 
un Sistema matemático o las cifras de un determinado número 
real. Sin embargo, es muy probable que los procesos mentales 
humanos, incluidas las imprevisibles asignaciones de significa-
do a los símbolos, usen, entre otras estrategias, también algunas 
de tipo casual. Por lo tanto, un procedimiento mecánico pseu-
do-casual, corregido por un cierto grado de determinismo, po-
dría simular, aun parcialmente, ese criterio intrínsecamente 
semántico. Así, debe considerarse posible obtener, con un cri-
terio de este tipo, una ayuda a la deducción. 

Resumiendo, de momento no existe un uso regulado de las 
operaciones random en el ámbito de la Lógica: en ella, tradi-
cionalmente, nunca se deduce haciendo uso de la casualidad. 
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Sin embargo, en principio, nada impide admitir esta posibilidad 
en alguna circunstancia; por ejemplo, intentando simular, aun-
que parcial o aproximadamente, el criterio intrínsecamente se-
mántico de la asignación de significado a las proposiciones ma-
temáticas. 

 
III.7. Gloria de Chaitin 
 
En 1974 G. Chaitin formuló una interesante versión infor-

mática del Metateorema de incompletitud. En primer lugar, 
demos una definición: una máquina se dice universal cuando 
su comportamiento entrada/salida puede reproducir, como ca-
so particular, el comportamiento entrada/salida de cualquier 
otra máquina. En otras palabras, una máquina universal puede 
simular lógicamente cualquier máquina. Así, su comporta-
miento entrada/salida representa todo lo que es calculable me-
cánicamente. La existencia de máquinas universales y los cri-
terios para obtenerlas están asegurados por la Tesis de 
Church-Turing y por los descritos modelos representativos de 
todas las máquinas. El modelo de las funciones recursivas, 
como hemos visto, describe la elaboración de una máquina 
cualquiera a través de las operaciones fundamentales de com-
posición, recursión y minimalización. Por lo tanto, cualquier 
máquina en la que es posible poner en marcha un programa 
donde las instrucciones correspondientes a dichas operaciones 
puedan aparecer en un punto arbitrario (del mismo programa) 
y con una frecuencia arbitraria, es universal. Ya hemos con-
cretado cuales son las instrucciones lógicas capaces de repro-
ducir dichas operaciones: 1) suma de números naturales; 2) 
registro de datos en la memoria y posibilidad de su futura lec-
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tura; 3) iteración condicionada32. Cualquier computadora pro-
gramable (incluidas muchas calculadoras de bolsillo) posee 
estos instrumentos operativos y, por tanto, representa una má-
quina universal33. La máquina de Turing y la máquina RAM 
también son universales. Obviamente, la existencia de máqui-
nas universales implica también la existencia de funciones re-
cursivas universales: aquellas que representan matemática-
mente su comportamiento. 

Ahora consideremos una máquina universal arbitraria U y 
supongamos que trabaje elaborando exclusivamente secuen-
cias finitas de cifras binarias constituidas por los símbolos 
“0” y “1” (llamados bits), como normalmente sucede en la 
realidad. Cada programa es una secuencia de bits y cualquier 
secuencia de bits puede considerarse un programa34. El com-
portamiento de la máquina cuando se arranca cierto progra-
ma, que consideraremos siempre completo de todos sus inputs, 
no está determinado solamente por sus instrucciones, sino tam-
bién por un primario programa interno (que equivale al Siste-
ma operativo más el firmware, éste último un conjunto de 
instrucciones no modificables que maniobran directamente 
los dispositivos físicos de la máquina). Dicho programa in-
terno, también constituido por una secuencia de bits, esta-

                                                           
32 Ejemplos de iteración condicionada, para quien sabe un poco de in-

formática, son los ciclos DO, FOR, etc. 
33 En rigor, sólo en teoría: el hecho de que en cada ordenador real la 

memoria sea limitada (aunque, desde el punto de vista lógico ampliable sin 
límites) hace que su universalidad siempre sea un límite ideal; pero la má-
quina puede aproximarse cuanto se desee a tal abstracción, ampliando opor-
tunamente su memoria. 

34 Un programa que usa instrucciones incorrectas o sin significado de-
termina en todo caso una respuesta, como un mensaje de error o una no pa-
rada. 
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blece convenciones de representación (es decir, un código) 
de los números naturales y de las instrucciones, y en base a 
ellas concretiza las reglas con las que elaborar los datos. Por 
el carácter universal de la máquina, el mismo debe ser capaz 
de reproducir operativamente todas las funciones recursivas. 
Añadiendo la hipótesis de corrección, o sea la ausencia de 
errores, el programa interno de una máquina universal arbi-
traria representa una ejemplificación concreta de una Teoría 
formal que satisface las hipótesis del Metateorema de in-
completitud. 

Por lo dicho, la secuencia binaria total que representa un 
programa genérico de la máquina universal U, completa de to-
dos sus inputs, está constituida por las instrucciones propias 
del programa (nos referimos a las que constituyen el así dicho 
programa externo, P, a cargo del usuario35) más los bits de sus 
inputs I, más el programa interno M.  

Así, indicando con L(s) la longitud de una determinada ca-
dena s, la longitud total de un programa genérico de U viene 
dada por: L(M)+L(P)+L(I) , donde L(P)+L(I)  es un valor varia-
ble, mientras L(M) una constante que depende de la máquina 
U. 

Se define complejidad de Solomonoff (o de Kolmogorov o 
de Chaitin) de una determinada secuencia binaria s, la longitud 
total, K(s), del programa más corto de U capaz de producir en 
output sólo y solamente s. Una secuencia binaria se denomina 
casual respecto a la máquina U, si su complejidad no es sus-
tancialmente menor que su longitud. El término “sustancial-
                                                           

35 En realidad generalmente el programa externo no se escribe en código 
binario, sino en un lenguaje de alto nivel (que usa términos como PRINT, 
DO, etc.). Una adecuada operación, llamada compilación, traduce el pro-
grama externo en código binario. Este último es ejecutable efectivamente 
por la máquina y comanda el programa interno. 
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mente” parece, justamente, inoportuno: su objetivo, en efecto, 
es simplemente dejar abierta, por generalidad, la convención 
sobre el “grado” de casualidad deseado. Nosotros establecere-
mos, como referencia, que una diferencia superior a 10 bits sea 
“sustancial”; por lo tanto reformulamos: una secuencia se dice 
casual respecto a la máquina U si: K(s)≥ L(s)–10. 

En términos más sencillos, una secuencia binaria casual 
no es sustancialmente comprimible (o sea, en más de 10 bits) 
a través de ningún programa; es decir, de ninguna manera. 
Para una secuencia no casual cualquiera, en cambio, resulta 
que K(s)<L(s)–10, lo que significa que existe al menos un 
programa de U que la genera únicamente, cuya longitud total 
es menor de L(s)–10: por lo tanto, la cadena es sustancial-
mente comprimible. 

¿Siempre existen secuencias binarias casuales? Combinando 
de todas las formas posibles p cifras binarias se pueden obtener 
2p secuencias binarias distintas. O sea, el número de distintas 
cadenas de la misma longitud p es 2p. Por ejemplo, existen 
16=24 secuencias binarias distintas de longitud 4. ¿Podrían ser 
todas las 2p cadenas no casuales para cada p? Cada una de ellas 
debería ser el único output de un programa cuya longitud total 
fuese menor de p–10 bits. Pero ¿cuántos son todos los progra-
mas de número total de bits menor de p–10? Con longitud de 
un solo bit existen los dos programas “0” y “1”, con longitud 
de dos bits existen cuatro programas, etc.; con longitud p–11 
bits existen 2p-11 programas. Por lo tanto, el número de progra-
mas de longitud menor de p–10 bits resulta de la suma: 
21+22+...+2p-11, igual a 2p-10–2. Pero este número es manifies-
tamente más pequeño que 2p. Suponiendo que cada uno de es-
tos programas imprima sólo y solamente una de las 2p cadenas 
de longitud p (claramente, una situación extremadamente opti-
mista) tendríamos que sólo 2p-10–2 de las 2p cadenas son no ca-
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suales. Pero la relación (2p-10–2)/2p es aproximadamente 1/1024 
para cada valor de p. Esto significa que, en la situación más 
exageradamente optimista, sólo un número sobre 1024, 
aproximadamente, ¡no es casual para cada valor de p! La ca-
sualidad respecto a una prefijada máquina universal U es, de 
este modo, la condición normal para una genérica secuencia 
binaria. Indudablemente, esta propiedad se puede considerar de 
validez general, puesto que una reducción de 10 bits es nor-
malmente considerada una pequeña reducción. 

Ahora, muchos lectores se habrán quedado perplejos: si la 
mayor parte de las cadenas binarias son incompresibles, ¿cómo 
se explica la difusión y eficacia de los varios programas de 
compresión que nos permiten reducir las dimensiones de los 
archivos informáticos (por ejemplo, antes de enviarlos por e-
mail)? Ante todo, debemos subrayar que la compresión que 
aquí estamos considerando no admite ninguna pérdida de in-
formación: de la cadena comprimida siempre se debe poder re-
construir exactamente cada bit de la cadena original. Este caso 
se llama lossless (“sin pérdida”). Otro caso lógico, totalmente 
diferente, se obtiene admitiendo una (limitada) pérdida de in-
formación: hay muchísimas cadenas no casuales que se dife-
rencian en pocos bits de una cadena casual. La mayor parte de 
los programas de compresión audiovisual (formatos mpeg, 
jpeg, mp3, etc.…) opera con una pérdida de información (cuyo 
grado puede ser establecido por el usuario). Del tipo lossless, 
en cambio, deben ser las compresiones de textos y programas 
ejecutables (comunes archivos comprimidos lossless, por 
ejemplo, son los que tienen la extensión zip, rar, etc.). En estos 
casos, la técnica de compresión consiste en la eliminación de 
las redundancias. Si tomamos en consideración un texto en una 
lengua cualquiera, observaremos que algunos caracteres son 
mucho más frecuentes que otros; en un texto en español, las 
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“a” son mucho más numerosas que las “z” y éstas últimas mu-
cho más numerosas que el símbolo “$”. La técnica de compre-
sión que puede usarse, equivale a una redefinición del código 
binario de los caracteres: los símbolos más frecuentes se codi-
fican con pocos bits, mientras que los más raros se asocian a 
las combinaciones binarias más largas. Esta redefinición se es-
tablece, tras un estudio sobre la cadena, mediante un programa 
adecuado que emplea un ulterior número r de bits; de este mo-
do, la compresión será efectiva sólo si el número de bits aho-
rrados es sustancialmente mayor que r. 

A menudo (pero no siempre) también los programas infor-
máticos son redundantes, sea por la presencia de texto o porque 
a algunas instrucciones, estadísticamente, les siguen otras de-
terminadas. Reflexionando un poco, nos convenceremos de que 
es realmente difícil que un producto humano cualquiera sea 
(fuertemente) casual. Normalmente, no lo son los valores de la 
frecuencia y de la duración de las notas de cualquier composi-
ción musical; y tampoco las imágenes de cualquier película: 
por ejemplo, los objetos superiores son estadísticamente más 
claros que los inferiores. En el fondo, todo tipo de “creación” 
no puede no constituir una diferenciación con respecto al caos 
de la casualidad; la cual, si realmente es absoluta, no puede 
significar verdaderamente nada. Y tampoco debe preocupar el 
hecho de que haya poquísimas cadenas no casuales en compa-
ración con las casuales, puesto que, en todo caso, podemos dis-
poner de una infinidad numerable de ellas. 

Un archivo comprimido a través de una técnica lossless 
ideal, es decir capaz de eliminar todas las redundancias, sería 
casual; se puede simular este caso intentando (inútilmente) 
comprimir otra vez un archivo ya comprimido con la misma 
técnica lossless. 

Una máquina universal U siempre es capaz, dada una arbi-
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traria secuencia binaria, de constituir el programa que ésta re-
presenta y ejecutarlo. Por lo tanto, siempre es capaz de con-
cluir si una cadena no es casual: deberá individuar un progra-
ma de longitud total sustancialmente más corta que su 
longitud, que la imprime únicamente. En cambio, parece más 
problemática la conclusión de casualidad para una cierta ca-
dena s (cuya longitud suponemos, naturalmente, mayor de 
10): un programa que use un método directo debería analizar 
las salidas de todos los programas de longitud total menor de 
L(s)-10, para descubrir si imprimen sólo y solamente s. Pero, 
para llevar a buen puerto tal análisis y, posiblemente, concluir 
la casualidad de s, debería ser capaz de reconocer todos los 
programas que imprimen a lo sumo una cadena y no terminan. 
Si consiguiese hacerlo para cada s, dicho programa sería ca-
paz de resolver el problema de la parada para una clase de 
programas muy general. Esta observación sugiere, pues, una 
relación entre la posibilidad de concluir siempre que una ca-
dena es casual, si lo es, con la de resolver el problema de la 
parada de un cualquier cálculo; lo que, como sabemos, es im-
posible para una máquina, conforme al Metateorema de in-
completitud. 

Efectivamente, la interpretación de Chaitin del Metateorema 
de incompletitud para una máquina universal U, tiene como 
consecuencia que U puede reconocer la casualidad de un núme-
ro necesariamente finito de cadenas. La formulación exacta, 
más general, es la siguiente: existe un número natural c, que 
depende de la máquina U, tal que U no puede concluir, para 
ninguna cadena s, que K(s)>c. En otras palabras, cada máquina 
universal tiene un límite superior para la complejidad que pue-
de concluir de una cadena. 

Antes de la metademostración, observemos cómo del Meta-
teorema se deriva, otra vez, una incompletitud de tipo esencial 
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para el Sistema formal representado por la máquina U (más 
exactamente, por su programa interno M). Hemos visto que 
existen cadenas casuales arbitrariamente grandes; en particular, 
habrá infinitas para que resulte L(sr)>c+10, siendo sr una arbi-
traria cadena casual (string random). Tenemos entonces que 
todos los “enunciados” del tipo «la cadena sr, para la cual re-
sulta L(sr)>c+10, es casual» son “indecidibles” para la máqui-
na universal. Por absurdo, o sea admitiendo que la máquina 
pueda concluir tal enunciado, la misma máquina, en base a la 
relación K(sr) ≥ L(sr)-10, válida para toda cadena casual, dedu-
ciría también K(sr)>c, transgrediendo el Metateorema que aca-
bamos de formular. Los enunciados de este tipo son infinitos y 
reaparecen inexorablemente en cualquier máquina universal, 
independientemente de cuantos “axiomas” se quieran añadir, 
incluso un número infinito36, al programa interno. 

Otra consecuencia del Metateorema (no mencionada, según 
parece, por ninguna de las publicaciones consultadas) es que 
ningún programa mecánico que termina siempre puede ser 
certificado como un programa ideal de compresión lossless, o 
sea, capaz de eliminar todas las redundancias de una cualquier 
cadena. De hecho, dicho programa sólo no conseguiría com-
primir las cadenas casuales; entonces, sirviéndonos de él, po-
dríamos reconocer una cadena casual arbitrariamente grande, lo 
que es imposible. 

Para demostrar el Metateorema de incompletitud de Chaitin, 
razonamos por absurdo: supongamos que, para cada número 
natural n (arbitrariamente grande), M pueda demostrar el enun-
                                                           

36 Del metateorema se deriva que el conjunto de los infinitos axiomas 
(que suponemos correctos), “s1 es casual, s2 es casual,...” no es efectivamen-
te numerable. Entonces, un Sistema de cálculo obtenido a partir del pro-
grama interno de una máquina universal añadiendo las condiciones corres-
pondientes a dichos infinitos axiomas, ya no podría ser una máquina. 
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ciado K(s)>n para cierta cadena binaria s. Entonces podríamos 
considerar el siguiente programa P: con input n, se consideran 
en orden de longitud creciente todos los programas de U (se 
usará un programa, llamémoslo G, que genera todas las posi-
bles combinaciones binarias), hasta encontrar el primero que 
imprima correctamente “K(s)>n”. Después, lo modificaremos 
para hacerle imprimir única y exclusivamente la cadena s y 
terminaremos. Indicando con st(n) la cadena que, en la máqui-
na U, representa el número natural n (o sea el código binario 
del número n), la longitud total del programa P es sustancial-
mente: 

 
L(st(n))+L(M)+L(G) 

 
donde L(G) es el número de bits del programa G. El único nú-
mero no constante es el primero. Por lo tanto P, de dicha longi-
tud total, imprime una cadena s cuya complejidad es mayor que 
n. 

Normalmente, la metademostración continua asumiendo que 
L(st(n)) es aproximadamente logb(n), donde b es la base esco-
gida para la representación (exponencial) de los números natu-
rales (estándar37). Por ejemplo, la habitual representación de-
cimal de los naturales es un código exponencial en base 10, en 
efecto largo aproximadamente log10(n) para cada n. Normal-
mente, en los ordenadores se emplea más bien el código bina-
rio en base 2: 
 

0  para 0   [en base decimal: 0] 

                                                           
37 De ahora en adelante omitiremos precisar que los números naturales 

codificados en el interior de las máquinas de cálculo ordinarias son, natu-
ralmente, aquellos estándar. 
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1  para s(0)  [en base decimal: 1] 
10 para s(s(0))  [en base decimal: 2] 
11 para s(s(s(0))) [en base decimal: 3] 
100 para s(s(s(s(0)))) [en base decimal: 4] 
..........…................... 
 
Nótese que todas las combinaciones que empiezan por “0” 

no se usan en este código, excepto en el único caso de “0”. 
También aquí el número de cifras del número n es aproxima-
damente log2(n), para todo n. De hecho, puede demostrarse fá-
cilmente que esta propiedad vale para todas las representacio-
nes exponenciales en base arbitraria b. 

No obstante, nada, en principio, prohíbe que la máquina use 
un código particular, no exponencial y del todo arbitrario. An-
tes de seguir, es conveniente abandonar la notación s(...(0)...) 
para el genérico natural estándar y emplear la escritura nm para 
indicar el número natural que en el habitual código decimal se 
escribe m [así, n2 y n268 representan los números normalmente 
indicados con 2 y 268]. 

 Para empezar, consideremos el siguiente código (privado de 
todo criterio aparente): 
 

0  para n6 
1  para n1 
10 para n2127 
11 para n5 
100 para n40008 
..........…........... 
 

y a continuación dos códigos no exponenciales que siguen un 
criterio evidente: 
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1  para n0 
11 para n1 
111 para n2 
1111 para n3 
................... 
 

y: 
 

10101010  para n0 
101010101  para n1 
1010101010  para n2 
.................... 

 
El primer código no convencional es capaz de reducir aque-

llas cadenas que contienen muchos números naturales cuya re-
presentación en base 10 es 2127 y 40008; por lo tanto, podría ser 
útil en ciertos casos. En cambio, los otros dos ejemplos son có-
digos bastante derrochadores de bits, porque no utilizan muchí-
simas de las posibles combinaciones binarias. En el primero de 
los dos (en el que el bit “0” puede usarse como separador), la 
longitud del código de un número n es igual a n+1; en el segun-
do, incluso a n+8. Es evidente que trabajar con estos códigos se-
ría muy incómodo (por no decir insensato); pero, desde el punto 
de vista lógico, la elección de la representación binaria de los 
números es irrelevante, ya que ésta determina solamente el mo-
do en que la máquina deberá ejecutar las operaciones (de suma, 
asignación, etc.).  

Para generalizar la metademostración, utilizaremos el 
hecho de que la máquina U es universal; por lo tanto, será 
capaz de reproducir cualquier código exponencial. Elijamos 
uno cualquiera, por ejemplo el en base 2. Entonces, debe 
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existir un programa D de U que teniendo como input una 
combinación binaria arbitraria que empieza con “1”, propor-
ciona en salida el número natural que le corresponde según 
el código binario en base 2; este último número, por cierto, 
representado a través del código característico de la U, o sea 
mediante la cadena st(n). El algoritmo más primitivo para D 
puede basarse en el precedente programa G, contando, con 
otras pocas instrucciones de longitud total h, todas las posi-
bles combinaciones binarias que empiecen por “1”, hasta en-
contrar la misma cadena de input; después imprimir la cuen-
ta. Entonces, la longitud total del programa D será: 
L(M)+L(G)+h+log 2(n) y tendrá como salida st(n), o sea, el 
input del programa precedente P. Combinando los progra-
mas D y P se forma un único programa cuya longitud total 
es aproximadamente: 

 
L(M)+L(G)+h+log2(n) 

 
o sea k+log2(n), con k constante, capaz de imprimir una ca-
dena s, de complejidad mayor que n, para cada n. Ahora 
bien, como el programa imprime solamente s, su longitud 
debe ser mayor o igual a K(s), por definición de compleji-
dad; es decir, será: k+log2(n)≥ K(s). Y de la hipótesis 
K(s)>n, surge finalmente: 

 
k+log2(n)>n, para cada n 

 
lo que evidentemente es imposible: la diferencia n-log(n), 
sea cual sea la base del logaritmo, se hace arbitrariamente 
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grande al crecer de n38. 
Claramente, la constante c depende sólo de la máquina. 

Se puede tener una idea de su valor, estimándolo como el va-
lor máximo de n para que en la metademostración no se ob-
tenga absurdo, o sea cogiendo: c≈ L(M)+L(G)+h+log 2(n)). 
En síntesis, c difiere de una constante de la longitud del pro-
grama interno M. Efectivamente, se puede metademostrar ri-
gurosamente que c depende sólo del programa interno M. 

La casualidad de una cadena depende de la máquina univer-
sal que se tome en consideración. Una cadena casual para una 
máquina universal, puede no serlo para otra, y viceversa (fijado 
en ambas el mismo parámetro, o sustancialidad, de la compre-
sión). El ejemplo típico que todos (incluido Chaitin) citan a re-
presentación de una cadena “no casual”, es una cadena que se 
puede compendiar con expresiones como “20 veces 01”, “ 167 
veces 1”, “un millón de veces 0”, etc., cuando el grado de 
compresión sustancial convenido sea lo suficientemente pe-
queño. Sin embargo, esto no es exacto. Nadie duda de que estas 
expresiones compriman la representación normal y espontánea 
de las cadenas, pero aquí hay que preguntarse: ¿no casual res-
pecto a qué máquina? Tomemos una máquina universal U que 
use un código irregular del tipo de los que hemos ejemplificado 
hace poco. Si a la cadena “un millón”, o al número natural que 
ésta representa, dicho código asocia una cadena binaria de lon-
gitud mil millones, se ve bien que la última de las nombradas 
descripciones, traducida en bits, de ninguna manera será más 
corta que la cadena que produce. Es verdad que U podría re-
producir siempre, a través de un adecuado programa D, un có-
digo en base 2 capaz de comprimir fuertemente la cadena de 

                                                           
38 Añadiendo la Tesis de Church-Turing, se obtiene aún un Metateorema 

equivalente al Metateorema de Church-Turing (o de incompletitud). 
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input; pero, de nuevo, la longitud de D podría ser arbitraria-
mente grande, dependiendo del código con el que la máquina 
represente las instrucciones (por ejemplo, el código binario de 
la instrucción DO podría ser de dos mil millones de bits). Na-
die cuestiona la absurdidad práctica de una elección de este ti-
po; pero, desde el punto de vista lógico, queda el hecho de que 
la cadena examinada podría ser casual en tal máquina. Sin em-
bargo, es indudable que una cadena tan regular termina con ser 
no casual en cualquier máquina, si suficientemente larga. Más 
concretamente, para cada máquina U, existe un número natural 
n, tal que la descripción “n veces 0” (por seguir con el ejem-
plo), traducida en bits, sea sustancialmente más corta que la 
cadena que produce; que, de este modo, será no casual. Para 
probarlo se puede considerar, en la máquina, la reproducción 
de un código exponencial en una cierta base b y repetir el razo-
namiento de la metademostración. 

Como ejemplo inverso, podemos suponer que, refiriéndonos 
al código clásico en base 2, la descripción “2127 veces 110” no 
sea sustancialmente más corta que la cadena que representa: es-
to, como simple consecuencia de pretender un altísimo grado 
de compresión (mucho más grande de 10 bits). Si no lo es por 
“culpa” de pocos bits, entonces la misma descripción en una 
máquina universal que usara el primero de los códigos antes 
ejemplificados, podría ahora representar una compresión sus-
tancial: en efecto, el número 2127 aquí se representa sólo con 
“10”, mientras que en el clásico código binario tiene muchos 
más bits (claro que se podría poner un ejemplo diferente en que 
esta diferencia de bits fuera tan grande como quisiéramos). En 
definitiva, dicha cadena podría ser casual en el primer código y 
no casual en el segundo, en base al mismo grado de compre-
sión convenido. 

Dada una cadena suficientemente larga, casual para una de-
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terminada máquina universal, no hay nada – por cuanto sé – 
que prohíbe que exista siempre otra máquina universal, que use 
un código diferente, en la que dicha cadena sea no casual, se-
gún el mismo parámetro de compresión juzgado satisfactorio. 
La impresión de que, más bien, esto sea cierto, deriva del 
hecho que, en principio, me parece siempre posible definir, sin 
emplear demasiados bits, un código donde a una cierta cadena 
arbitraria en bits y en longitud se reasocie un número de bits 
bastante menor (siendo dicho “bastante” aproximadamente 
proporcional a la longitud de la cadena originaria)39. Si esto es 
cierto, entonces cualquier cadena suficientemente grande po-
dría ser sustancialmente comprimida; pero, para hacerlo se ne-
cesitaría emplear, en general, una máquina universal ad hoc, 
para la cual, como sabemos, siempre quedará una cantidad 
aplastante de otras cadenas casuales. En todo caso, sería impo-
sible que un conjunto finito de máquinas universales “dejase”, 
de esta manera, sólo un número finito de cadenas casuales. De 
hecho, una máquina universal cualquiera siempre es capaz de 
simular, con un programa finito, el comportamiento de un nú-
mero finito de otras máquinas: entonces, también para ella 
habría un número finito (aunque distinto del anterior) de cade-
nas casuales, lo cual es imposible. En cambio, manteniendo 
que la propiedad enunciada sea verdadera, existiría ciertamente 
un conjunto infinito de máquinas universales que “eliminase”, 
en el sentido descrito, la casualidad de todas las cadenas más 
largas de un determinado valor. Pero es evidente que, al tratar-
se de una infinidad no efectivamente numerable, sería un tipo 
de “resolución” de la casualidad totalmente ilusoria en práctica. 

                                                           
39 Se entiende que esto debería metademostrarse rigurosamente. Senci-

llamente, estamos adelantando una conjetura fundada sobre una impresión 
intuitiva que podría revelarse errónea. 
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III.8. Vanagloria de Chaitin 
 
Desgraciadamente, Chaitin se concede afirmaciones superfi-

ciales, a menudo incorrectas, que dan lugar a peligrosas confu-
siones sobre la cuestión de la incompletitud, de por sí ya no tan 
fácil. Sus (numerosos) defensores afirman que estos problemas 
surgen sólo cuando se atribuye, erróneamente, un peso exage-
rado a algunas afirmaciones informales suyas, que pretenden 
únicamente aclarar la cuestión al gran público. Pero, algunos 
errores que señalaremos demuestran que no siempre es así. 
Además, también es indudable que, en el empeño de publicitar 
lo más posible algunos de sus resultados, él les otorga una im-
portancia que en realidad no poseen. 

La primera, fundamental, incorrección que señalamos es 
precisamente su ligera proclamación de haber descubierto “la 
casualidad en Aritmética”40. Como hemos visto, la casualidad 
es una propiedad que concierne a las cadenas de caracteres y 
no, en manera directa, a los números naturales. En el habitual 
código en base 2 tenemos que, efectivamente, un número infi-
nito y preponderante de las cadenas que representan los núme-
ros naturales son casuales. Pero, obviamente, no existe ninguna 
razón lógica que imponga la elección de una codificación en 
lugar de otra. En los últimos dos códigos no exponenciales que 
ejemplificamos en el apartado anterior, ocurre que sólo un nú-

                                                           
40 Dos ejemplos: <<Recientemente he demostrado que existe casualidad 

en la teoría de los números. Mi trabajo demuestra que – usando una metá-
fora de Einstein – ¡a veces Dios juega a los dados con los números ente-
ros!”, G.J. Chaitin: La casualità in Aritmetica>>; <<En pocas palabras, 
Gödel descubrió la incompletitud, Turing la incomputabilidad y yo la ca-
sualidad>>”, prólogo del libro The unknowable. Afirmaciones de este tipo 
se repiten en casi todas sus publicaciones más recientes. 
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mero finito de números naturales (o mejor dicho, de cadenas 
que representan números naturales) es casual. De hecho, hemos 
observado que una secuencia del tipo “1111…” termina siendo 
no casual en cualquier máquina universal. El hecho de que co-
dificaciones como éstas sean grotescamente dispendiosas de 
caracteres, es una cuestión que no atañe ni a la Teoría de los 
números naturales ni a la Lógica. La única propiedad de la 
Aritmética (pero, más en general, de cualquier Sistema formal 
que satisfaga las hipótesis del Metateorema de incompletitud) 
relacionada con la casualidad de las cadenas, es la imposibili-
dad, para dicha Teoría, de demostrar la casualidad de cadenas 
lo bastante largas. La cual, como hemos visto, es una reformu-
lación del Metateorema de incompletitud41. 

Por otra parte, también hemos observado que la casualidad 
de las cadenas tampoco es absoluta, sino relativa al programa 
interno (con una atención especial al código) empleado por la 
máquina universal. 

En el mismo artículo de «Le Scienze» citado en la última 
nota, Chaitin escribe: 

 
La mayor parte de los matemáticos no ha dado mucha importancia [a la 
incompletitud]… [en cambio] quizá sería necesario buscar nuevos 
axiomas válidos para los números enteros. La cantidad de problemas 
matemáticos que han quedado sin resolver durante cientos o miles de 
años tiende a reafirmar mi tesis. ¿No podría ser que alguno de estos 
enunciados fuese indemostrable? Si así fuera, quizás los matemáticos 
deberían aceptarlo como axioma. Esta propuesta podría parecer ridícula 
a muchos matemáticos… pero no a los científicos empíricos… En reali-
dad, en algunos casos, los matemáticos ya han asumido como funda-
mento conjeturas no demostradas pero útiles. 
 

                                                           
41 Según parece, ninguna de las publicaciones consultadas señala el error 

lógico que acabamos de discutir. 
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Muchos de los axiomas que fundan las Teorías matemáticas 
ordinarias poseen una primitividad que hace incuestionable su 
indecidibilidad. Ciertamente, no es siempre así. Cuando no lo 
es, la preocupación constante de los Matemáticos es la de bus-
car una demostración/confutación del enunciado o metademos-
tración de su indecidibilidad. Este criterio tradicional, no sola-
mente parece sensato, sino es capaz de producir resultados 
valiosos desde el punto di vista tanto epistemológico como pu-
ramente matemático. Lo hemos constatado en el caso del V 
postulado de Euclides (que en efecto resistió dos mil años); pe-
ro también las metademostraciones de indecidibilidad del 
axioma de elección y de la hipótesis del continuo constituyen 
sin duda resultados de notable interés, tanto por el tema en sí 
como por el método empleado. 

Por lo dicho, el considerar un enunciado como indemostra-
ble sobre un fundamento exclusivamente empírico, suena como 
a querer renunciar a priori al desarrollo de la Lógica y Matemá-
tica posiblemente en relación con él. Además, sería inútil. 
Cuando un enunciado que parece esencial o importante para el 
progreso de la teoría se resiste a la demostración o clasificación 
como indecidible, los Matemáticos, adoptando desde mucho un 
criterio de tipo empírico, usan precisamente el término conjetu-
ra. Las conjeturas se tratan como enunciados verdaderos (es 
decir, de hecho como axiomas) para estudiar sus consecuen-
cias, con la eventualidad de que finalmente produzcan equiva-
lencias demostrables o refutables. Considerarlos axiomas sin 
más que por empirismo sería, en síntesis, no sólo presuntuoso y 
renunciador, sino específicamente innecesario. La “presunción 
renunciataria” consiste precisamente en el “proclamar”, sin 
ninguna justificación lógica ni ambición a tenerla, que la Teo-
ría original, supuesta consistente, conserve la consistencia con 
los nuevos axiomas; y esto, repetimos, sin ninguna ventaja 
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concreta, ya que cada consecuencia del suponer como verdade-
ros estos enunciados puede estudiarse igualmente bien en la 
Teoría original.  

No se entiende por qué el Metateorema de incompletitud 
debería cambiar este estado lógico de las cosas: lo único que 
hace es aclararnos la naturaleza de los enunciados indecidibles 
de una Teoría que satisface sus hipótesis. En particular, nos in-
dica que éstos son infinitos, inexorablemente presentes y no 
identificables integralmente de forma mecánica. Desde la nor-
mal perspectiva, ciertamente malas noticias; las cuales, no obs-
tante, para ningún enunciado indecidible obstaculizan la posibi-
lidad de un reconocimiento puramente metamatemático (con la 
eventualidad de nuevos progresos lógico-matemáticos). Y, so-
bre todo, que en ningún caso sirven para justificar el uso de un 
“remedio” insensato. 

Esta actitud, destinada evidentemente a suscitar clamor más 
allá del buen sentido, se repite enfáticamente en casi todas las 
obras más recientes de Chaitin: él, víctima de un obtuso entu-
siasmo de la incompletitud, llega hasta cuestionar la misma 
oportunidad de los Sistemas axiomáticos hilbertianos42. 

Otra incorrección ha sido destacada recientemente por T. 
Franzén43. En el abstract de un artículo suyo, Chaitin afirma 
que, como consecuencia del Metateorema de incompletitud de 
Gödel, “un conjunto de axiomas de [complejidad] K, no puede 
demostrar un enunciado de [complejidad] sustancialmente 
mayor de K” 44. En primer lugar, en esta sentencia, sorprende el 
                                                           

42 léase, por ejemplo: G. Chaitin, The halting probability Ω: irreducible 
complexity in pure mathematics, p. 2 y ss. 

43 T. Franzén: Gödel’s Theorem: an incomplete guide to its use and 
abuse. 

44 G. J. Chaitin: Gödel's Theorem and Information. En realidad Chaitin 
no usa el término complejidad sino “contenido de información”. Empero, 
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referirse a los enunciados: el Metateorema de incompletitud de 
Chaitin establece una limitación al deducir la complejidad de 
cadenas arbitrarias y no sólo de las que constituyen enuncia-
dos del Sistema. Luego, la conclusión es evidentemente erró-
nea. Franzén rebate así: del único axioma “∀ x(x=x)”, de com-
plejidad constante, se puede obtener un teorema, del tipo 
“n=n”, de complejidad arbitrariamente grande: basta con que la 
cadena que represente n tenga una complejidad lo suficiente-
mente alta (en el código en base 2, esto está garantizado al cre-
cer en n). En otro escrito, Chaitin parece querer corregir el tiro, 
proponiendo la conjetura de que «cuando sucede, no es posible 
demostrar que un teorema tiene una complejidad sustancial-
mente mayor que la del conjunto de axiomas del que deriva»45; 
la frase equivaldría a “ninguna máquina universal U puede 
concluir que K(t) es sustancialmente mayor que K(M) (la com-
plejidad del programa interno), sea cual sea el teorema t”. Sin 
embargo, manteniendo para el término sustancialmente el sig-
nificado ya establecido (o sea, un valor variable a priori, de-
terminado solamente por una convención), se llega a la conclu-
sión de que esto también es falso. En efecto, la afirmación dista 
mucho de la formulación del Metateorema de incompletitud de 
Chaitin, que recordamos: “para cada máquina universal U, 
existe un c tal que U no puede concluir que K(s)>c, sea cual 
sea la cadena s”. Se percibe que las dos frases podrían reconci-

                                                                                                                           
como se está refiriendo al Metateorema de incompletitud, esta identificación 
parece espontánea. Por otra parte, en el caso de que, en cambio, se refiera a 
un contenido epistemológico más general (como quizás sugeriría otra de sus 
frases de efecto: “querría decir que de 10 libras de axiomas no se puede ob-
tener un teorema de 20 libras”), se podría estar de acuerdo a condición de 
añadir el contenido epistemológico de las reglas deductivas; es decir, refi-
riéndose a las premisas y no a los solos axiomas.  

45 G. J. Chaitin: Lisp Program-size complexity II. 
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liarse (pasando por alto el hecho de que la primera pierde de 
generalidad refiriéndose sólo a los teoremas), en el caso de que 
“mayor que c” implicara “sustancialmente mayor que K(M)”, 
o sea si c fuera sustancialmente mayor que K(M). Pero c, por lo 
que hemos antes concluido, difiere de un valor constante de 
K(M); por lo tanto, basta con aumentar oportunamente el grado 
de sustancialidad, para obtener que c no es sustancialmente 
mayor que K(M). 

Franzén continua criticando, creemos que justamente, otras 
afirmaciones “a la ligera” de Chaitin; pero, las omitimos no 
juzgándolas de interés fundamental. 

Finalmente, atenderemos el tema de la famosa constante de 
Chaitin Ω. En una arbitraria máquina universal U, pongamos 
en marcha todos los programas posibles, ordenados por longi-
tud. Definimos la secuencia binaria VU, tal que su i-ésimo bit es 
“1” si el programa i-ésimo se para, “0” si no se para. VU es una 
cadena binaria de longitud infinita, cuyo conocimiento resolve-
ría el problema de la parada de U y, por la universalidad de la 
máquina, cualquier problema matemático de cualquier Teoría 
ef. ax. (o, más en general, cuyos axiomas sean efectivamente 
numerables). El Metateorema de incompletitud prohíbe que VU 
pueda ser calculado por una máquina. VU es una cadena “orácu-
lo” muy interesante, pero sus cifras no son del todo casuales: si 
escogemos al azar una de las posibles combinaciones binarias 
de longitud k, la probabilidad de que represente el código de un 
programa “sensato” (o del que no se sepa reconocer con un 
simple vistazo si se para o no), es baja, para cada k. Normal-
mente, cuando las instrucciones no están bien escritas, o no 
obedecen a reglas sintácticas precisas, se hace de manera que la 
máquina termine, imprimiendo un mensaje de error. Por lo tan-
to, comúnmente, la cadena VU tiene muchísimos más “1” que 
“0”. 
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Una evolución de cadena “oráculo” sin duda mucho más in-
teresante, se obtiene a través de la constante Ω (que nosotros 
preferimos llamar ΩU para recordar que depende de la máqui-
na), introducida por Chaitin. ΩU puede definirse como el códi-
go binario de un número real comprendido entre 0 y 1: el que 
representa la probabilidad de que un programa de la máquina 
U, elegido al azar, se pare46. En base a lo que hemos observa-
do, tampoco los primeros bits de ΩU son casuales: para una 
máquina usual, por ejemplo, ΩU, expresado en base 10, será del 
tipo 0.9999623..., o sea muy cercano a 1 (que representa la cer-
teza de que la máquina se pare). Sin embargo, tras algunos “9”, 
la cifra se hace rápidamente imprevisible, como se puede in-
tuir. 

La secuencia binaria de ΩU representa una especie de 
“máxima compresión” del contenido informativo de VU: cono-
ciendo los primeros n bits de ΩU se puede resolver el problema 
de la parada para todos los programas de longitud menor o 
igual a n (los cuales son 2n+1-2)47. Para hacer lo mismo con VU, 
en cambio, ¡sería necesario conocer sus primeros 2n+1-2 bits! 
De las muchas propiedades de ΩU, quizás la más interesante 
sea la siguiente: aun siendo no calculable, es el límite de una 
lista infinita, efectivamente numerable, s1, s2,... de cadenas fini-
tas. De un modo más claro, tenemos que: el i-ésimo bit de ΩU 
vale b si y sólo si existe un c>0 tal que el i-ésimo bit de sj es b, 
para cada j>c. En concreto, lo que se puede hacer con una má-

                                                           
46 De todas formas, para dar sentido a tal definición, hay que restringir el 

ámbito de las máquinas al de aquellas cuyos programas sean auto-limitados: 
o sea, su longitud en bits debe ser uno de los input del propio programa. Pe-
ro no nos interesa profundizar más en el asunto. 

47 Una explicación accesible del modo, en M. Gardner: Il numero casua-
le Ω e il problema dell’arresto. 
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quina para calcular ΩU, es intentar demostrar que la i-ésima ci-
fra de dichas cadenas finitas s1, s2,... “se asienta” sobre un valor 
constante b; es decir, que b ya no cambiará en todas las cade-
nas sucesivas. Haciendo esto, se habrá demostrado que el i-
ésimo bit de ΩU es precisamente b. El número de cifras de ΩU 
calculables mecánicamente (por la misma máquina universal U 
o por cualquier otra) siempre es finito: el mismo Chaitin prueba 
que, para cada máquina con programa interno M, existe un nú-
mero c tal que cada enunciado del tipo “el i-ésimo bit de ΩU es 
b”, con i>K(M)+c , es indecidible para la máquina48. En efecto, 
se trata de otra formulación del Metateorema de incompletitud. 
Esto no significa, naturalmente, que exista una determinada ci-
fra-límite en el cálculo del número ΩU: aumentando oportuna-
mente la complejidad de la máquina M, siempre se puede cal-
cular cualquier su remota cifra; pero, ninguna máquina puede 
“avanzar eternamente”, o sea calcular todas sus cifras (en caso 
de que dispusiera de un tiempo infinito). 

El cálculo de un número considerable de cifras de ΩU en una 
máquina universal oportuna, ha sido llevado a cabo por Calude 
y otros49. 

El fascinante interés epistemológico del número ΩU es in-
discutible y su introducción constituye sin duda una de las glo-
rias de Chaitin (si no lo tratamos en el apartado precedente fue 
sólo para simplificar su lectura); las cuales, por supuesto, no se 
acaban aquí. Sin embargo, es evidente que él exagera su impor-
tancia. La cantidad de sus publicaciones sobre Ω (o una simple 
ojeada a su home page) bastan para demostrarlo. ΩU no es, na-
turalmente, el verdadero objetivo del conocimiento: ¿qué debe-
                                                           

48 G. J. Chaitin: The limits of Mathematics. 
49 C. S. Calude; M. J. Dinneen; Chi-Kou Shu: Computing a glimpse of 

randomness. 
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ríamos hacer con una secuencia casual de bits? Es verdad que a 
partir de un determinado número de sus cifras se puede resol-
ver el problema de la parada de la máquina para un número 
elevado de sus primeros programas (que representan el único 
interés propiamente matemático de la historia); pero, para ob-
tener esas cifras lo único que se puede hacer es… ¡¡resolver el 
problema de la parada de la misma máquina para un número 
incluso superior (como confirman Calude et al.) de los prime-
ros programas de la máquina!! Dar algunas cifras de ΩU es sólo 
un fantástico, insuperable, modo de resumir el comportamiento 
de los primeros programas de la máquina. Luego, lo que efecti-
vamente hagan estos programas (que sería el verdadero objeti-
vo), parece no interesar ni a Chaitin ni a sus seguidores50. Cla-
ro, esto se debe a que ellos están atraídos por el aspecto 
puramente teórico del tema, de cuyo innegable poder de suges-
tión participamos. Pero, después de todo, puesto que ninguna 
divinidad nos regala cifras de ΩU, éstas tampoco pueden ser el 
medio para obtener el conocimiento51: sólo son el inmejorable 
modo de resumirlo, tras haberlo obtenido – posiblemente sobre 
temas interesantes – mediante teoremas y metateoremas. 

 
 
 

                                                           
50 Calude et al. no evidencian el interés propiamente matemático de los 

programas para los que resuelven el problema de la parada. Por lo que ima-
ginamos que éste sea escaso; pero, aunque así no fuera, lo que tendría valor 
matemático sería en todo caso la particular demostración de parada/no para-
da y no el correspondiente peso sobre un bit de ΩU. 

51 Como sin embargo estas palabras, por ejemplo, parecen sugerir: “Ω is 
the diamond that [...] in principle enable you to tell whether or not the Rie-
mann hypothesis is false”, G. Chaitin, The halting probability Ω: irreduci-
ble complexity in pure mathematics, p. 12. 
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III.9. Otras equivocaciones 
 
Ya hemos apuntado distintos errores de interpretación del 

Metateorema de incompletitud52, pero hay más, y algunos bas-
tante relevantes. 

Antes de 1936 (año en que Malcev, como vimos en el apar-
tado II.17, establece la actual interpretación general del teore-
ma de Löwenheim-Skolem), era común el error de considerar 
la no categoricidad de los Sistemas formales como una conse-
cuencia del Metateorema de incompletitud. Reiteramos que, en 
efecto, si un Sistema para cuyo lenguaje es válido el Teorema 
de s-completitud es sintácticamente incompleto, no puede ser 
categórico: porque admite modelos para los que el valor de 
verdad de un enunciado indecidible es opuesto, y, por lo tanto, 
no isomorfos. Sin embargo, la no categoricidad de un Sistema 
con un modelo infinito es una consecuencia general del Teo-
rema de s-completitud (ap. II.17). Y vale también para Siste-
mas sintácticamente completos, como TFR y PAV (recorde-
mos, el Sistema formal capaz de deducir todos y solos los 
enunciados de PA verdaderos en el modelo estándar). De este 
modo, también PAV, al que, cierto, no se aplica el Metateorema 
de incompletitud, admite modelos no estándar (para llegar fá-
cilmente a esa conclusión, se puede repetir, tal cual, la meta-
demostración que involucra la constante c, como en el apartado 
II.16). Sin embargo, el mismo Gödel, en 1934, ¡parece conside-
rar incluso la no categoricidad de las verdades de la Aritmética 

                                                           
52 Para las próximas cuestiones, la Tesis de Church-Turing no es indis-

pensable, por lo que podríamos referirnos al Teorema de incompletitud (así 
como a axiomas recursivamente numerables, etc.). Sin embargo, nos parece 
más orgánico mantener la generalización. 
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como una consecuencia de su Teorema de incompletitud53! Y 
hasta hoy muchos siguen afirmando que la no categoricidad de 
PA se debe a su incompletitud: una afirmación epistemologi-
camente errónea, como esperamos haber aclarado. 

Pero vayamos al error, a nuestro juicio, más clamoroso e in-
explicable: el de considerar el Metateorema de incompletitud 
válido para la Teoría aritmética integral; o sea, recordemos, 
para el Sistema aritmético que usa el principio de inducción 
completa, es decir, generalizada a cada subconjunto del univer-
so (ap. II.14). Como hemos observado representando la Teoría 
en TC, los axiomas generados por este esquema axiomático son 
innumerables; por lo tanto, no pueden ser efectivamente nume-
rables. El Sistema no satisface las hipótesis del Metateorema de 
incompletitud. 

Parece injustificable que casi todas las publicaciones, cartá-
ceas o reperibles en la Web, evadan este asunto. Normalmente, 
la terminología precisa usada deja que desear inesperadamente 
en el punto en cuestión, y se afirma algo vago como “toda la 
Aritmética, puesto que contiene los axiomas de Peano, está su-
jeta al Teorema de incompletitud”. Pero también PAV, comple-
to, es una ampliación de PA, que añade a esta Teoría otros 
axiomas: todos los enunciados indecidibles de PA verdaderos 
en el modelo estándar. Indudablemente, el hecho de que un Sis-
tema contenga las premisas de otro Sistema que satisface las 
hipótesis del Metateorema, no es suficiente para que éste haga 
lo mismo: además de la “potencia expresiva”, también se tiene 
que conservar la decidibilidad (o, más generalmente, la efectiva 
numerabilidad) de los axiomas. 

                                                           
53 Un desliz considerado “extraordinario” por algunos. Para un análisis 

detallado de toda la cuestión, recomendamos J. Kennedy: Completeness 
Theorems and the Separation of the First and Higher-Order Logic. 
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Subrayamos que sorprende no sólo la imposibilidad de en-
contrar afirmaciones que concuerden con nuestro punto de vis-
ta (como del tipo «el Teorema de incompletitud no vale para la 
Aritmética “del segundo orden”»); sino también la extrema di-
ficultad a la hora de encontrar, enunciada claramente, la pro-
piedad inversa54. Un hecho cuanto menos sospechoso. 

En efecto este error se remonta a Gödel y, por lo que sabe-
mos, nunca ha sido puesto en evidencia ni corregido. En la 
misma presentación de su Teorema de incompletitud en el con-
venio de Königsberg de 1930, Gödel expuso su resultado como 
una prueba de la invalidez del Teorema de s-completitud para 
[el lenguaje de] la Aritmética: ya que, explica Gödel, la Arit-
mética es categórica55. Puesto que se refiere a una Aritmética 
categórica, debe tratarse de la que usa el principio de inducción 
completa; es decir, de la integral. En realidad ya hemos visto 
que su categoricidad, ella sola, es suficiente para descartar la 
validez del Teorema de s-completitud para su lenguaje; pero, 
evidentemente, Gödel llega a esa conclusión considerando la 
incompletitud sintáctica que le vendría al aplicar su nuevo Teo-
rema. En conjunto, juzgamos comprensible este error en Gödel: 
teniendo en cuenta que, como los demás lógicos de su tiempo, 
sobrevuela la necesidad de separar desde un punto de vista ló-
gico los Sistemas formales de los irreductiblemente no forma-
les, se le escapa que el principio de inducción completa genera 

                                                           
54 Dos excepciones: E. Moriconi: I teoremi di Gödel, p. 32: “obviamente 

el primer teorema de incompletitud es demostrable también en la Aritmética 
de segundo orden”; y C. Wright: On Quantifying into Predicate Position: 
Steps towards a New(tralist) Perspective, p. 22. En este último trabajo qui-
zás es significativo que el autor comente esta propiedad con una serie de de-
licadas cuestiones epistemológicas. De todas formas, en ambos casos la 
propiedad es considerada como obvia, sin ninguna explicación. 

55 K. Gödel: Collected Works. I: Publications 1929–1936, p. 26-29. 
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una cantidad innumerable de axiomas (y, por lo tanto, no to-
talmente codificable con sus gödelianos). 

En cambio, no comprendemos la persistencia de este error 
hasta nuestros días. Siguiendo la opinión que consideramos 
errónea, supongamos querer aplicar la demostración original de 
Gödel a la Teoría aritmética integral. Recordemos que en PA se 
demuestra que existe una expresión G(x,y) tal que, interpretada 
en el modelo estándar, signifique “x es el código de la demostra-
ción del teorema de código y”; puesto que el modelo estándar 
también es modelo (único, a menos de isomorfismo) de la Arit-
mética integral, también en esta última Teoría, si es correcta, di-
cho significado debe mantenerse. Y en efecto se mantiene, pero 
la diferencia fundamental de ámbito semántico, es que ahora las 
demostraciones con código no pueden ser todas: o serían nume-
rables. Así, en la Teoría Aritmética integral, también la interpre-
tación estándar (la única posible) del enunciado de Gödel, de 
código ỹ, es la misma: “no existe código de una demostración de 
este enunciado”, o bien, “yo no soy demostrable en PA”. Pero 
ahora esto no significa “yo no soy demostrable en esta Teoría”, 
como significa dentro de PA. Por lo tanto, no hay nada que im-
pida que el enunciado ỹ pueda demostrarse (mediante una de-
mostración no codificable, siendo intrínsecamente semántica), 
resultando ser un teorema de la Aritmética integral; concreta-
mente, que sea una de las nuevas deducciones obtenibles a tra-
vés del principio de inducción completa. 

Es probable que muchos malentendidos surjan cuando se 
quiera expresar la inducción completa mediante un solo enun-
ciado simbólico, a saber: 
 

∀ P((P(0) e ∀ x((P(x) e S(x,y))→P(y))) → ∀ x P(x)) 
 

que se asumirá como único axioma. Esto, naturalmente, es 
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del todo legítimo. Ahora, por el hecho de que dicho axioma es 
exhibido, claro y, supuestamente, inequívoco, seguiría la efec-
tiva axiomatizabilidad de la Aritmética integral. La equivoca-
ción esencial de esta última inferencia, como señalamos al final 
del apartado III.1, consiste en el considerar que una colección 
finita sea siempre decidible. En el axioma, la secuencia “∀ P” 
es formalmente indefinida: todos los demás axiomas y reglas 
deductivas clásicas, después del símbolo “∀ ”, tienen siempre 
una variable; sin embargo P es un predicado (y además no de-
finido formalmente en el Sistema). Por consiguiente, el axioma 
es estéril desde el punto de vista formal. Si se pretende que éste 
genere (infinitos) nuevos teoremas, tenemos que interpretarlo 
semánticamente. En particular, sabemos que la secuencia 
“ ∀ P” debe interpretarse con “cualquier sea la propiedad P”. 
Por lo tanto el Sistema no es formal: algunos enunciados suyos, 
en particular un axioma, se deben interpretar semánticamente. 
Es evidente que en estas circunstancias, en general, no subsis-
ten ni la decidibilidad, ni la efectiva numerabilidad de los 
axiomas. Recordamos, en efecto, que ambas  condiciones im-
plican la formalidad de los entes, en cuanto outputs de una má-
quina. Si un nuestro amigo usara el mismo enunciado simbóli-
co, pero interpretando la secuencia “∀ P” con “cualquier 
propiedad de los números menores de 37”, en realidad asumiría 
otro axioma, se referiría a una Teoría axiomática distinta de la 
Aritmética integral. No obstante, una máquina cualquiera, 
siendo incapaz de discriminar el significado de los términos, 
concluiría erróneamente que se trata del mismo axioma. 

Para descubrir si la semántica empleada es eliminable, basta 
representar el Sistema en el seno de la Teoría formal de los 
conjuntos, TC, como hicimos en el apartado II.14. La secuencia 
“ ∀ P”, que debe traducirse con “∀ A∈P(U)”, siendo U el uni-
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verso de las variables, no puede seguir siendo un enunciado de 
la Teoría a representar, sino que tiene que ser un enunciado 
propio de TC56. Se obtiene, como observamos, un esquema 
axiomático conjuntista que genera, siendo el conjunto P(U) in-
numerable, una cantidad innumerable de axiomas inductivos. 
Ninguna máquina puede producir un elenco exclusivo (y hasta 
no exclusivo) que los contenga todos. La informalidad del 
principio de inducción completa, y entonces del Sistema, no es 
eliminable. 

Recordamos que estos pasajes se pueden repetir exactamen-
te para el Sistema PA (ap. II.14), con la diferencia esencial que 
ahora el esquema axiomático conjuntista genera una cantidad 
numerable de axiomas simbólicos y la formalidad se restable-
ce. Más aún, resulta que los axiomas son distinguibles mecáni-
camente, es decir decidibles. 

Afirmaciones como “la incompletitud sintáctica de la Arit-
mética del primer orden produce la incompletitud semántica de 
la Lógica de segundo orden” 57 parecen similares al error de 
Gödel. Pasando por alto la ambigua terminología del “orden 
expresivo”, de nuevo parece que, en primer lugar, se quiera su-
gerir la transmisión automática de la incompletitud sintáctica al 
Sistema ampliado, o sea, al “de segundo orden” (primera equi-
vocación); y, a continuación, a partir de la incompletitud sin-
táctica y de la categoricidad, deducir la incompletitud semánti-
ca (cuando bastaría la sola categoricidad, más la infinidad del 

                                                           
56 Para poderlo expresar en la Teoría a representar, habría que definir en 

ella las herramientas análogas a las conjuntistas, como ∈ , P(U), etc., inten-
tando así definir TC dentro del mismo TC. Lo cual es imposible (como ya 
observamos en el ap. II.7): la colección de los enunciados de la Teoría que 
se está representando ya no podría ser un conjunto.  

57 E. Moriconi: I teoremi di Gödel, p. 743. Una frase muy similar se re-
pite en el abstract de F. Berto: “Gödel’s first theorem”. 
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modelo). Por lo demás, la afirmación se desmiente literalmente 
con la simple observación de que tampoco para el lenguaje de 
la Teoría integral de los reales (de segundo orden, en su ver-
sión original), informal y categórica, vale el Teorema de s-
completitud; y esto a pesar de que su versión formal, TFR, (de 
primer orden, en su versión original) sea sintácticamente com-
pleta. Evidentemente, la incompletitud semántica del lenguaje 
de esta Teoría la produce sólo su categoricidad, junto a la infi-
nidad del modelo. 

Si estamos en lo cierto, llegados a este punto tiene sentido 
preguntarse si las Teorías integrales de la aritmética y de los 
reales pueden ser completas, o bien semánticamente completas 
(las dos nociones son equivalentes en el caso de categoricidad, 
como mostramos en el ap. II.17). Lo cual, recordemos, es bien 
distinto del afirmar que para los lenguajes de dichas Teorías 
valga el Teorema de s-completitud (ap. II.17). Dada la seman-
ticidad intrínseca de estos Sistemas, en ellos las deducciones 
dependen, en general, del significado atribuido a las proposi-
ciones; por lo que, su propio ámbito deductivo está sujeto al te-
rreno de la interpretación. De lo que desciende que la respuesta 
a nuestra cuestión no es codificable en un Sistema formal y só-
lo puede ser afrontada por la metamatemática. Sin embargo, 
debemos recordar de encontrarnos en un caso en el cual no es 
cierto que esta última pueda siempre reconocer eventuales 
enunciados indecidibles (ap. II.15). Una consideración muy su-
perficial nos empujaría a considerar incompleta la Aritmética 
integral: la simple observación de que, para que una determi-
nada propiedad sea verdadera para cada n∈N, no se ve como 
hecho lógicamente necesario que se deba poder demostrar que 
si ella vale para el número i tenga que valer también para i+1 . 
Si es realmente así, la Aritmética integral no sería capaz de de-
ducir todas las verdades del modelo estándar, quizás ni siquiera 
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todos los teoremas de PAV. Obviamente, no se trata de una ar-
gumentación minimamente conclusiva. El problema de la indi-
viduación de metademostraciones entorno a este argumento, 
por lo que sabemos, permanece abierto para ambas Teorías. 

Durante muchos años, tras el descubrimiento de la incom-
pletitud esencial, se siguió creyendo (o esperando) que los 
enunciados indecidibles relacionados con el Metateorema de 
incompletitud fueran todos del tipo muy peculiar del enunciado 
de Gödel. O bien, que el Metateorema no tuviese ninguna con-
secuencia concreta sobre los habituales enunciados de real inte-
rés. Un largo trabajo iniciado en 1960 por J. Robinson, M. Da-
vis y H. Putnam y terminado en 1970 por Y. Matyasevich, ha 
demostrado que no es así58. Consideremos una arbitraria ecua-
ción polinomial con coeficientes enteros y exponentes natura-
les (como, por ejemplo, 4x23+125x12y7z-34yz12-770=0, o bien 
7x2-4y29+15yz-18=0). Nos preguntamos si posee soluciones 
enteras para sus variables. Este problema se suele resumir 
hablando de ecuaciones diofánticas, del matemático alejandri-
no Diofanto. Fíjense en que no hablamos concretamente de en-
contrar las soluciones, sino únicamente de poder concluir si 
existen o no. Pues bien, el resultado de susodicho estudio es 
que este problema es equivalente a resolver el enunciado de 
TC: ∃ m∈N(fR(n)=m), donde fR(n) es una función recursiva ar-
bitraria (ap. III.4). Del Metateorema de incompletitud, por lo 
tanto, sigue que dicho problema es esencialmente indecidible. 
En otras palabras, considerada una ecuación diofántica arbitra-
ria, el enunciado, expresable también en PA, que afirma que di-
cha ecuación tiene soluciones enteras es, en general, indecidi-

                                                           
58 La mejor síntesis, probablemente en M. Davis; Y. Matiyasevich; J. 

Robinson: Hilbert's Tenth Problem: Diophantine Equations: Positive As-
pects of a Negative Solution. 
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ble. “En general” significa que sólo para casos particulares (pe-
ro, igualmente de número infinito), el enunciado es demostra-
ble o refutable; en lo restantes casos, igualmente infinitos, es 
indecidible. Además, esta indecidibilidad es de tipo esencial, o 
sea, como ya vimos, no existe ningún procedimiento mecánico 
capaz de catalogar todos los enunciados en “demostrables”, 
“refutables”, e “indecidibles”, o bien susodichas ecuaciones en 
“con soluciones enteras”, “sin soluciones enteras” e “indecidi-
bles”. De esta manera, el trabajo proporcionó un ejemplo de 
tangible importancia matemática sobre la incompletitud, dando 
una respuesta negativa al décimo problema de Hilbert59. 

Finalmente, es preciso desmentir el equívoco, bastante fre-
cuente, de exaltar irracionalmente el aspecto indeterminista del 
Metateorema de incompletitud. Sin duda, en él deposita su ne-
fasto peso la moderna pueril tendencia al “entusiasmo de la in-
certidumbre”. Una actitud, sin sorpresa de moda tras la afirma-
ción de la Teoría cuántica y de la Relatividad, algo repugnante 
para el escueto raciocinio. 

Para ningún determinado enunciado indecidible I de un Sis-
tema formal, que suponemos consistente, el Metateorema de 
incompletitud impide que exista un razonamiento que pueda 
distinguirlo, o sea, que pueda reconocer, concluir, metademos-
trar que I es indecidible. Sólo prohíbe que el conjunto de todas 
estas conclusiones sea mecanizable: éste conjunto estaría for-
mado por un número infinito de acuerdos irreductiblemente 
semánticos. Por este aspecto, al contrario, el Teorema de s-
completitud nos anima: dos modelos distintos del Sistema, uno 
                                                           

59 En el 1900, Hilbert presentó al II Congreso Internacional de Matemá-
ticas de París, una lista de 23 famosos problemas. El décimo preguntaba, 
precisamente, un procedimiento finito general capaz, dada una arbitraria 
ecuación diofántica, de determinar si admitía soluciones o no. La Web ofre-
ce mucha información sobre los 23 problemas de Hilbert. 
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en el que I es verdadero, otro en el que I es falso, siempre tie-
nen que existir. Su individuación concretizaría una válida me-
tademostración de que I es indecidible. Ya hemos observado 
(ap. III.6) que la representabilidad de un modelo es un concep-
to que, posiblemente, se puede debilitar convenientemente de 
forma que se incluyan estructuras cada vez más abstractas (y de 
esto son ejemplo las interpretaciones forced de Cohen); por lo 
tanto, existen válidas razones de principio para considerar que 
tal metademostración sea siempre posible. Lo cual no signifi-
ca, obviamente, que en la práctica sea siempre fácil de obtener, 
ni que determinados problemas no podrían quedar en punto 
muerto durante siglos o milenios. “Sólo” en el caso de TC (¡si 
“sólo” puede ser el adverbio oportuno para un Sistema tan fun-
damental!), este optimismo está sin duda fuera de lugar, a cau-
sa de la inevitable nebulosidad de sus “modelos”. 

Observemos algunos ejemplos. En el caso de PA, una vez re-
conocido que un dado enunciado suyo es indecidible, la misma 
espontaneidad del modelo estándar, o sea de los naturales “in-
tuitivos”, siempre debería permitir la conclusión de si éste es 
verdadero o falso en dicho modelo (casi siempre, el modelo 
que más interesa). Consideremos, por ejemplo, la conjetura de 
Goldbach: “cada número par mayor de 2 es suma de dos núme-
ros primos”. Si es indecidible, por lo dicho, parece lógico (aun-
que desde un punto de vista más epistemológico que metamate-
mático) que esto deba poderse metademostrar. De dicha 
metademostración se concluiría de forma inmediata su verdad en 
el modelo estándar (de manera que podríamos incluirlo entre los 
axiomas de PAV). En efecto, si existiera un natural estándar para 
el cual la conjetura sea falsa, entonces sería falsa en todos los 
modelos que contuviesen dicho número (o, para ser exactos, un 
número a éste isomorfo). Pero cada modelo de PA contiene un 
número a éste isomorfo. Hay que destacar este punto: cada mo-
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delo de PA, estándar o no, contiene ciertamente objetos isomor-
fos a los números naturales estándar. Esto en base a los mismos 
axiomas de PA (ap. II.1): cada universo debe contener “0”, s(0), 
s(s(0)),…, es decir entes isomorfos a los naturales estándar. Cla-
ramente, se trata de una peculiaridad de PA que, en general, no 
vale para los modelos no isomorfos de otros Sistemas matemáti-
cos. Por ejemplo, las RECTAS de un modelo no euclidiano de G 
no contienen las rectas euclidianas, sino que son todas objetos 
de diferente naturaleza. 

 Retomando el razonamiento, entonces la conjetura de 
Goldbach sería falsa en todos los modelos y no podría ser inde-
cidible: su negación sería un teorema por el Teorema de s-
completitud. En otras palabras, si la conjetura de Goldbach es 
indecidible, puede ser falsificada sólo por números naturales no 
estándar. 

Claramente, esta conclusión no sería una deducción sintáctica 
de PA, sino una metademostración que determina un axioma de 
PAV; un Sistema, como sabemos, no efectivamente axiomatiza-
ble. 

Tomemos de ejemplo, ahora, una arbitraria ecuación diofán-
tica D(x1, x2,... xk)=0 en las k variables x1, x2,... xk y considere-
mos el enunciado de PA que expresa la ausencia de soluciones 
enteras suyas. Supongamos que dicho enunciado sea indecidi-
ble; entonces, tendrá que ser necesariamente verdadero en el 
modelo estándar. La razón es análoga al caso anterior: si exis-
tiera una k-upla de naturales estándar n1, n2,... nk, tales que 
D(n1, n2,... nk)=0, entonces el enunciado considerado sería fal-
so en todos los modelos de PA, porque todos los modelos de 
PA contienen una k-upla isomorfa a la n1, n2,... nk. Por lo tanto, 
si dicho enunciado es indecidible, tal ecuación diofántica no 
podrá admitir soluciones enteras estándar, sino solamente no 
estándar (y, necesariamente, tendrá que admitirlas de este tipo). 
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En definitiva, admitida la espontaneidad del modelo están-
dar, un atento análisis de cualquier enunciado de PA que se ha 
reconocido como indecidible, siempre debe permitir concluir 
su valor de verdad en el modelo estándar. Esto justifica, sin 
duda, un cauto optimismo de principio acerca de la posibilidad 
de individuar metamatemáticamente, aunque sea a uno a uno, 
los axiomas del Sistema completo PAV. 

Viceversa, veamos el caso de TC. Como ejemplo interesan-
te, que aún tiene que ver con los números naturales, podemos 
examinar el caso de un enunciado del tipo: “existe un número 
finito de valores de x tal que C(x) se cumpla”, donde C(x) es 
una expresión de PA. Recordemos que el término “finito” debe 
definirse a través del universo N del modelo estándar60. De esto 
sigue que dicho enunciado no puede expresarse en PA, ya que 
su lenguaje es incapaz de distinguir sus diferentes modelos. En 
cambio, puede expresarse en TC. 

Ahora bien, supongamos que tal enunciado se establezca, de 
algún modo, como indecidible en TC. De ello, se podría con-
cluir que tiene que ser verdadero para los valores estándar de la 
variable x. De hecho, si fuera falso, o sea, si existiesen infinitos 
naturales estándar que verificaran C(x), entonces, por lo que ya 
hemos observado, esta falsedad sería totalmente general, por-
que se mantendría admitiendo la posibilidad de valores también 
no estándar para x. Y, del mismo modo, se concluiría que C(x) 
tendrá que verificarse para un número infinito de naturales no 
estándar. Sin embargo, esta vez existe una objeción de natura-
                                                           

60 Ya hemos observado (ap. II.19) que si en la definición de finito del 
apartado II.12 se usa, en vez del estándar N, el universo de un modelo no es-
tándar, incluso numerable, se puede obtener un conjunto infinito en el senti-
do propiamente metamatemático. De hecho, si se toma n=c, donde c es una 
constante no estándar, se obtiene que los números naturales isomorfos a los 
estándar comprendidos entre 0 y n son infinitos.  
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leza semántica: si dicho enunciado es indecidible en TC, enton-
ces asume un valor diferente de verdad en los distintos “mode-
los” de TC. Pero cambiando el “modelo” de TC, cambia tam-
bién el conjunto N y, por lo tanto, la misma definición de finito. 
En otras palabras, si se quiere que el enunciado conserve su 
significado epistemológico usual, parece que tiene que estar 
indisolublemente ligado a un “modelo” específico de TC (aquel 
cuyo significado de finito concuerde con la semántica de la me-
tamatemática, que llamaríamos “modelo estándar”). Esta ob-
servación, que saca a la luz las ambigüedades de las interpreta-
ciones del lenguaje de TC y de los propios conceptos de finito e 
infinito discutidos al final de las segunda Parte, revela inequí-
vocamente la discutibilidad de cualquier razonamiento que 
concluya la indecidibilidad de un enunciado de tal tipo en TC. 

 
III.10. Consistencia 
 
Y, por fin, llegamos a la cuestión considerada quizá como la 

más asombrosa que haya esclarecido la Lógica moderna: la re-
lacionada con la consistencia. En realidad, básicamente hay un 
hecho bastante simple y espontáneo: que para concluir la con-
sistencia de un Sistema Matemático no podemos limitarnos al 
lenguaje de la propia Teoría. Se requiere un lenguaje, even-
tualmente formalizado, externo al Sistema; que lo estudie 
“desde fuera”. 

Hemos visto cómo TC demuestra la consistencia de las prin-
cipales Teorías matemáticas en la hipótesis de que ella misma 
sea consistente. ¿Pero lo es de verdad? Si no lo fuera, toda la 
Matemática que puede ser representada en ella (es decir, todo 
aquello que normalmente se entiende como “Matemática”) cae-
ría como un castillo de naipes. Así que la pregunta es importan-
te; ¿podría contestarla el mismo Sistema TC? Claramente, si 
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TC demostrara la negación de un teorema suyo, ésta sería la 
prueba de su inconsistencia. Pero, supongamos que, efectiva-
mente, sea consistente. ¿Podría eso deducirse con un teorema 
de TC? Obviamente, no. 

Rápidamente podría razonarse así: si cuestionamos su con-
sistencia, o sea, si admitimos la posibilidad de que sea incon-
sistente, cualquier teorema suyo T podría ser contradicho por el 
teorema notT. Y esto, en particular, valdría también si T signi-
ficara “este Sistema es consistente”. Este argumento no es in-
correcto, pero en realidad hay algo de más profundo. En la 
primera Parte (ap. I.8), hemos observado que si un Sistema clá-
sico es inconsistente, ninguno de sus enunciados puede ser in-
terpretado de modo clásico, es decir respetando los principios 
de no contradicción y del tercero excluido; de hecho, cualquier 
afirmación de la Teoría podría ser deducida y refutada. Si fuera 
la Geometría euclidiana, por ejemplo, podríamos deducir que 
“una recta coincide con un punto”, con un “cuadrado”, con un 
“triángulo” y con cualquier otro objeto de la Teoría. Al mismo 
tiempo también valdrían las negaciones de estos enunciados. 
Estando así las cosas, es evidente que no sólo tal Teoría abusa-
ría del significado que damos a “recta”, “punto”, “cuadrado”, 
etc., sino que en realidad no se podría dar ningún (otro) signifi-
cado razonable a ninguno de los objetos que ella trata. En otras 
palabras, un Sistema clásico inconsistente no posee ninguna in-
terpretación sensata de cualquiera de sus proposiciones. Por lo 
tanto, el simple admitir que un enunciado cualquiera del Siste-
ma signifique algo, implica suponer que sea consistente (es 
más: que tenga modelos). Así que, si se cuestiona la consisten-
cia del Sistema, es decir si no se puede estar seguros de su con-
sistencia (lo cual, como pronto reconoceremos, vale para TC y, 
por lo tanto, para toda la Matemática), tampoco se puede estar-
lo de la sensatez de cualquier interpretación de cualquier enun-
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ciado de la Teoría, incluido el caso eventual de “este Sistema 
es consistente”. Pongamos ejemplos concretos: en un Sistema 
de este tipo (pero en realidad, en cualquier Sistema, como ya 
hemos anticipado), cuando se demuestra un teorema arbitrario, 
como “6 es par” o el Teorema de Pitágoras, en realidad lo que 
se demuestra es: “si el Sistema admite el modelo estándar (y, 
por lo tanto, es consistente), 6 es par”, y “si el Sistema admite 
el modelo euclidiano (y, por lo tanto, es consistente), en cada 
triángulo rectángulo c1

2+c2
2=I 2”; y así sucesivamente. Nótese 

el innegable valor epistemológico de estas conclusiones, a pe-
sar de la clamorosa posibilidad de fracaso si el Sistema de re-
velase inconsistente. 

Sin embargo, veamos lo que ocurre si a un determinado teo-
rema T de una tal Teoría, se atribuye el significado “este Sis-
tema es consistente”, en una cierta interpretación M. Análoga-
mente, lo que en realidad se determinaría a través de este 
teorema es que “si el Sistema admite el modelo M (y por lo 
tanto es consistente), entonces el Sistema es consistente”. Se 
trataría, esta vez, de algo ya sabido y, sobre todo, que no de-
muestra en absoluto la consistencia del Sistema. 

Por consiguiente, podemos enunciar el siguiente Metateo-
rema de la indemostrabilidad interna de la consistencia: “si un 
Sistema clásico es consistente, esta conclusión no puede alcan-
zarse a través del solo lenguaje del Sistema”. Hay que destacar 
que esta conclusión vale para un Sistema matemático clásico 
cualquiera, formal o no. De esto sigue que tampoco la conclu-
sión de que un determinado enunciado es indecidible puede al-
canzarse dentro de la misma Teoría, ya que ésta implicaría la 
consistencia. 

Volvamos a TC. Por lo visto, su consistencia podría demos-
trarse en un Sistema externo, más general. En efecto, a pesar de 
que TC parezca a muchos demasiado general y abstracto, ya 



 
305 

hay algo de este tipo: la Teoría de las categorías. Pero, profun-
dizando, surgen serias dudas acerca de la posibilidad de demos-
trar la consistencia del Cálculo predicativo clásico formal, o 
sea, del núcleo básico de TC. La razón es que un Sistema ex-
terno a él, capaz de predicar su consistencia, debería contener 
un núcleo equivalente a un Cálculo predicativo clásico formal, 
puesto que es en un Sistema de este tipo donde se formaliza el 
concepto de predicado. 

Empero, aunque la consistencia de cada parte de TC se de-
mostrase a partir de un Sistema matemático más general que 
TC, el problema de la consistencia se reproduciría para este 
nuevo Sistema. En otras palabras, llegados a un cierto punto – 
que, en efecto, puede depender de las exigencias – es necesario 
detenerse en el formalismo y buscar un criterio metamatemáti-
co de reconocimiento de la consistencia. Dicho criterio, al estar 
ligado a las incertidumbres intrínsecas de la semántica pura, 
posiblemente podrá consistir en un simple “convencimiento in-
tuitivo”, sino incluso en una “esperanza sensata”. Esta última 
posición, en efecto, es la relativa al Sistema TC: hasta la actua-
lidad, no existe ninguna metademostración rigurosa de su con-
sistencia, sino sólo un “más que sensato convencimiento” de 
ella, corroborado por dos milenios de eficaces aplicaciones de 
las Teorías que ésta engloba.  

Vamos a añadir algunos comentarios a cuanto expuesto. 
Considérese un Sistema clásico arbitrario S y un enunciado su-
yo E; supongamos la existencia de un modelo M de S tal que E, 
interpretado en M – sintéticamente: E(M) – signifique “S es 
consistente”. Por lo tanto, estamos suponiendo que E(M) sea 
verdadero. Examinemos el enunciado E. ¿Podría ser la nega-
ción de un teorema? Ciertamente no: sería falso en todos los 
modelos, mientras en M es verdadero. ¿Puede ser E indecidi-
ble? No hay nada que lo impida. Como sabemos, la existencia 



 
306 

de un enunciado indemostrable es una condición necesaria y 
suficiente para que S sea consistente, como estamos suponien-
do. Si S es formal, por el Teorema de s-completitud debe exis-
tir un modelo M’  en donde E(M’) sea falso. Esto es posible, 
siempre que E(M’) tenga un significado distinto de E(M), o sea 
de “S es consistente”. 

Finalmente, ¿puede E ser un teorema? La interpretación de 
E en todos los modelos sería verdadera, como E(M), que en ba-
se a nuestras hipótesis es verdadero. Como hemos observado, 
de ningún modo esto transgrediría el Metateorema de la inde-
mostrabilidad interna de la consistencia: el hecho de que E sea 
un teorema no puede demostrar, en sentido genuinamente epis-
temológico, la consistencia del Sistema, porque el mismo signi-
ficado que se ha dado a E(M) requiere la hipótesis de consis-
tencia para el Sistema. Así que este caso también es posible. 

En definitiva, para cada enunciado E que, como E(M), signi-
fique “S es consistente” en una cierta interpretación M, se tiene 
un situación peculiar que lo diferencia de cualquier otro enun-
ciado significativo en M: preocuparse de demostrar E en la 
Teoría S no tiene ninguna repercusión epistemológica relativa 
a la interpretación M. Porque la consistencia del Sistema, o 
sea, la verdad de E(M), se supone con el sólo admitir dicho 
significado para E(M). En cualquier caso, el problema de con-
cluir si S es consistente no está al alcance de S, como exige el 
Metateorema de la indemostrabilidad interna de la consistencia. 

Luego, el hecho de que en un particular Sistema supuesta-
mente consistente, el enunciado E sea un teorema o sea indeci-
dible, depende del Sistema y de la propia forma del enunciado 
E. Claro, si un Sistema externo demostrara que E es indecidi-
ble, también demostraría que S es consistente y, así, la veraci-
dad de E(M). Pero, por desgracia, esto nunca se verifica en una 
Teoría de interés fundamental como TC. 
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Veamos ahora el caso de un Sistema que satisface las hipóte-
sis del Metateorema de incompletitud, o sea: consistente, ef. ax. 
y capaz de representar todas las funciones recursivas (concisa-
mente, suficientemente potente). En estas condiciones, siempre 
es posible individuar enunciados del Sistema tales que, interpre-
tados en un modelo oportuno, tengan el significado de “este Sis-
tema es consistente”. De hecho, hemos admitido que es posible 
considerar una expresión G(x,y) tal que en el modelo estándar 
signifique “x es el código de una demostración del enunciado de 
código y”. Pues bien, el enunciado: ∃ y(not∃ x(G(x,y))), interpre-
tado en el modelo estándar, afirma “existe (el código de) un 
enunciado tal que no existe el código de su demostración”, o 
bien “existe un enunciado que no es un teorema”. Lo cual, como 
sabemos, es equivalente a “este Sistema es consistente”. Existen 
infinitas formas equivalentes para expresar la consistencia, 
siempre en el ámbito del modelo estándar; por ejemplo, si 92507 
es el gödeliano del enunciado “4=29”, también el enunciado 
“not∃ x(G(x,92507))” expresa la consistencia del Sistema. Pues 
bien, resulta que “normalmente” estos enunciados son indeci-
dibles. Esta trabajosa demostración, que Gödel señaló en el 
mismo congreso de Königsberg, se conoce como Segundo Teo-
rema de incompletitud y fue lograda por Hilbert y Bernays sólo 
en 193961. ¿Qué significa “normalmente”? Significa que tam-
bién existen otros enunciados, que expresan, de la misma ma-
nera, la consistencia del Sistema cuando interpretados en mo-
delos oportunos, los cuales, en cambio, resultan ser teoremas 
                                                           

61 D. Hilbert; D. P. Bernays: Grundlagen der Mathematik. La demostra-
ción consiste en el demostrar que un tal enunciado, C, implica el de Gödel, 
G. Entonces, si C fuera un teorema, también G lo sería por modus ponens. 
Además, por la corrección, C no puede ser la negación de un teorema. Tam-
bién dicho Teorema se puede formalizar en TC como el Primer Teorema de 
incompletitud. 
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de la Teoría. Sin que este hecho implique, como ya hemos ob-
servado, una demostración real de la consistencia del Sistema, 
transgrediendo el Metateorema de la indemostrabilidad interna 
de la consistencia. Por desgracia, no estamos capacitados para 
añadir más datos sobre este asunto. Sólo citaremos nuestras 
fuentes62. 

¿Cuáles son, entonces, las conclusiones de todo esto? El Se-
gundo Teorema de incompletitud determina otra clase de enun-
ciados esencialmente indecidibles en toda Teoría que satisface 
las sabidas hipótesis de Gödel. Mientras el Primer Teorema de 
incompletitud distingue al solo enunciado de Gödel, el Segun-
do extiende la indecidibilidad a una categoría mucho más am-
plia de enunciados. No obstante, a pesar de tal drástica genera-
lización, este Teorema no introduce ningún espectacular 
concepto nuevo acerca de la consistencia del Sistema, en contra 
de lo que habitualmente se cree. Tampoco lo haría si fuera vá-
lido para cada enunciado interpretable como “este Sistema es 
consistente” (lo cual, ratificamos, parece ser falso). En todo ca-
so expresa, de hecho, una propiedad que es circunstancial para 
el tipo de Sistema: en otras Teorías, estos tipos de enunciados 
pueden ser perfectamente teoremas, sin que el Metateorema de 
indemostrabilidad interna de la consistencia (el único resultado 
epistemologicamente relevante sobre la consistencia) sea in-
fringido. 

En efecto, el error común sobre el Segundo Teorema de in-
completitud es tanto considerar que valga para todos los enun-
ciados que expresen la consistencia del Sistema en un cierto 
modelo, como juzgar que implica que “un Sistema consistente 
no puede demostrar su propia consistencia”. En cambio, esta 

                                                           
62 G. Lolli: Da Euclide a Gödel, p. 140 y 142. A. Martini: Notazioni or-

dinali e progressioni transfinite di teorie, p. 11-15. 
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última conclusión se alcanza con la diferente e intuitiva meta-
demostración que antes hemos expuesto y, lo que es sobre todo 
importante, vale para cualquier Sistema clásico, incluso no 
formal. 

A menudo el error se agrava con un tipo de “demostraciones 
intuitivas”, incorrectas, del Segundo Teorema de incompleti-
tud, del siguiente estilo: “Sea S un Sistema que satisface las 
hipótesis del Teorema de incompletitud y C un enunciado suyo 
que afirma la consistencia del mismo S. El primer Teorema de 
incompletitud demuestra que si S es consistente, el enunciado 
de Gödel, G, es indecidible. Entonces si C fuese demostrable, 
podría deducirse que G es indecidible y por lo tanto indemos-
trable. Pero como G afirma ser indemostrable, esto significaría 
demostrar G, lo cual es absurdo. Por lo tanto, C es indemostra-
ble”63. El lector debería ya tener claro donde está el fallo: en el 
razonamiento, se da a C y a G un valor semántico que sólo se 
puede otorgar suponiendo que el Sistema admita un modelo 
con dichas interpretaciones y, por lo tanto, que ya sea consis-
tente. En este modelo es indiscutible que la verdad de C impli-
ca la verdad de G, pero la implicación sintáctica C→G es una 
cuestión totalmente distinta. En general, no deriva ningún ab-
surdo de la posibilidad de que C sea un teorema; de hecho, para 
algunas formas de C realmente lo es, como hemos señalado. El 
hecho de que un enunciado del tipo de C sea un teorema, no 
demuestra en absoluto que el Sistema sea consistente (en caso 
de inconsistencia, ¿no se tiene que cada enunciado es un teo-
rema?); porque, repetimos, lo “demostraría” sólo… en la hipó-
tesis en que S tenga un modelo (aquel que permite interpretar C 
con “S es consistente”), ¡resultando, así, ya consistente por 
hipótesis! En realidad, demostrar la implicación sintáctica 

                                                           
63 Así, por ejemplo, en P. Odifreddi: Metamorfosi di un Teorema. 
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C→G no es nada trivial, y además, como hemos destacado, pa-
rece no valer siempre, sino que depende de la forma sintáctica 
del enunciado C. 

De este modo, reafirmamos que el único resultado de impor-
tancia relevante sobre la consistencia se debe al Metateorema 
de su indemostrabilidad interna. Y destacamos que la metade-
mostración de éste, al referirse a un Sistema clásico cualquiera, 
debe consistir en un razonamiento puramente metamatemático, 
o sea, no puede formalizarse. 

 
III.11. Epílogo conclusivo 
 
Vamos a hacer un resumen sintético de los resultados obte-

nidos por la Lógica moderna acerca de los Sistemas axiomáti-
cos clásicos de la Matemática64. Para el lenguaje de todos los 
Sistemas clásicos formales, o sea, cuyas proposiciones pueden 
ser privadas de todo contenido semántico, como exigido por el 
formalismo de Hilbert, vale el Teorema de s-completitud; éste 
nos asegura la existencia de modelos capaces de hacernos re-
conocer todos los enunciados indecidibles. En cuanto a la de-
terminación metamatemática de dichos modelos, desde el pun-
to de vista filosófico es razonable un cierto optimismo, 
teniendo en cuenta el hecho de que la semántica es capaz de 
redefinir oportunamente las convenciones sobre la representa-
bilidad de estructuras como los modelos de los Sistemas mate-
máticos. Sin embargo, para la Teoría formal de los conjuntos, o 
sea, para el mismo fundamento de todas las Matemáticas, este 
optimismo es infundado, ya que la naturaleza de sus modelos 
es inevitablemente nebulosa. 

                                                           
64 Recordamos que otras conclusiones fundamentales sobre la Matemáti-

ca y la Teoría de los conjuntos se han expuesto al final de la segunda Parte. 
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Por otra parte, el Teorema de s-completitud también tiene el 
efecto de “multiplicar hasta el infinito” el número de modelos 
no isomorfos de los habituales Sistemas formales. En particular 
se tiene que cualquier Sistema formal con al menos un modelo 
infinito no puede caracterizar únicamente a los objetos que con 
él se pretendía estudiar, sino describe igualmente bien, de for-
ma indistinguible para su lenguaje, infinitas clases de objetos 
totalmente diferentes de éstos. 

Algunos Sistemas formales, en hipótesis de consistencia, 
son decidibles; o sea, no sólo son reconocibles todos sus enun-
ciados indecidibles, sino que es incluso posible programar una 
máquina de modo que, enviando a su entrada un enunciado ar-
bitrario, lo sepa catalogar, en salida, como “teorema”, “nega-
ción de teorema” o “indecidible”; sin embargo, el poder expre-
sivo de ellos es limitado. Otros Sistemas formales mucho más 
ricos (porque permiten describir cualquier máquina), admiten 
máquinas capaces de enumerar todos y solos sus teoremas, pe-
ro no de hacer lo mismo con los enunciados indecidibles, para 
cuya individuación, en general, sólo se puede recurrir a crite-
rios metamatemáticos. Finalmente, en los Sistemas clásicos 
formales más ricos (que no sólo describen todas las máquinas, 
sino que permiten, en teoría, resolver el problema de la parada 
de cualquier máquina), tampoco es posible una enumeración 
mecánica de todos y solos los teoremas (aun siendo éstos nu-
merables): en efecto, una parte (infinita) de sus axiomas se de-
fine a través de una semántica irreducible, o sea, que ningún 
programa de ninguna máquina puede reproducir del todo. Por 
consiguiente, cualquier máquina fallará también al individuar 
todas y solas las demostraciones. 

Los Sistemas clásicos esencialmente no formales (o sea, cu-
yo carácter no formal no puede eliminarse) requieren, para la 
función de las reglas deductivas, un determinado significado 
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para (al menos una parte de) las proposiciones. Por lo tanto, só-
lo representan una axiomatización, naturalmente no plenamen-
te formal, de una parte de la Metamatemática. Para sus lengua-
jes, en general, no vale el Teorema de s-completitud y por lo 
tanto es posible que posean un modelo único a menos de iso-
morfismo. Tampoco el Metateorema de incompletitud vale pa-
ra ellos; por otra parte, no sólo estos Sistemas no son, obvia-
mente, “mecanizables”65, sino su criterio deductivo está sujeto 
a la inevitable incertidumbre de las convenciones semánticas 
con las que se interpretan sus proposiciones. 

El Metateorema de la indemostrabilidad interna de la consis-
tencia, válido para cualquier Sistema clásico, formal o no, nos 
informa de que el problema de la consistencia es fundamen-
talmente irresoluble en términos puramente matemáticos. A 
saber: en el nivel más básico de la Matemática, en el mejor de 
los casos se puede llegar a admitir la consistencia (o a suponer-
la como razonable) en base a consideraciones puramente me-
tamatemáticas. 

Llegados a este punto, surge como muy oportuna una discu-
sión acerca de las consecuencias de los resultados de Gödel so-
bre el llamado programa de Hilbert. La frase más habitual so-
bre este asunto, probablemente ya aburrida a muchos, es que 
dichos resultados “asestaron a dicho programa un golpe mor-
tal”. Pero, ¿qué es el programa de Hilbert? 

A partir de 1920, Hilbert delineó un programa de organiza-
ción lógica de la Matemática que puede resumirse en tres pun-
tos: 

 
1. Formalizar todas las Disciplinas matemáticas. 

2. Concluir su consistencia a través de métodos finitistas. 
                                                           

65 En concreto, sus teoremas no son efectivamente numerables. 
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3. Resolver todas sus cuestiones acerca de la completi-
tud/incompletitud y decidibilidad/indecidibilidad. 

 
Por desgracias, nunca se ha aclarado del todo lo que Hilbert 

entendía exactamente con el adjetivo finitista. La idea más 
aceptada es que entendiera excluir los conjuntos infinitos, por 
su carácter abstracto. Si es así, Hilbert consideraba que debía 
evitarse, al nivel más fundamental de la Matemática, el uso de 
los cuantificadores ∀  y ∃ . En efecto, este uso es estrictamente 
necesario sólo cuando se aplica a variables que varían en un 
universo infinito: si es finito, de n elementos, la expresión 
∀ xP(x), por ejemplo, puede ser sustituida por la expresión: 
P(x1)eP(x2)eP(x3)y... P(xn). De este modo, el uso de los cuanti-
ficadores serviría sólo para simplificar, según la lógica finitista. 
Otros sostienen (o añaden a la idea anterior) que Hilbert pre-
tendía referirse a un método específicamente mecánico: en 
efecto, cualquier máquina propiamente dicha se programa con 
un número finito de instrucciones. Esta última suposición se 
enlaza con la opinión de que Hilbert creyera en la posibilidad, 
al menos en principio, de una resolución mecánica de todos los 
problemas matemáticos. Sin embargo, no hay dudas de que, pa-
ra concluir la consistencia, se trataría de un criterio bastante in-
genuo (quizá demasiado para Hilbert): ¿qué demostraría, ante 
todo, la consistencia del Sistema matemático representado por 
la máquina? Es probable que esta idea sea fruto del asignar 
demasiada importancia a las ambiciones formales de Hilbert, 
olvidando que él fue el primero en consolidar la realidad de la 
metamatemática. En efecto, parece que Hilbert nunca haya de-
clarado nada semejante. Creemos más razonable entender que 
él sabía bien que la última demostración de consistencia tendría 
que ser metamatemática, o sea propiamente una metademostra-
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ción; quizá la exigía de un tipo sencillo, no sujeta a la ambi-
güedad de la consideración de colecciones infinitas. Una inge-
nuidad más perdonable, diríamos hoy. Por otra parte, tras la 
demostración cardinal de Gödel (el cual, incidentalmente, juz-
gó como “misteriosas” las motivaciones de la exigencia finitis-
ta de Hilbert66), el mismo Hilbert, en la introducción de sus ci-
tados Grundlagen der Mathematik afirmó que se le había 
malinterpretado en lo relativo al significado de su programa: 
¿por qué no creerle? 

Sea como fuere, a pesar de que la situación se presente un 
poco enredada para sacar conclusiones categóricas, se pueden 
extraer algunos puntos sólidos: 

 
1. El mismo trabajo de Gödel encuentra su motivación en el 

programa de Hilbert y se realiza según su prevista forma-
lización. 

2. Sea lo que sea lo que Hilbert entiende exactamente por fi-
nitista, no hay dudas sobre el hecho de que él concibe un 
criterio dictado por una lógica consecuencial preestableci-
da y absolutamente indiscutible. Esta visión determinista 
está confirmada por distintas afirmaciones como la si-
guiente:  

Todo problema matemático bien definido debe ser necesariamente 
susceptible de una solución exacta, ya sea en la forma de una respues-
ta directa a la pregunta planteada o por medio de la demostración de 
la imposibilidad de hallar una solución. [...] Por más que estos pro-
blemas parezcan inabordables y nos sintamos incapaces ante ellos, sin 
embargo, tenemos la firme convicción de que su solución debe seguir 
a partir de un número finito de deducciones lógicas. […] Siempre es-
cuchamos dentro de nosotros una llamada perenne: he aquí el pro-
blema, ¡busca la solución! La puedes hallar usando el razonamiento 

                                                           
66 H. Wang: A logical journey: from Gödel to philosophy, p. 82. 
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puro, porque el matemático nunca dirá “ignorabimus” 67. 

3. Los resultados de Gödel y Turing demuestran inequívo-
camente que para la resolución de algunos problemas no 
es suficiente una lógica cuyos parámetros de deducción 
hayan sido completamente preestablecidos. En particular, 
para reconocer los enunciados indecidibles de algunas 
Teorías fundamentales, entre las cuales la Aritmética 
formal, se requiere algo básicamente distinto a un “razo-
namiento puro” de carácter predefinido: unos acuerdos 
semánticos no previsibles que conciernen el delicado e 
informalizable concepto de verdad; los cuales, al no ser 
mecanizables, poseen, en general, un cierto grado de am-
bigüedad. Además, para el caso de TC, o sea para el fun-
damento último de la Matemática formal, este proceso, 
en el supuesto que pueda llevarse a cabo, sería intrínse-
camente incierto y discutible, dada la inevitable ambi-
güedad de sus “modelos”. 

4. También a causa del Metateorema de la indemostrabili-
dad interna de la consistencia, no existe por el momento 
ninguna metademostración convincente (ni “finitista” ni 
“infinitista”) de la consistencia de TC, ni de ninguna otra 
Teoría de base para toda la Matemática. Más bien, un 
“sensato convencimiento” de ella, sobre una base en par-
te empírica. 

 
En definitiva, puede afirmarse con certeza que el optimismo 

de Hilbert se ha revelado erróneo. Para algunas cuestiones de la 
Matemática, las razones de la “lógica pura” son de tipo, diría-
mos, “infinitista”: lejos de un determinismo de tipo mecánico, 

                                                           
67 D. Hilbert: Los problemas futuros de la Matemática. 
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no se pueden precisar de una vez por todas y, a veces, consisten 
en una serie de infinitos e imprevisibles consensos o conven-
ciones, justificados en un ámbito exclusivamente semántico 
(ejemplo: el reconocimiento de los enunciados indecidibles de 
PA y TC). Ante algunos problemas, como la posibilidad gene-
ral de reconocer la indecidibilidad de un enunciado, la única 
estrategia es la de precisar o redefinir, de una forma a priori 
imprevisible, las modalidades de su interpretación, hasta con-
cluir, o quizá simplemente hasta convenir (aunque sobre una 
base de ineludibles motivaciones semánticas) su indecidibili-
dad. Un ejemplo, más veces citado, es el de la hipótesis del 
continuo, metademostrada como indecidible por Cohen a través 
de “modelos”, en efecto, bastante peculiares. Y sin embargo, el 
simple hecho de que en el “modelo más intuitivo” de TC, este 
enunciado no se sepa concluir como verdadero o falso, nos se-
ñala que, en general, la individuación de “modelos” para la 
crucial Teoría TC – y por lo tanto también la individuación de 
enunciados indecidibles suyos – es un asunto substancialmente 
incierto. Por último, hemos visto que un mismo tipo de incerti-
dumbre contagia, por principio, el problema de la consistencia 
de los fundamentos de toda la Matemática. 

No obstante, es necesario destacar que los resultados de 
Gödel no hunden el programa hilbertiano, sino que lo realizan, 
si bien con consecuencias que hacen naufragar, en buena parte, 
las esperanzas optimistas de Hilbert. 

Si a toda costa quisiéramos designar a un “perdedor”, como 
consecuencia de los resultados de la Lógica moderna, éste po-
dría ser el punto de vista de la escuela bourbakista: aquel grupo 
de matemáticos franceses que, con el nombre colectivo de Ni-
colas Bourbaki, impulsaron, a partir de 1935, la refundación 
metódica y rigurosa de todas las Disciplinas matemáticas bajo 
el impulso de la unificación conjuntista. Ante todo, hay que re-
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conocer que, en términos generales, este esfuerzo ha de consi-
derarse encomiable, ya que dotó a las Teorías del nuevo carác-
ter axiomático formal (aunque con una profundidad compren-
siblemente limitada). No obstante, lo que se pone en discusión 
es precisamente la pretendida visión unificadora del conjuntis-
mo. En primer lugar, realmente se trata sólo de una visión, por-
que de hecho nunca se aplica en profundidad la Teoría TC, sino 
algo que, aún siendo sólo la Teoría ingenua de los conjuntos, 
pretende ser una Teoría formalizada. Y si este defecto es abso-
lutamente excusable (a causa de la intratable complejidad del 
lenguaje conjuntista formal), no puede serlo la típica actitud 
superficial sobre los dramáticos desenlaces del formalismo 
conjuntista: si se pretende que “en el fondo” de los enunciados 
se halle realmente la Teoría formalizada de los conjuntos, o sea 
TC, habría también que asumir todas las consecuencias. Pero 
los bourbakistas nunca lo hacen (¿por superioridad?). Estas 
consecuencias no sólo ponen en discusión el número y la mis-
ma naturaleza de los “modelos” de TC68, junto con la corres-
pondencia entre todos los conceptos matemáticos fundamenta-
les (número natural, cardinalidad, finito, infinito, etc…) y los 
homónimos metamatemáticos (como vimos detalladamente en 
la segunda Parte); sino que también, por efecto del Metateore-
ma de incompletitud, cuestionan la fidelidad de la representa-
ción conjuntista de algunos Sistemas formales. Concretamente, 
TC no es capaz de reproducir todos los teoremas de todas las 
Teorías formales no ef. ax. (o, más en general, cuyos axiomas 
no son efectivamente numerables), por ejemplos aquellos de 
PAV, el Sistema capaz de deducir todos y solos los enunciados 
de PA verdaderos en el modelo estándar. 

                                                           
68 De manera que, por ejemplo, uno se preguntaría ¿en qué “modelo in-

tuitivo” tiene lugar la espectacular reducción conjuntista de la Matemática? 
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Por si fuera poco, existe un grave defecto desmotivante 
(como ha sido oportunamente subrayado por Gabriele Lolli 69): 
la utilidad misma de la “construcción genética” que a partir de 
PA llega, a través de generalizaciones conjuntistas (esbozadas 
al final del ap. II.10), a la definición de la Teoría de los reales 
TFR, se hace dudosa, desde el punto de vista epistemológico, a 
causa de la simple observación de que en dicho proceso no se 
conservan las propiedades lógicas más interesantes e importan-
tes, como la completitud y la decidibilidad. En efecto, PA es 
incompleto e indecidible, mientras TFR completo y decidible. 
El mero hecho de expresar y enlazar ambas Teorías dentro de 
TC no es capaz, al final, de “unificarlas” de manera tan prodi-
giosa: la diferencia que hemos explicado basta para “separarlas 
en casa” también en ámbito conjuntista. 

De ninguna manera todo esto debe interpretarse como una 
demolición de la Teoría TC. Como destacamos en el transcurso 
de la segunda Parte, la formalización que ofrece TC es un paso 
necesario para resolver graves ambigüedades y para la codifi-
cación del concepto de modelo; y el intento de unificación con-
juntista tenía que investigarse de todas formas, aun a costa de 
revelarse inútil. 

Los descritos confines lógicos de la Matemática, ¿represen-
tan un dramático trastorno cultural? Más bien, constituyen una 
importante conquista. La “vieja” Matemática sigue funcionan-
do como siempre; sin embargo, sobre un plano puramente teó-
rico, ha perdido algo de aquella aura dorada de incuestionable 
infalibilidad con la que se ha alabado durante siglos. No obs-
tante, el drama filosófico, en el fondo, sería sólo la consecuen-
cia de haber considerado la Matemática como algo puramente 
automático, “mecánico”; como un terreno de árida tautología. 

                                                           
69 G. Lolli: Da Euclide a Gödel, p. 110-111. 
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Lo cual, afortunadamente, para algunas Teorías fundamentales 
no es. 

 
III.12. Síntesis 
 
Y así hemos llegado al final del libro. En nuestra panorámi-

ca de la Lógica, no demasiado exhaustiva y sólo ocasionalmen-
te técnica, hemos, no obstante, introducido nuevos conceptos y 
temas, arrojando luz sobre algunas inexactitudes difundidas 
que muy probablemente darán que hablar. Nos parece oportuno 
hacer un resumen final de las principales: 

 
● Se han introducido los nuevos conceptos de distinguibili-

dad para los elementos de una colección, de Sistema matemáti-
co bien definido (ap. I.5) y de fidelidad de la representación 
conjuntista de un Sistema (ap. II.7). 

● Entre las razones que justifican la oportunidad de una Teo-
ría formalizada de los conjuntos, hemos incluido la exigencia de 
formalizar el Metateorema de corrección, cuya (me-
ta)demostración habitual pusimos en duda (ap. II.2). 

● Hemos reconocido explícitamente que un lenguaje semán-
tico, como el metamatemático, puede constar de un “número” de 
proposiciones superior a cualquier cardinalidad, numerable o in-
numerable; este “número” se ha llamado hiperinnumerable. La 
paradoja de Berry puede ser leída como una prueba del hecho 
de que un número finito de expresiones semánticas puede deno-
tar un número infinito de objetos; la de Richard como una prue-
ba del hecho de que las definiciones semánticas no son numera-
bles (ap. II.13). 

● Hemos observado que los Sistemas matemáticos que ad-
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miten un número innumerable de teoremas, previstos por la 
llamada Semántica estándar, no pueden ser formales. La lla-
mada Semántica general o de Henkin representa, por otro lado, 
la convención de limitarse a los Sistemas clásicos formales, ne-
cesariamente numerables (ap. II.14). 

● Se ha puesto de manifiesto que la clasificación habitual de 
los Sistemas axiomáticos clásicos según el orden expresivo 
(primer orden, segundo orden, etc.), en general es fuente de 
despiste acerca de sus propiedades lógicas fundamentales; las 
cuales están ligadas sencillamente al respeto o no respeto de la 
formalidad (ap. II.14). 

● Hemos evidenciado una propiedad elemental e incontes-
table que hasta ahora parece haberse pasado por alto o, tal vez, 
no destacado lo suficiente: el hecho de que para el lenguaje de 
una Teoría no valga el Teorema de completitud semántica, no 
implica que la misma Teoría tenga que ser necesariamente se-
mánticamente incompleta (ap. II.17). Por consiguiente, esta 
cuestión está en discusión para el caso de las Teorías integrales 
(o sea, no formales) de la Aritmética y de los números reales 
(ap. III.9). 

● Como consecuencia del primer Teorema de incompletitud 
de Gödel, se ha destacado la propiedad, para algunas Teorías 
formales, de no ser fielmente representables en lenguaje con-
juntista formalizado: son todas y solas aquellas cuyos axiomas 
no son efectivamente numerables (app. III.3 y III.6). 

● Se han evidenciado algunas inexactitudes ligadas a la in-
terpretación informática del Teorema de incompletitud, debidas 
ab origine al mismo Chaitin. En particular, hemos mostrado 
que es erróneo hablar de casualidad en Aritmética: en efecto, la 
casualidad es una propiedad que atañe sólo a las cadenas de ca-
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racteres y repercute en los números naturales únicamente a tra-
vés de la codificación que se haya elegido para ellos (la cual en 
principio es arbitraria). De hecho, existen codificaciones que 
hacen finito el número de números naturales casuales (o mejor 
dicho, de las cadenas que los representan), aunque sean absolu-
tamente incómodas. Hemos ratificado otras incorrecciones de 
Chaitin, ya señaladas por T. Franzén en un reciente libro (ap. 
III.8). 

● Se ha puesto de manifiesto el error muy difundido de con-
siderar que el Teorema de incompletitud pueda aplicarse tam-
bién a la Aritmética integral, o sea, a la Teoría – llamada habi-
tualmente “de segundo orden” – que usa, como esquema 
axiomático, el principio de inducción completa. Puesto que tal 
principio genera una cantidad innumerable de axiomas, dicha 
Teoría no es efectivamente axiomatizable (ni, más en general, 
sus axiomas son efectivamente numerables). Incluso queriendo 
considerar la inducción como un único enunciado, se forma un 
axioma semántico que no es decidible (ni efectivamente nume-
rable), ya que su semanticidad no es eliminable (app. III.9 y 
II.14). Este error, que nunca ha sido señalado, se remonta a la 
propia comunicación de Gödel de su famoso Teorema (ap. 
III.9). 

● Se ha subrayado lo infundado de la moda de exaltar el as-
pecto indeterminista del Teorema de incompletitud: en efecto, 
en base al Teorema de completitud semántica, cada enunciado 
indecidible puede reconocerse tomando en consideración opor-
tunos modelos del Sistema. Un criterio, en general intrínseca-
mente semántico, que sólo en el caso de la Teoría formalizada 
de los conjuntos puede juzgarse con pesimismo. En el caso de 
la Aritmética de Peano, una vez reconocido que un dado enun-
ciado suyo es indecidible, en principio siempre debería poderse 
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concluir si éste es verdadero o falso para el modelo estándar; a 
pesar de que este proceso no se pueda mecanizar (ap. III.9). 

● La importancia del llamado Segundo Teorema de incom-
pletitud ha sido fuertemente reducida. En efecto, hemos obser-
vado que éste Teorema expresa un hecho contingente que, aun-
que generalice drásticamente la incompletitud exhibida por el 
Primer Teorema, no tiene la repercusión especial de “la inde-
mostrabilidad de la consistencia del Sistema para el mismo Sis-
tema”, como normalmente se pretende. Esta relevancia, en 
cambio, compete a un nuevo Metateorema, espontáneo y to-
talmente general, que se ha llamado de la indemostrabilidad 
interna de la consistencia (ap. III.10). 
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