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Cuando no se sabe explicar algo de
forma sencilla y clara, es porque no
se ha comprendido.



PREFACIO

“Si Dios entrase ahora por esa puerta, no podj&artnada
a esta deduccion”. La frase, pronunciada por mfepoy de
matematicasen el ltimo curso de Bachillerato, me dio mucho
gue pensar. No porque elucubrara sobre la divinisiad por-
gue planteaba una sencilla y dificil cuestion: gghgsié punto
podemos estar seguros de la correccion y la intainifidad de
las deducciones matematicas? El ultimo limite d®tdhilidad
de cada lenguaje esta constituido por las conveesisobre el
significado de los términos. Pero ¢cudles y cuaswasestas
convenciones en el caso de las teorias matemati¢as®ian
ser infinitas?

Afos después, gracias a la revista «Le Scienzee,dnono-
cimiento del Teorema de Incompletitud. La sorpresas que
en el enunciado en si, vino dada por la impos#ulide com-
prender con exactitud lo que éste queria exprespesar de
haber releido el texto varias veces. En efecteedaia menudo
con temas de este tipo que cualquier exposicidatiia divul-
gativa, al no poder aclarar todos los detalles;ecel riesgo de
confundir peligrosamente las ideas del lector phcaal por lo
general ha sido concebida, es decir, del lectompiesto.

El itinerario que finalmente me ha conducido hdsteom-
prension ha sido especialmente dificil sobre toalotyes moti-
vos. El primero porque el tema, como a menudo sueadva-
tematicas, no se presta a ser entendido de forstedai para
comprender bien cada detalle es necesario prinadyertacla-
rado qué es enodelode una Teoria, la Metamatematica,

! El desaparecido y renombrado profesor Tullio Captto del Liceo
“Cutelli” de Catania.



Teorema de Completitud Semantica, la funcionesrse@s...;
en resumen, tener al menos una idea aproximada,spéda,
de los fundamentos de la Légica. El segundo matévdebe a
la ambigledad de la terminologia usada; realmestecp in-
creible que en un argumento tan delicado, que eegjyreci-
sibn maxima, se continde adoptando un lenguaj@itapenso
a la confusién: laompletitud por ejemplo, puede indicar cua-
tro propiedades diferentes (afortunadamente nasosaremos
s6lo dos); y ladecidibilidad para un Sistema, no significa que
éste no pueda contener enunciashoecidibles Ademas, casi
nunca se distingue claramente entre teorema y @oetsha.
Las razones de tal imprecision en buena parte siédribas;
pero ello no puede justificar la pasividad en laestigacion
hacia expresiones mas inequivocables, que se t&hearla
mayor parte de los textos. Hay que considerar qsehgue la
terminologia no evolucione, el argumento quedar&remm-
biente restringido a pocos y no podra difundirsecaddamen-
te, como finalmente merece ochenta afios despuss daci-
miento. En efecto, una de las ambiciones de este &s el
empleo de algunos términos y conceptos nuevos.

El tercer motivo esta constituido por los equivgdaso-
rrecciones y errores que hemos creido encontrimsetistintos
temas. Para avanzar, después de meses de refeexidasti-
gacion, no habia mas remedio que adoptar la présude co-
rregirlos o bien resignarse a no comprender; clare) expo-
niéndose a la posibilidad de errar. Algunas deatigievisiones
y correcciones tienen un caracter marginal, otascambio,
fundamental.

Todo ello justifica las razones para publicar ddim, el
cual, a pesar de haber sido escrito con el objatigaunciable
de ser plenamente comprensible para el lector aréxpintro-
duce también algunas novedades en Logica.
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PRIMERA PARTE
SISTEMAS AXIOMATICOS

[.1. Sistemas axiomaticos formales

De las dos disciplinas mateméticas que la tradioids ha
legado, la Geometria euclidiana y el Algebra, $élprimera
posee una estructura que puede decirse “axiomaitaenti-
do lato. En ella se comienza con tefinicionesde los entes
gue se trataran; siguen Ipsstuladoses decir, las afirmacio-
nes admitidas como verdaderas; al fin se hablaab#ones
comunes o sea de reglas légicas basicas y “autoevidentes”
Todas las deducciones, esto es, los teoremas,dseate de
tales premisas. Las definiciones, dado que utiliagos tér-
minos indefinidos, tan sélo recuerdan al lectouafgs con-
ceptos elementales y “formas”, que deberia espeataante
poseer; en otras palabras, apelan francamentardulaion.
Para mostrar el funcionamiento del método y jusifilas
exigencias que han conducido a la moderna estauetxio-
matica, es suficiente un ejemplo elemental. Comsides la
afirmacion “quién va al Polo Sur padecera frioheentemos
deducirla a partir de un Sistema axiomatico (de angde al
final sea un teorema). Siguiendo el ejemplo de ides| em-
pezaremos por definir los entes implicados, comad'’BSur”,
“frio”, etc.; pero evitaremos hacerlo suponiende quién es-
cucha la frase reconoce inequivocamente talesnésnDes-
pués podremos continuar con los siguientes posisiad

[1] En el Polo Sur el Sol calienta muy poco.



[2] Donde el Sol calienta muy poco la temperatwsa e
baja.

[3] Donde la temperatura es baja se padece frio.

Lasnociones comunaonsisten en las elementales hipotesis

del caso, es decir, que el Polo Sur existe y equése, que no
es posible encontrarse en mas de un lugar a leet®2,a de-
mostracion de la frase antedicha sonaria asiugsiag al Polo
Sur, por el postulado [1] irias donde el Sol cafigmoco y por
tanto, por el postulado [2] donde la temperaturbags. Enton-
ces por el postulado [3] padecerias frio”.

Sin dejarnos llevar por su futilidad, el verdadproblema
de la Teoria matematica que hemos construido sealdiecho
de que ella misma se encuentra ligada al signiicahcreto
de los entes y postulados. La eventualidad de uip&opiento
especial contra el frio, por ejemplo, ya pondrigeligro nues-
tro Sistema, porque estariamos obligados a modificgostu-
lado (el [3]). Pero hay otra critica mucho mas gras quisié-
ramos demostrar que “si tomaras el tranvia, llegaaitiempo
al concierto”, deberiamos construir un Sistema mateo
nuevo que hable de tranvias, de tiempo, etc., nemasnocio-
nes comuneg problemas imprevisibles como el trafico).

Luego es natural desear que una Teoria matematcalgo
distinto, que esté hecha de afirmaciones mas desgran
nuestro caso parecidas a: “si te encuentras eciarta condi-
cion, que implica necesariamente otra condiciomorexes al
final te encontraras en esta ultima”. Es decir, sgegeoria de

la deduccién en lugar de deduccion de hechos contingentes.

Esta exigencia lleva, para los casos consideradlassolucion
gue hemos reproducido en la columna derecha digugeste
tabla. Las definiciones se han suprimido y no s mas que
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una lista de losimbolosque se ut

ilizaran; laseglas gramati-

calesdefinen las secuencias ordenadas de simbolosegae s

denominadoproposiciones.

SISTEMA AXIOMATICO
TRADICIONAL

SISTEMA AXIOMATICO
FORMAL

DEFINICION
[ej.: 1) el punto es aquello que no tig
partes 2) la recta es longitud sin anch
gue recorre igualmente todos sus puht

riejemplo del texto]
0
& B C D—

LISTA DE SiIMBOLOS

REGLAS GRAMATICALES
Una proposicién del Sistema es
constituida solamente por una g
cuencia como: uno de los simbo
entre “A”, “B", “C" o “D”", se-
guido de “>” y seguido nueva
mente de uno de los simbolos e
“A”, “B”, “C" 0 “D".

sta
e-
los

ntre

POSTULADOS
[ej.: 1) dos puntos distintos definen u
recta; 2) dada una recta existe al merj
un punto que no le pertenéce

AXIOMAS
na] A—B
¢8] B—-C
[3] C—-D

NOCIONES COMUNES
[e]j.: 1) el todo es mayor que la parte;
cosas que son iguales a la misma ¢
también son iguales entrd si

D84, —Z", siendo “X”, “Y", “Z"

REGLAS DE DEDUCCION
De “X—>Y"y “Y—-Z" se deduce
simbolos cualesquiera entre “A
“B”, “C”y “D” e incluyendo tan-
to los axiomas como los teoremg

Z

TEOREMAS
[e].: dados dos puntos distintos existe
Menos una recta que no contiene ning
de los dok

TEOREMAS
@ A-C

u20 B—D
[3] A—D
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Del mismo modo, laseglas deductivadefinen las proposi-
ciones que seran denominadesremaspara hacer esto, gene-
ralmente, especifican algunas operaciones que ddbetuarse
a partir de ciertas proposiciones de base, llamaxiashas.La
caracteristica fundamental (Que se evidencia, gae@nte, con
el adjetivoformal) es quesimbolos y proposiciones del Sistema
y, por lo tanto, también axiomas y teoremas, pesuan sin
significado explicito(o sea, expresamente predeterminado).
Justamente por eso se prefiere utilizar a menud@reiino
“fébrmula” en vez de “proposicion” (que puede sugem ca-
racter semantico erroneo); no obstante, en este likaremos
el mas familiar “proposicion”.

Sin embargo, son las reglas gramaticales y lasseatg de-
duccidn, elegidas de forma oportuna para conskauifeoria
matematica que nos interesa, las que dan impliergmun
significado puramente “operativo” a los simbologplicare-
mos este Ultimo aspecto. Con respecto al ejempla t@dla, el
primer teorema se obtiene aplicando la regla deiddén a
partir de los axiomas [1] y [2]. El segundo, hadetho mismo
con los axiomas [2] y [3]. El tercero, aplicandadgla de de-
duccidn en base al primer teorema y al axioma E3].total-
mente espontaneo, desde el andlisis de nuesteadegleduc-
cion, asociar al simbolo-3” un significado como “consigue”,
“se deduce”, etc.; eso es un significado implitdgerativo”.

Para reconstruir las deducciones que nos interesas;-
deremos ahora aquella que se define carterpretaciondel
Sistema: demos & el significado de “encontrarse en el Po-
lo Sur”; a ‘B” el de “encontrarse donde el Sol calienta poco”;
a “C” el de “encontrarse donde la temperatura es bajadD”
el de “padecer frio” y a-" el de “implica”. La regla grama-
tical es consistente con tal interpretacion, pugsi formara

12



proposiciones correctas en lengua espafola. Pompé)e se-
gun ésta se forma: “padecer frio implica encon¢rars el Po-
lo Sur”, que esta expresado en correcto espafol(eusea
falsg). Si ahora interpretamos los axiomas, resultapgsip
cionesverdaderas en ese caso, se dice que la interpretacion
constituye umtmodelodel Sistema. Después controlaremos la
correccion de la regla de deduccion, o sea, siyo®gropo-
siciones verdaderas enrmabdelo Con el significado de “im-
plica” que se le da a53” , “X—Z" es, en efecto, verdadero, si
“X—=Y"y “Y—Z" son verdaderos; entonces la regla, cuando
actla sobre axiomas interpretados emetlelqg produce teo-
remasverdaderosen el modelo, sobre los cuales puede toda-
via actuar produciendo otros teorenvasdaderos.Y asi su-
cesivamente producira solo teoremeasrdaderos para el
modelo.

En nuestro ejemplo podemos darle directamentefisigdo
al teorema [3] (sin necesidad de pasar por el fiHja afirmar
como verdad que: “Encontrarse en el Polo Sur irapg@decer
frio”. El lector puede construirse un modelo opoauel mis-
mo Sistema para demostrar que “si tomaras el @dlegarias
a tiempo al concierto” u otras deducciones del misipo.

Otro ejemplo deanodelonos convencera de lo efimero que
es el significado dado a3". Interpretemos A", “B”, “C" y
“D” como cuatro amigos nuestros ordenados por edshana-
yor al mas joven y--" como “es mayor que”. Se obtiene, cla-
ramente, otranodelo Ademas, continua siendo valida la co-
rreccion de la regla deductiva, como el lector puemmprobar.
Por lo tanto, nuestro Sistema, con todos sus texwetambién
se adapta perfectamente a esta interpretacionsEte suge-
rencias visuales para algun simbolo (como unadleeh nues-
tro caso) es bastante frecuente en los lenguajésnraacos,
pero puede engafar en caso de que se trate daelfdagica
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pura de las deducciones; ya que, como repetimdssttos
simbolos en realidad carecen de un significadajadet

En este momento, se estarq de acuerdo sobre e klech
gue ningun abrigo magnifico,rmcionno tancomun podra in-
validar un Sistema axiomatico formal: éste segsigado ade-
cuado para cadaodelq si lo posee, siempre que sEArecto
con respecto a las reglas deductivas. Pero no sesuape la
ventaja principal y extraordinaria de esta nuevgaoizacion
abstracta de las MatematiGasualquier teorema, aunque sea
formidablemente largo y dificil (tal vez desculbietambién
gracias a la ayuda “visual” de mmodeloconcreto), vale auto-
maticamente (esto es, sin necesidad de repetentostracion)
para todos losnodelos correctoson respecto a las reglas de
deduccién del Sistema.

Como consecuencia obvia de la ausencia de sighifida
las proposiciones matematicas, el mismo concepteediad
es ajeno al lenguaje matematico y sélo conciellas mterpre-
taciones semanticade sus simbolos. La situacién es ideal para
la mordacidad de Russell: “El lenguaje mateméatisouaa
ciencia en la que no se sabe de qué se esta haplarsl lo
que se esta diciendo es verdadérBero el tono irénico no de-
be distraer de la verdad literal de la afirmacida.utilidad in-
discutible del lenguaje matematico se pone de nestif sélo
cuando éste viene interpretado porrasdelos correctgscon-
cretandose asi en proposiciones significativasasEsttimas
también son normalmente llamadas “matematicas’o par
punto de vista axiomatico precisa que se corrija esnfusion.

2 Debida fundamentalmente a D. HilbaBtundlagen der Geomettie

3 Usaremos el términsemanticccomo abreviacion de la locucién “que
tiene significado”.

* Bertrand RusselMisticismo e Logica
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Volviendo, ahora, a la tradicional Geometria eusfid, se
reconoce que ésta se encuentra en una situaci@n cogj res-
pecto a la Teoria que hemos considerado, solo pdoguentes
implicados (puntos, rectas, etc.) son muy abstsagtorimarios
con respecto al tranvia y al frio polar. La sentéodd de tales
entes se manifiesta en algunos errores (dificieesiescubrir)
gue han sido corregidos en su reajuste modernooigreto, se
trata de algunos postulados (convertidos en axi@mas reajus-
te formal) que faltaban (como de ordenamientodados tres
puntos alineados, hay uno y sélo uno que se emreuenire los
otros dos).

Pero la axiomatica formal no hace otra cosa masjqiar
la semanticidad del lenguaje puramente simbdélicéadeoro-
posiciones matematicas, separandolo claramentéedglaje
interpretado y de lo empleado en las reglas graalat y de
deduccién. ¢Es esto suficiente para concluir, cemmye a
menudo, que en los Sistemas formales todo redntgitivo se
elimina?

[.2. La metamatematica

En primer lugar nos preguntaremos: ¢se puede poisci
del valor seméantico en las reglas gramaticales yleathic-
cion? La respuesta obvia es no. Una Teoria mateangdi es-
tablece para obten@auevasproposiciones; esta caracteristica
es tan natural que puede considerarse una dedpgegades
definitorias de un Sistema matematico. Asi puesgssupri-
me el valor semantico en las reglas gramaticalds gleduc-
cion, se obtiene una lista de secuencias de simisitosigni-
ficado; ¢como podria ésta especificar, generarasotr
secuencias de los mismos simbolos?

Si los teoremas o, mas generalmente, las propossio
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son de numero finito podriamos limitarnos a hace lista
de las mismas, evitando la utilizacion de un Sistenate-
matico. Pero si, por la razén que sea, se quieq@eamun
Sistema capaz de generar también una sola proposiae-
va, sera necesario decir como hacerlo mediante uyubga
gue tenga significado. Un caso muy comun en elpprece
necesario, es cuando se quiere crear un numnéroto de
proposiciones y/o teoremas; en efecto, esta Ulsmecion
puede considerarse un caso no trivial para un r8etaxio-
matico. Las reglas gramaticales y de deduccion]@tanto,
no pueden no ser semanticas. Lo cual significapgua estar
en condiciones de desempefar su funcion, que etu@ro
nuevas proposiciones, éstas deben ser necesar@ainést
pretadas (jpero esta vez de manera univoca!). Noremie
se expresan en el lenguaje natural: el que estatilzando
ahora; jel mismo lenguaje de la publicidad y depokticos!
Sabemos bien que el lenguaje comdn puede ser esmano
ambiguo; pero aqui, dada la naturaleza de nuestross,
aspiraremos al maximo de la claridad y del rigon. éste
punto encontramos una dificultad cardinal: de hesbspe-
chamos que es imposible fijar con absoluta pregisiogra-
do de rigor y claridad al que debemos aspirarstelpecha
sera confirmada pronto. Entonces, ¢cémo se podeéinir
reglas (gramaticales o deductivas) suficientementdeas?
Por ahora limitémonos a tomar nota de la exigedeiaelec-
cionar, a partir del lenguaje natural, un lengusgenantico
“suficientemente riguroso” como para ser empleadode
chas reglas; lo llamaremoesetamatematica Pero, pensan-
dolo bien, esta necesidad es todavia mas primoreliatea-
lidad, ¢de qué tipo son todas las argumentacionese han

® Del griegoyetd, con el significado de “mas alla de”.
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hecho hasta aqui? Con algo de presunciéon (daddague-
tamatematica se define como un lenguaje en unocreddo
riguroso en su terminologia), podemos justamenteside-
rarla metamatematica. Entonces, ¢hemos ahora diefomi-
cularmente la metamatematica, al servirnos pre@stende
metamatematica? Si, y no hay nada paradéjico: mmise
hace en los diccionarios y en las gramaticas pefiaid una
lengua y su sintaxis. En un diccionario, por ejempgk defi-
nen unas palabras a través de otras, en un cigagao re-
sulta vicioso solo porque algunos significados usagpamen-
te, se conocen. Es decir, un lenguaje seméanticaepger
capaz de autodefinirse. Esto equivale a afirmars plyecido
a gue la meta-metamatematica coincide con la métnda
tica. Podemos expresarlo mejor: no es necesarimngiisr
explicitamente los distintos niveles l6gicos de lenguaje
suficientemente semantico; éstos, de hecho, puseleciari-
ficados en virtud del significado mismo de las raficiones.
Poniendo un ejemplo concreto, todos pueden compreiad
expresion: “En la frase la luna es roja es es Verdin nece-
sidad de premisas, comillas u otras técnicas nmgfizisticas.

Por otra parte, la metamatematica no se limitafiaidesino
gue también es capaz de deducir. Por ejemplo,nelesion de
gue cierta proposicion significativa esrdaderay, por lo tan-
to, que cierta interpretacion es orodelg es una deduccion
metamatematica. Lo mismo vale paractarecciénde las re-
glas deductivas del Sistema respecto a un modeloegn
otros ejemplos mas adelante. ¢ Qué decir entoneesaade la
fiabilidad y veracidad de una deduccion metamateafatLo
discutiremos en el proximo apartado.

En tanto, ya sabemos responder a la pregunta cguda
concluye el apartado anterior: en los Sistemas naiicos
formales la Unica especie de intuicion se realgja ba forma
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de las convenciones semanticas que son necesaiaslg
comprension de las reglas gramaticales y deductivas

Puntualizamos ahora algunas convenciones sobmerria-t
nologia que usaremos en este libro. Por “lenguajematico”
de un Sistema axiomatico formal, entenderemosglige pu-
ramente simbolico (formal, sintacticocodificadg, carente de
significado explicito, usado en sus proposiciohigizaremos
tambiénTeoriay Disciplina como sinénimos de Sistema (ma-
tematico) y, en sintesis, llamaremmemisasal conjunto de
sus axiomas Yy reglas (gramaticales y deductivasgan@o, con
respecto a umodelodel Sistema, se verifica torrecciénde
las reglas deductivas (esto es, si en base a sdlateducen
siempre teoremas verdaderos, cuando son interpeetd el
modelq, diremos sintéticamente quenebdelo es correcto

Finalmente, con “Matematica” entenderemos genégcaen
el conjunto, ecorpus de todas las Teorias matematicas, como
se ha hecho hasta ahora.

|.3. Deducciones metamatemaéaticas

La metamatematica se funda sobre las convenci@mesns
ticas basicas del lenguaje comun y, ademas, apalia@pios
elementales de “l6gica comun”. ¢No es esto unmetde las
discutiblesnociones comun@sLa principal diferencia respecto
al caso tradicional es que tales conceptos novietegndirec-
tamenteen la deduccién de los teoremas, sino que lo hacen
través de la definicion de las reglas gramaticgldeductivas.
De esto se deriva que, en caso de que los concegtamticos
usados en tales reglas no parezcan indudablete siaspre la
posibilidad deaxiomatizarlos como aclararemos pronto.

Consideremos el ejemplo del siguiente Sistema aaticm
S(cuyas reglas suponemos que soficientemente clargs
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[simbolos]0 1 x = +

[regla gramaticaluna proposicion se constituye Unica y
exclusivamente con cualquier secuencia ordenadsrdbo-
los tales que:

a) Debe encontrarse uno y sélo un simbolo “=".

b) Los simbolos “+"y “=" deben estar siempre prece-
didos y seguidos por otro simbolo distinto a “+” o

Asi, por ejemplo, son proposiciones: “Ox+1x0=0x+{0Q+
“1=x+00+x1" y “1x+11=01x". En cambio, no lo es lacen-
cia “01x=10=0", que viola la), ni “+10+=01+1x" que viola
(dos veces) la).

[axiomas] X=X X+0=x

[regla de deduccionlin teorema se obtiene Unica y ex-
clusivamente sustituyendo en un axioma el simbalp “
dondequiera que aparezca, por una misma secuemdi o
nada arbitraria de los simbolos “0y “1”.

Sabemos ya que no se debe asignar significado santdimo-
los, pero hemos utilizado “+” y “=" porque trabajan armonia
con los conceptos semanticos comunmente asociaédesa
Obsérvese que ningun teorema puede contener eblgirhdy:
por consiguiente, en nuestro Sistema de ejemptoaxeomas
no son teoremas, contrariamente a lo que ocurleseBiste-
mas comunes (clasicos).

Examinemos ahora la siguiente frasa:el primer axioma,
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aplicamos la regla de deduccion con la secuencid’“6bte-
niendo “01=01" como teoremalL.a mayor parte de los lectores
reconocera en ella un ejemploaEmostraciones decir, un ra-
zonamiento que permite distinguir un teorema, pesuente
“01=01". ¢Cual es el lenguaje de una demostrachdmhay
dudas de que, no siendo matematico, debe tratarseethma-
tematica. Las demostraciones no son el unico efenegl faci-
lisimo formar afirmaciones metamatematicas, cooaua teo-
rema de S no empieza con “X”; cada proposicion tjaae el
simbolo “+” a la derecha del simbolo “=" no es urebrema
de S, etcLa sensacion tangible es que se pueden deducir infi
nitas aserciones de este tipo. Parece entoncek quetama-
tematica no se limita a la definicién de las reglakSistema,
sino que interviene continuamente en Matematicaianesl
deducciones. Ademas, en los casos consideradoshaqes
elegido oportunamente, ningun lector dudara deetdad de
estas afirmaciones, a menos que haya malentenasii@ree-
mos) el significado contenido en las reglas deteia o en la
misma afirmacion. ¢ Cuanta seguridad tienen esagdietes?
Detras de esta pregunta esta la ingenua pretedsiquerer dar
crédito Unicamente a las deducciones propiamentennddi-
cas, esto es, a los teoremas de un Sistema axeonfatmal.
El interrogante, pues, seria: ¢ Podrian tales csiocles recon-
ducirse ateoremas interpretadoflicho en sintesisgxiomati-
zarsg? Por supuesto. La cuestion es que ello presuf@moetir
reconocimiento previo de que cierta interpreta@smnmode-
lo correctode un Sistema formal; o sea, presupondria otra vez
deducciones basadas en convenciones semanticdesiesto-
davia de tipo metamatematico. La pregunta mas mul@se-
ria entonces si merece la pena axiomatizarlasejeomplo, pa-
ra transformar en un teorema interpretado la exprecada
proposicion que tiene el simbolo “+” a la derechal&imbolo

20



=" no es un teorema de g podria aplicarse el primer Sistema
axiomatico introducido (véase la tabla del primpargado),
con “A” interpretado como “cada proposicion que tiensiei-
bolo + a la derecha del simbolo =B™como “no puede dedu-
cirse por la regla deductiva & “C” como “no es un teorema
de S, “D” idéntico a ‘C” (para completar el modelo) y-3”
como “implica”. Después, una vez verificado queitdaerpre-
taciones antedichas constituyenmodelo correctpla propo-
sicion considerada se deduciria interpretando eketea
“A—C". Esta axiomatizacion ha transformado la controdar
deduccion metamatemética en el teorema interprétadeC”,
pero ha aceptado otras deducciones metamatemajiocadas
metaproposiciones correspondientes a los axiorAasB’ y
“B—C" sean verdaderas y la correccion de la regla deduc
para el modelo. El lector juzgara por si mismadotesto ha
merecido la pena. Las deducciones puramente metaratit
cas son, en cualquier caso, indispensables; tadagetes que
una deduccién metamatematica parece “inmediat&iehdo
un uso elemental e inequivoco de conceptos serantitlo-
gica comun”, es inutil introducir un Sistema axidit@ bus-
cando una “mayor justificaciéon” de la misma. Al mercuan-
do, para hacerlo, se deben incomodar conceptos
convenciones semanticas del mismo nivel de comiirenss-
to revela la idoneidad en Matematicas del uso deic®ones
metamatematicas extemporaneas, como las que agtessh
simplificado, no ligadas directamente a ningun egpe Sis-
tema axiomético.

Por otra parte, es indudable que, en el caso déagieduc-
cion metamatematica (que a continuaciéon llamareotosi-
samentemetateoremp no parezca tan indiscutible, debido a un
uso ambiguo de significado o de l6gica comun, eg oportu-
no que ésta se reobtenga mas rigurosamente comeonge-
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terpretado, mediante el uso de un Sistema axiométssado
en convenciones semanticas mas elementales. @nedante
una formalizacion que distinga inequivocamente soglgolos
los criterios deductivos autorizados.

Afiadimos que la metamatemética opera continuamente
través de definiciones (lo observaremos en el proxaparta-
do) y, también, que normalmente es indispensalyke ghescri-
bir laspropiedadesle las colecciones matematicas (lo veremos
en detalle en el apartado 11.18). Ademas, éstateesuor asi
decirlo, intrinsecamenténdispensable; esto significa que, para
los objetivos de la Matematica, es necesaria urtamatema-
tica capaz de emplear continuamente nuevos corseptoan-
ticos, es decir, de desarrollarse, de redefininsecasar. Esta
puede considerarse como la conclusion filosofienaal de
los modernos teoremas y metateoremas que demarest
temologia Matematica, objeto de este libro. Naimealte, a su
tiempo, retornaremos con la mayor profundidad sebte pun-
to.

Resumimos las conclusiones mas importantes de rauest
analisis. La primera es que en todo caso necesstamaven-
ciones semanticas y logicas elementales, no panfertte es-
pecificables. Para el lenguaje metamatematico que hso de
ellas, no es posible establecer con absoluta piacid grado
de rigor que debe pretenderse. Para observarlotécaga-
mente, sea dada una definiciDrde “expresion semanticamen-
te rigurosa’.D es verdaderamente dicha definicidn, si se inter-
pretan sus términos de modo correcto y univoco;lae
contrario, es una cadena de caracteres con urficigiu dis-
tinto, oscuro o sin sentido. Pero mientras se pnéta un tér-
mino de laD, la misma definiciorD aun no esta disponible;
luego, ninguna interpretacion d2 puede ser rigurosamente
concluida como semanticamente rigurosa o0 no. Eanres,
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una definicion de “expresidn semanticamente rigairaso
puede ser concluida como “semanticamente rigureisdiase a
la misma definicion.

La segunda conclusion es que el lenguaje metamttema
opera continuamente en Matematica, a través daicdiefies,
descripciones de propiedad y deducciones, estmesiteore-
mas.

Finalmente, hemos observado que es prudente redondu
los metateoremas a teoremas interpretados sélalcdata la
incontestabilidad de la misma deduccién, debidmbigiiedad
en los significados de sus términos o en el cotddductivo.
Mas tarde se vera un ejemplo realmente fundamedeatesto.

A algun lector podria molestarle tal vaguedad coitgéen
los fundamentos de la axioméatica formal; los sigados de
los términos que utilizamos son “ciertos” (con wadyp indefi-
nible de tal certeza) en base a convenciones qududa, de-
penden también de la experiencia, del hecho detapfles (o
casi todos) estan de acuerdo; lo mismo puede degarsa los
principios de “l6gica elemental”. ¢Hay, pues, undamento
pragmatico en los Sistemas axiomaticos formalesachu por
el caracter semantico de sus reglas gramaticaleslyctivas?

En cada tipo de lenguaje semantico no se puededstesn’
el significado de todos los términos que se utilizigunos se
deben convenir al principio del discurso. Es implaspreten-
der entenderse sin antes ponerse de acuerdo sahgaiBca-
do de algo y sin adoptar, aunque sea supuestanagtmas
reglas basicas de formacién de las frases. Sokas esnven-
ciones no queda mas que aceptar un grado indefi(espera-
mos que suficiente) de comprensién. La respuestgiegunta
anterior es, por lo tanto, un inevitable “si”. Nostante, no se
debe subestimar la ventaja respecto al criterididi@nal; o
sea, la posibilidad de establecer, en caso de &éendbégl, con-
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venciones semanticas mas solidas a través de narasati-
zaciones.

Y, finalmente, es indudable que una actitud siendpésti-
camente critica sobre la posibilidad de consequerelerse, es
demasiado deletérea: jquién la presumiera debensiguien-
temente... callarse!

|.4. Definiciones

Todo aquel que haya estudiado alguna Disciplina miati-
ca, aunque sea superficialmente, sabe lo numeedasgzortan-
tes que son ladefiniciones En teoria, aparte de los simbolos,
las reglas gramaticales, los axiomas y las regidsictivas, no
seria necesario nada mas. Pero en la practicadanTeoria
matematica habitual hay que establecer convencipaea
simplificar expresiones largas. Las definicionesg®an consis-
tir en simplesdenotacionegtambién llamadagosicioneso
abreviacionep que, normalmente, sirven para reducir la longi-
tud de las cadenas; o bien, puedenasgorreferencialeses
decir, mencionar el mismo ente que se esta detlnieEn la
segunda Parte discutiremos el problema de la afgoenciali-
dad (ap. 11.13).

Hemos de destacar que, a menudo, el uso de |asctEies
no tiene sélo el objetivo de abreviar, sino mas hie eviden-
ciar entes y conceptos que concentran y sinteprapiedades
numerosas a expresar; lo cual mas que comodo,aeticpr
mente imprescindible para la comprensién de loaraentos.
Un ejemplo emblemético que se vera mas adelardeuss del
simboloN para indicar el conjunto de los nimeros naturales.

Como hemos sefialado, también las definiciones @aven-
ciones semanticas, esto es, estan acordadas petdmatema-
tica. El lenguaje matematico, al estar privado a@quier de-
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terminado significado, es incapaz de fijar aunceee a con-
vencion tan banal como una simple abreviacion.

1.5. Objetivos, deseos y Sistemdsen definidos

Tratamos ahora de imponer algunas convencionesnasni
para los Sistemas axiomaticos formales. El objetsiosin du-
da, seleccionar Sistemas que sean Uutiles paraneticoiento.
Secuencias de caracteres sin significado s6lo sogjarcicio
linglistico; nos interesan, sin embargo, sus ing¢gagiones
verdaderasy en particular, que el Sistema las pueda deducir.
Esto es, nos interesan so®delos correctgsasi como los
hemos llamado. En tales condiciones, los teoremagitles e
interesantes porque constituyen proposiciones derda en ta-
les modelos.

Empecemos por preguntarnos: ¢.es siempre posildaldes
gue una proposicion es un teorema, si lo es? O;st@ampre
existe la demostracion de un teorema? Y si es iqussiempre
es posible identificarla? La primera pregunta tiena Unica
respuesta: un teorema que no puede demostrarse Inogee
gueremos llamateorema en Matematicas. En otros términos,
por definicién, cada teorema debe admitir al mem@sdemos-
tracion, esto es, un razonamiento metamatematie rops
convenza de que éste deriva de las premisas delfisLa
segunda pregunta debe ser aclarada. Hemos convemédta
demostracion de un teorema tiene que existir sienguponer
gue exista siempre un método efectivo para ideatifa, sin
embargo, parece excesivo. Nos referimos a un méaao-
matico”, que todos podrian seguir, sin necesidadlgena in-
ventiva. Un método que, aunque probablemente izeddé en
la practica (como se deduciria en consideracidiosiaimeros
enormes que se dan en el calculo combinatorio)a ttpre la
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creatividad del matematico fuera en teoria superfhorque
s6lo oportuna para sintetizar y simplificar losaaamientos.
Comunmente, se cree que Hilbert confiase nada noprexsa-

da problemaen Matematicas fuese soluble “mecanicamente”;
retomaremos el argumento en la tercera Parte.Roa gpode-
mos afirmar sin duda que, por lo general, las Beordtemati-
cas carecen de un método de estas caracteristioabas de-
mostraciones parecen el resultado de intuiciones,
“observaciones” o investigaciones en parte casuélegeces
éstas crean, colateralmente, ambientes y propisdadevas
por demostrar o confutar. La demostracion de lagsizion de
Fermat ha resistido mas de tres siglos; hoy disposade una
muy compleja, pero no se puede descartar que useden-
cuentre una mucho més simple. Ninguna previsidasensen-
tido puede ser fundada sobre razones propiamentenmaga:
cas. Y, naturalmente, quedan innumerables congetp@
demostrar o confutar, no pocas tan antiguas corivateamati-

ca.

Disminuyendo nuestras pretensiones, se puede imgmne
primer lugar que cada demostracion sea represengblos
caracteres de un lenguaje convenido que empleamenofi-
nito de simbolos; normalmente, aquellos alfa-numéritels
lenguaje natural. En segundo lugar, que sea red@aammo
demostracion una vez representada; obviamente;anticion
necesaria es que skaita, puesto que un razonamiento que no
termina no puede concluir. Pero también queremas frénte
a un razonamiento que esuna demostracion, deseamos que
exista siempre la posibilidad de concluirlo. Enimigfa, que-
remos que exista siempre la posibilidad de verificdesmen-
tir un razonamiento que pretende ser una demao&tratio
admitir esto, significaria considerar priori inexorablemente
afectados por incertidumbre los razonamientos fonesdales
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de las Matematicas. No parece sensato. Al fin gahlb una
demostracion no es una propuesta, sino una afiomagie de-
be incluir suficientes e indiscutibles razones,cauenen los li-
mites de la Semantica. Se pretende que estas mpoeean
siempre concluirse como suficientes o insuficigntese inda-
ga lo bastante. Técnicamente, queremos entonce®xisia
siempre la posibilidad de concluir, fijado cualquidjeto re-
presentable, six es una demostracion o no. Llamarerdiss
tinguible a un conjunto de este tipo: repetimos, un conjpoto
el que, fijado cualquier objeto en la representacidnvenida,
es posible concluir metamatematicamente si estierpsge al
conjunto o bien nb Otras imposiciones similares parece opor-
tuno que deban hacerse sobre el conjunto de lgegioiones.
Normalmente, sk es una cadena finita cualquiera de los carac-
teres admitidos, la gramatica nos indica si esectairo no. To-
do y solamente aquello que el maestro sefala enesgrror
de ortografia. Por otra parte, convenimos que adarga con al
menos un caracter no admitido, no es una propaosi€iarece
entonces normal pretender que las reglas granegieabpecifi-
guen un conjunto, aquello de las proposiciodesinguible

A los Sistemas que satisfacen las condicionesiargsy los
denominaremobien definidosA continuacion siempre supon-
dremos, a menudo implicitamente, que los Sistensemati-
cos de los que hablaremos lo sean. Resumamos leertetas
condiciones de undefinicidbn buenalas proposiciones satis-
tinguiblesentre el conjunto de las cadenas finitas de lobai
los admitidos; los teoremas son proposiciones quatan por

® Seguiremos siempre la estrategia de utilizar \edmmo “concluir”,
“establecer”, “decidir”, etc ..., o el mas técnittnetademostrar”, refirién-
donos a razonamientos metamatematicos que condugertateoremas;
mientras “demostrar” serd utilizado solamente psrrazonamientos meta-
matematicos que conducetearemasropiamente dichos.
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lo menos una demostracion; las demostracionesasnas fi-
nitas, en general semanticas, de caracter alfaseoaéy son
distinguibles Estas caracteristicas son una clase de “sensate
minima” para un Sistema formal. Por eso no tersidido in-
tentar formalizarlas dentro de un Sistema particiNas esta-
mos refiriendo a la posibilidad de definir formalme labuena
definiciondentro de un Sistema matematico, de modo que estt
sea capaz de establecer (mediante sus teoren@s)siSiste-
mas matematicos estdrien definidos Para tal Sistema, de
hecho, nos preguntaremos: ¢ ds&n definid® Si si, entonces
lo estaria informalmente (en su estructura de baskfinicion
debien definidono esta aun disponible) y la codifica ddoige-
na definicibnno comprenderia todos los casos. Si no, entonces
la misma formalizacion dieien definidono estaridien defini-
da y se volveria cuestionable. Mas adelante tendrenmas
confirmacién del caractearimitivo de algunos conceptos con-
tenidos en ladbuenadefinicionde un Sistema (por ejemplo, el
definito).

¢, La imposicion de que las demostraciones destimguibles
implica que también deban serlo los teoremas? @ kie los
Sistemasien definidos¢ el conjunto de los teoremasdéestin-
guible? Six es una cadena alfabética cualquiera, podemos en
tretanto distinguir si es una proposicion; si esagrtema, exis-
te una demostracion suya, esto es una conclusior
metamatematica del hecho de que lo es. ¢ Perolgies? Una
conclusién metamatematica del hecho de que no &sovema
no hace cierto parte de ldemostracioneda buena definicion
para el Sistema no parece implicar que siempreatgqog exis-
tir. Como veremos, hay razones concretas para rdessao-
cer también logo-teoremases decir, las proposiciones que el
Sistema no podra deducir. Estudiaremos este prabbamra los
Sistemas axiomaticos que cada vez consideraremos.
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A menudo se afirma que el hecho de que los elematdo
un conjunto sean de numeiiaito implica sudistinguibilidad
(mas aun, incluso sdecidibilidad una condicibn mucho mas
fuerte, como veremos). Evidentemente se pasa or el
hecho de que estos elementos podrian seidemtificables
Mas tarde profundizaremos este concepto y mostesam
caso (no banal) de axiomas finitos y, sin embangodlistin-
guibles

Subrayamos que el criterio ddistinguibilidad del que
hemos hablado, es el resultado de una genéricandicn
gue convincente, “conclusibn metamatematica”. Hitole
pues, no tiene que interpretarla necesariamente conproce-
dimiento “mecanico”. En la tercera Parte del liprofundiza-
remos este argumento y lo que se quiere entendémgaani-
co”; ahi se comprendera por completo la razén da es
advertencia.

Naturalmente, las condiciones loieena definiciomequieren
caracteristicas oportunas para pasemisasdel Sistema. Mas
adelante las estudiaremos en relacion a los Sistel@sicos
definidos a continuacion.

1.6. El Calculo l6gico clasico

Los Sistemas axiomaticos formales considerados ladstra
son muy simples. En cada Disciplina matematicaabéstavan-
zada encontramos un lenguaje formal muy cercaoonatlral.
Si, por ejemplo, abrimos un libro de Geometrialanabs expre-
siones como: “si una recta es perpendicular aamoplcada pla-
no que la contiene es perpendicular a este pl&stas proposi-
ciones parecen poseer significado. En muchos tesrem
aparecen ulteriores conceptos que considerarenme&nteos,
como “y”, “0”, “na”, “existe” e “igual”. ¢ Qué ocua? ¢No se ha
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dicho que las expresiones matematicas estan psidalaignifi-
cado explicito?

Para empezar, la axiomatizaciéon formal de la gedanes
capaz de eliminar el significado de los términacta”, “pla-
no”, etc.., aunque normalmente estos términosgsa dlaman-
do asi para facilitar la comprension. En nuestimmer ejemplo
de Sistema axiomatico formal hemos visto como sedeu
axiomatizar con un solo simbolo la oracion “sentonces” (o
bien “implica”). También los conceptos “y”, “0”, i, “igual”,
“cada” y “existe” pueden ser axiomatizados. Trasdgoresa
inicial de este hecho, reconoceremos (en el sitpi@partado)
gue incluso son posibles axiomatizaciones difeggrada una
capaz de reflejar en parte el caracter semanticestiss con-
ceptos. La mas importante de éstas, tradicionabmestllama
Logica clasicay sera descrita a continuacion. Puesto que el ar-
gumento es fundamental, dado que seguidamenteasiuos
so6lo los Sistemas matematicos axiomatizados seglddica
clasica, la descripciéon en lineas generales quaita no pue-
de quedar totalmente desprovista de tecnicismoermibargo,
no es indispensable que el lector comprenda tasogddtalles.

En primer lugar, en Légica clasica, se restring&nebito de
las interpretaciones Dado un Sistema axiomatico formal, se
defineinterpretacion clasicauna correspondencia que asocia a
cada proposicion matematica del Sistema una afiémase-
mantica con valoverdaderoo falso una posibilidad excluyen-
do la otra, y por lo que si ésta tiene el valerdaderoentonces
la negadatiene el valorfalsoy viceversa. Aqui nos referimos a
una negacion de caracter semantico, admitiendacage afir-
macion semantica clasica tenga una negacion Uoicad en:
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“el gallo canta”, “el gallo no canta®) Estos dos principios se
[laman:del tercer excluidoy de no contradiccionUn modelo
clasico es, obviamente, una interpretacion clasica quigicger
los axiomas.

Sucesivamente, se axiomatizan los conceptos “ntd”y
(lamadosconectores logicgs mediante un Sistema axioma-
tico oportuno, denominad€&alculo clasico formal de los
enunciados En concreto, se introducen simbolos arbitrarios
para estos conceptos, mas otros (como las letrggsmiaas)
para las mismas proposiciones y los paréntesigs @gtimos
en realidad no son necesarios: su uso es solo Kupado.
Después se establecen cuatro axiomas oportunas)aslge-
glas gramaticales y dos reglas deductivas. Ahaga, binter-
pretando cada simbolo con el concepto semanticon&sp
neamente correspondiente y asumiendo que la ietaxqpén
seaclasicg se obtiene umodelo Haremos un solo ejemplo:
uno de los axiomas, &gmotX)o(YoX)” 8. Si lo interpretamos
con el semantico “no” pamot, “o también” (esto eson valor
no exclusivo) para, “(" y “)” como operadores que establecen
precedencia y consideramos’“e “Y’ como proposiciones ge-
néricas, asumiendo que la interpretacion sea elasitenemos
unaverdad De hecho, en tal caso, la proposicidkoB’ es
verdadera cuando al menos una de las dos proposséoy B
es verdadera, pudiendo ser también ambas verdaheras-
clusividad); esto es, queda excluido que ambasgrusdr fal-

" Se excluyen, naturalmente, expresiones como “jMits “juff!”,
“¢por qué haces esto?” que no son, en efedianaciones(con un valor
indiscutido de verdad) y no interesan a la Légica.

8 Para facilitar la lectura, evitaremos de utilizaracteres especiales
para los simbolos matematicos correspondiente®g “g’ y “0”, utili-
zando simplemente los cursivasot’, “€” (puesto que ¥y’ es normalmen-

te usada como variable) p™
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sas. Ahora, el primer miembro del axioma es prewsde fal-
so cuandoX es verdadero; pero cuandoes verdadero, el se-
gundo miembro,Y0X), es verdadero para cualquier valoryde
Luego el axioma siempre es verdadero. Una veribbcacomo
ésta puede realizarse para cada axioma y, dadopéén re-
conoceremos que las reglas deductivasceorectas, se tiene
la certeza de que se ha construido un lenguajenmasiten cuya
interpretacion espontanea es compatible con la ragraadel
lenguaje natural.

Las reglas gramaticales definen las proposicioaeseg ex-
plicitamente (por ejemplo en: “cada secuencia ttadalfabé-
ticas que comienza con mayusculas es una propogicdm-
plicitamente (como en: “#\ es una proposicion, tambi@otA
lo es”). Las dos reglas deductivas se llaman: deséatuciony
modus ponend.a primera funciona analogamente al ejemplo
visto anteriormente: afirma que en todos los axeos®puede
sustituir una letra mayudscula por una proposicigalquiera.
La segunda se ilustrara mas adelante.

Los demas conceptos, “y” e “implica” pueden codifse,
en el mismo Calculo clasico de los enunciados, ceimples
abreviacionego denotacionesde oportunas secuencias orde-
nadas de los simbolos introducidos; es decir, @ ng serian
ni siquiera necesarios, si bien en la practicarsoy Utiles®.

En concreto, AeB' es una abreviacion de6t((notAo(notB))”
y “Aimplica B” (o bien ‘A—B") de “(notA)oB".

Con la expresiérCalculo predicativo clasico formatiel

primer ordense entiende una ampliacién genérica del Calculo

° En base aMetateorema de correccidgue, sin embargo, discutiremos
s6lo en el apartado 11.2.

19°E| criterio descrito, debido a Russell y Whitehemal es el Gnico; se
puede empezar a axiomatizar dos cualesquiera deolueptos citados y
después definir los restantes por tramite de éstos.
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formal de los enunciados. En esto se introducenndesos
simbolos para los conceptos “existe” (tipicamelL8)‘y “ca-

da” (o bien “para todo”, tipicament(J”), denominadoguan-
tificadores l6gicos. Pero su aspecto fundamental es la intro-
duccidn de lasvariables y de los predicados Lo que se
pretende hacer, en concreto, es formalizar expresicomo:

“x es el padre dg¢’. Aqui conx ey entendemos simbolos que
variandentro de un conjunto prefijado de objetos, |laonaui-
versa La aclaracion metamatematica del universo oauras-

do se considera un modelo del Sistema. Indicamo$(qy)

la codificacion de la expresion antedicha; tal psy@on no
puede ser susceptible de un valor de vendadadero/falso,
porquex ey son indeterminados. La definicion de interpreta-
cion clasica se debe, pues, revisar: el vadydadero/falscse
exigira sélo por un subconjunto de las proposigotiamado

de losenunciadosque definiremos a continuacién (mientras en
el Calculo clasico de los enunciadpspposicionesy enuncia-
doscoinciden).P se llamapredicadg se subraya para recordar
gue debe ser seguido por dos variables para farepropo-
sicidn; el orden de las variablesBfx,y) es, en general, impor-
tante. También expresiones que incluyen predicambwsp por
ejemplo:P(x,y)—(x=y), se requiere que sean proposiciones; és-
tas se indicaran con una mayuscula sin subrayguidsede va-
riables, comaA(x,y) En general, un predicado puede tener un
namero finito arbitrario, mayor o igual a uno, deiables. Las
reglas gramaticales se generalizan consecuentempote
ejemplo se establece: “&i(x, X, ...%) €S una proposicion,
tambienx; A(4, X, ...%) |0 €s”; lo mismo se dispone p:La

™ Analogamente, resulta que uno cualquiera de Isscdantificadores
podria eliminarse en cuanto abreviacién de unagsiojn que contiene el
otro. No obstante, en la practica seria muy inc@meaghr uno solo.
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Para obtener losnunciadose pueden sustituir las variables
por determinados valores del universo (llamadasstantels
pero éste no es el tnico modo. Por ejemplo, lanafiron “para
cadax existe uny tal quex es el padre dg¢’ (esto es “cada ob-
jeto es padre de otro objeto”) es susceptible deak(y edal-
saen muchos universos). Por lo tanto, si una vagiahlprece-
dida por los simbolc o [, es como si estuviese determinada
por la asignacion de una constante; en tal casdicge de
hecho,aparente Libre, de otra manera. En definitiva, una pro-
posicion con variables libres puede convertirseeeanciado
sustituyendo las variables por constantes y/o hedolasapa-
rentesmediante los cuantificadores l6gicos.

Formalmente, la definicion implicita tanto de lesutifica-
dores logicos, como de las proposiciones con Vasay por
consiguiente de los predicados), se realiza mediaeglas
gramaticales oportunas, la introduccion de dos osiexio-
mas, la generalizacion de las reglas deductivasiargs y dos
nuevas reglas deductivas. Citamos solamente ainaxio

Ox A(X)— A(a)
donde la generalizacion de la regla deductiva dgitsaion
permite sustituiA(x) por cualquier proposicién con variable li-
bre x (no necesariamente la Unic#)a) indica el enunciado
obtenido sustituyends por la constanted’. Las dos nuevas
reglas deductivas se llaman gheticularizacion

de B(X)»A se deduce [x (B(x)}—>A)

y degeneralizacion
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de A—B(x) se deduce -Aldx B(x) yviceversa

siendoA una proposicién cualquiera que no conti@nemo
variable libre. Esta ultima regla implica que cuargh un
axioma o en un teorema aparecen variables libsts,“kber-
tad” es ficticia, en cuanto la expresion es eqent a otra que
emplea [Ox” para cada variable libre. Como consecuencia,
axiomas y teoremas resultan siem@neinciadoses decir, sus-
ceptibles de verdad (y, en particular, como sabenelzen ser
verdaderos en cada modelo, para definicion de rapdel
Naturalmente, para llevar a cabo la definicioriadepredi-

cados que se entienden usar en la Teoria, habraiguak co-
mo axiomas aquellas oportunas condiciones quedEcteri-
zan.

Las reglas ahora citadas definen el uso de lostieado-
res logicos en relacion a las variables. Se quieo&r que des-
pués de[l o C debe haberse siempre una variable, esto es, ur
elemento genérico del universo; tales expresioedsismiande
primer orden Por esto el Célculo predicativo descrito se de-
nominade primer ordenParaexpresiones de segundo orgden
se entienden aquellas en las cuales los cuantifieacse usan
en relacion a los predicados, como «dP(x3, %, ... %)” O
“CP(X1, %, ... %)". Una expresion de segundo orden interpre-
tada podria ser: “cada relacion que existe ensredetas y s,
existe también entre las rectag t” o bien “existe una propie-
dad tal que cada numero par no la verifica”. Nabeate, no
hay limites a este tipo de complejidacEn principio, no hay

12 En eltercer orden se puede cuantificar sobre los objetos del &0,
P(Xy, ... %)), llamadossuper-predicadgsdondex, x,... % son variables y
P(X4,... %) €s un predicado. Un ejemplo semantico podrid'lsampropiedad
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nada de extraordinario en admitir la posibilidadpdeposicio-
nes de orden sucesivo al primero para el Sistemmaafp la
Unica advertencia — que en cualquier caso valeiéangara el
primer orden — es de no interpretar semanticamestsimbo-
los, pena el no respeto defétemalidad Por ejemplo, si al con-
junto de los axiomas de un Sistema de primer oetgunta-
semos un solo axioma que utiliza la expresio OR(x, X, ...
Xn)...", convirtiéndose asi el Sistema en una Teagigaundo
orden, seria incorrecto (es decir, en contrastdaoprincipios
de la axioméatica formal) deducir un teorema sugitaoP(x,,

X2, ... %) POr un cierto predicad®(xi1, %, ... %). En efecto, la
secuencia “.00P(...” permanece sin significado hasta que una
regla o un axioma sucesivo no explique en conaeteoo debe
operarse sintacticamente a partir de ella. Faltasti® instruc-
cion, la sustitucion d€ por P obedeceria a una interpretacion
semantica del simbolJ, en desacuerdo con la formalidad.
Todo esto, por otra parte, también vale en el Galicumal del
primer orden: aqui, de hecho, se tiene que obedeaaraxio-
ma preciso (aquel ante citado) para deducir arpietproposi-
ciones que contengan [x....".

De todas formas, expresiones de orden superiorirabm
estan generalmente ausentes en las Disciplinasmatitas
comunes; de hecho, veremos que el primer ordeofieseste
para todas las exigencias expresivas respetuodasfai@nali-
dad (consecuencia del teorema de Lindstrom, apahtdd).

Repetimos que hemos descrito una ampliacion gendst
Célculo de los enunciados: un particular Célculedmativo

por la que, dadas tres rectasy t se tiene que cada relacién que hay entre
las rectas y s la hay también entre las rectag t, existe siempre, Syt

son paralelas”. Naturalmente, se puede aumentaimeéro de orden al in-
finito.
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clasico formal de primer orden se obtendra defuovempor
completo los predicados que utiliza; para hacer, est el Sis-
tema especifico se adjuntaran los axiomas queteazn di-
chos predicados, aunque éstos deben satisfaceprsieamos
dos precedentes generales. Un Sistema muy basa@€éaku-

lo predicativo clasico del primer orden con iguattlan el que
se introduce lagualdad como un predicado a dos variables,
caracterizado por la satisfaccion de algunos axsprde los
cuales solo citamo:[Jx(x=x). Normalmente se acuerda, preci-
samente, utilizar el caracter especial “=" en veaida mayus-
cula subrayada, escribiendg=Y”, en lugar de £(x,y)". Otros
ejemplos de predicados, introducidos en diversade®@as
axiomaticos, son: paralelismo, ortogonalidad (anmdbades va-
riables), paridad (a una variable), relacion “mayoe” (simbo-

lo “>", a dos variables), etc..

Con esto terminamos nuestro analisis de la Lod@sioa.
Es evidente que en el proceso de axiomatizaciéneme codi-
ficado todo el significado, en sentido generalcdalquiera de
los conceptos semanticos discutidos, sino solossy llameé-
moslo técnico, en el seno de un ambito matemagisiimgido.
Por ejemplo, citamos la regla deductivameldus ponensDe
“A—B" y “A” se deduce B"». Aqui “y’ y “se deduce” son
bien diferentes de los simbolos matematiogisy*“ —" ante-
riormente citados. De hecho éstos no tienen ah@aledecer
a los axiomas del Calculo clasico, sino poseer laepler se-
mantico insustituible que nos permite “sacar” ungppsicion
nueva, el teoremaB®, a partir de las dos proposiciones
“A—B"y “A’. Efectivamente, hemos ya aclarado que una regla
deductiva no puede carecer de caracter semantico.

Con la expresiorsistema axiomatico predicativo clasiao
concisamente brev@istema clasicoentenderemos un Sistema
constituido por un particular Célculo predicativasico formal
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del primer orden (con su fila oportuna de predisdw@s otros
axiomas y reglas propiasobre las quao hacemos ninguna
hipétesis especific&ste Sistema podria, por lo tanto, incorpo-
rar expresionede cualquier orderentre los axiomas y/o hacer
uso de las reglas deductivas mas complejas, irzclaighosibi-
lidad de no respetar la formalidad: el Sistemaa miducir los
teoremas, podria exigir un significado no elimieaphra sus
proposiciones. De hecho, mas adelante descubrirgme$en-
dremos que “hacer las cuentas” también con Sistefaagkos
no formales.

Por otra parte, casi todas las ordinarias, infoesiaDis-
ciplinas matematicas pueden ser reconducidas a&nSast
clasicos formales, dotados del traje axiomaticoesio en el
cual todas las afirmaciones, comprendidos los teasg se
reducen a secuencias de simbolos sin significaghioito.
Es obvio que estamos satisfechos de la mesibilidad 16-
gica de este proceso. Hacerlo en la practica implicamiao-
lo reducir en simbolos los entes propios de la iBe(@omo
las rectas, los planos, etc.., en el caso de lan@&@a) sino
también, como se ha visto, afladir a ptEmisaspropias(es
decir, aquellas que, en el caso de la Geometrghyyian solo
las rectas, el paralelismo, etc..), todos los as®m reglas
del Calculo predicativo clasico formal del primeden so-
bre el cual el Sistema se funda. Se obtendria @oaid ma-
tematica terriblemente (e inatiimente) complicadan@m-
prensible, porque semanticamente accesible sdlavaéd de
sus reglas gramaticales y deductivas. Por eso rseesato
renunciar, en la practica, a la “vision semantieapontanea
de entes, propiedades, conectores y cuantificademesin-
guna Disciplina matematica bastante avanzada; auégu
tos, en la sistematizacion axiomética formal deTé&oria,
semanticos no son.
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1.7. Consistencia y completitud sintactica

Para introducir algunas propiedades fundamentades @l
Sistema axiomético, nos serviremos del mismo Sestario-
matico definido en el tercer apartado. Esto es:

[simbolos]0 1 x = +

[regla gramaticaluna proposicion se constituye Unica y
exclusivamente con cualquier secuencia ordenaddrdbo-
los tales que:

a) Debe encontrarse uno y sélo un simbolo “=".

b) Los simbolos “+"y “=" deben estar siempre prece-
didos y seguidos por otro simbolo distinto a “+” 0

[axiomas] X=X X+0=x

[regla de deduccionlin teorema se obtiene Unica y ex-
clusivamente sustituyendo en un axioma el simbalp “
dondequiera que aparezca, por una misma secuemdia 0
nada arbitraria de los simbolos “0Y “1”.

Para este Sistema matematico, definimos (en un wedo-
tentono clasicopara una cuestion de generalidadhégacion
(o negadd de un teorema: la proposicion obtenida cambiando
su simbolo inicial: si es “1” se sustituira por ‘P’si es “0” por
“1”. Las negaciones de los teoremas “01=01" y “106%00”,
son entonces: “11=01" y “000+0=100".

Puesto que cada teorema comienza con “0” o “15texina
Unica negacion para cada teorema. Para los axi@nasam-
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bio, (que, recordamos, no son teoremas) la negaci@sta de-
finida. Pero esta circunstancia (no clasica, coeumocere-
mos), no debe infundir sospechas: no es que ursecoencia
de la sencillez de nuestro ejempilo.

Un Sistema matematico se dioensistenteaespecto a la re-
lacion de negacion introducida, si la negacion attadeorema
no es un teorema. Para nuestro Sistema, concluremy fa-
cilmente la consistencia respecto a la negacigondaotida. La
metademostracion de tal metateorema puede segu&rsie.
Considérese un teorema arbitrario; bien si éstdeseice del
primer o del segundo axioma, tendra los simbolusales de
ambos miembros (esto es, de cada parte a la dezdehaier-
da de “=") iguales. Por lo tanto, su negaciéon &slta diversos
y, por ello, no podra ser un teorema.

La coexistencia de una proposicién y su negado demo
remas, se defineontradiccion Luego consistenciasignifica
ausencia de contradicciones.

Por lo visto, la consistencia es una propiedadsiita que
depende de la definicion de negacion; desde esti® jole Vvis-
ta, claramente, no puede tener ningun caracteriti\pw's o
“conveniente”. En el proximo apartado, en cambieremos
los efectos indeseables, desde un punto de vigteewlogi-
co, que produce lmconsistencieen una Teoria axiomatizada
segun la Logica clasica.

Diremos que un enunciado ieslecidiblesi ni éste ni su ne-
gado son teoremas. Un Sistema en el que no exsterciados
indecidibles se dicesintacticamente completo, brevemente,
completo

Resumiendo: en un Sisteroampleto para cada enunciado,
éste 0 su negado es un teorema. No olvidemos tpe defini-
ciones, para ser sensatas, deben concernir s@®eamdincia-
dos es decir, las proposiciones susceptibles de destaefec-
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to, si una proposicion no es susceptible de vendiaglsta ni la
negada podran jamas ser teoremas: jentonces, cstéan&
gue pueda formular proposiciones con variablegdilseria in-
completo!

Nuestro Sistema axiomatico tiene infinitos enuncsanhde-
cidibles y, por lo tanto, no es completo. Por ejenmo se pue-
den decidir “001+01+10=0+101" ni “1011=0010". Eimpero,
en efecto, contiene tres simbolos “+” y por congigie no
puede ser un teorema; lo mismo vale para su neghdegun-
do no es un teorema, ni lo es su negado “por cudphtltimo
simbolo.

¢ Por qué estas definiciones? Saber si un Sistetean@iEco
es completo o no es muy importante en fines prEtiblor-
malmente, con el objetivo de aumentar el conjurdod teo-
remas, las Teorias mateméticas evolucionan intieddo
nuevos axiomas; si la Teoria es completa y se deseansis-
tencia,este proceso resultaria del todo inutil, en la megolas
hipétesis. De hecho, en un Sistema completo cadace&do
gue no es un teorema es el negado de un teoremia; famto,
si la adicion de un nuevo axioma aumentase reaérenton-
junto de los teoremas, se formaria un Sistema gistamte, en
el caso de que originariamente fuese consisteoteloRanto,
Si se quiere conservar la consistencia, el axiofnaaido debe
de ser estéril, es decir inatil. Ademas, un Sisteamapleto po-
see otras agradables propiedades epistemologieasegala-
remos mas adelante.

Por otra parte, en un Sistema incompleto, axioradtizse-
gun la Légica clasica, sabemos como hacer paraiamngh
peligro de inconsistencia el conjunto de los te@&mafadir un
enunciadandecidible (o su negado) como axioma. Lo justifi-
caremos pronto.

41



1.8. Las implicaciones de la Légica clasica

A continuacion nos concentraremos en el estudiagipro-
piedades de los Sistemas clasicos. En particuiames intere-
sados en la busqueda de modelos clasicos (adenmrastos)
para el Sistema; por brevedad, cuando en el fuligamos
modelonos referiremos siempre a orodelo clasicoPor ello
es fundamental comprender las consecuencias ns@eiden-
tes de la Légica clasica.

Por regla comun, esta Logica se considera la nraslisey
espontanea para un lenguaje como el matematicensargo,
no se puede negar que, al menos en parte, esebaeada cos-
tumbre, al hecho de que ésta haya estado siengste yodavia
tacitamente supuesta en toda ordinaria Discipliaéematica:
las Teorias basadas en légicas alternativas pecsanesoli-
tas. Para empezar, mostraremos como no todasnasargen-
cias de los axiomas y reglas del Calculo logicsicta sean
semanticamente tan “indiscutibles”.

La cuestion puede ilustrarse bien observando ladbza-
cion de ‘A implica B (desde ahora siempré“>B”), que, co-
mo hemos dicho, se define como abreviacion (@etA)oB.
Vemos las razones que, en base a la Logica clasinducen a
esta posicion.

Consideremos la afirmacioi€) “Si hay gatos 4), no hay
ratones B)”; ¢ cuando ser@ verdadera o falsa en Logica clasi-
ca? Dos casos son obvios: 1Ases verdadera B es verdade-
ra, entonce€ es verdadera; 2) éi es verdadera B es falsa,
entonce es falsa. Quedan otros dos casos, en losAges
falsa yB puede ser verdadera o falsa. Pero si no hay datos,
fraseC, y propio desde un punto de vista semantico, e ha
alguna imposicion: no dice nada acerca de la pcesenau-
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sencia de ratones. Asignar necesariamente un daleerdad a
los dos casos restantes es, por lo tanto, indutiable forza-
do, pero es lo que se debe hacer en Ldgica clpsicau mis-
ma definicion. Se podria considerar que, en el dordtamos
totalmente libres de asignar estos dos valorestasgo el va-
lor semantico “implica”; pero el peligro es que>* pueda co-
incidir con otros conceptos diferentes que tamljgéaremos
usar. Comenzamos por asignarl€ dfalso” en ambos casos
(véase la siguiente tabla); esto comporta gué€ $ea idéntico
a “e”. De hechoC resultaria verdadera si y solo si, taAtgo-
mo B son verdaderas; entonces “si hay gatos no hapesito
seria equivalente a “hay gatos y no hay ratones’vabien.

A B C (prueba de  C (prueba de | C (prueba de C (prueba de
A—B) A—B) A—B) A—B)
VAR \Y; \Y \Y \Y
vV F F F F F
FlV F F \Y \Y
F | F F \Y F \Y
“—"idéntico | “—"idéntico | “A—B” idén-
a“e” a“e” tico a “B” ok

Axiomatizacion de A—B en Ldgica clasica

Probemos a asignar a los dos casos, ordenados lsein
bla, respectivamente el valor falso y verdaderasuRaria que
si fuese verdadero que “si hay gatos no hay ratpeatonces
necesariamente habria ratones dondequiera no béys. ¢e-
ro (por suerte) con independencia de la verda@ (tue exa-
gera un poco las capacidades felinas), existers otré@odos
de desratizaciéon. En efecto, se ha plasmadbcomo idénti-
co a “implica y co-implica” (o bien “si y sélo si"tuya nota-
cion, “A—B”, se puede introducir formalmente como abrevia-
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cion de (A—B)e(B—A)". Finalmente, asignando a los dos ca-
Sos, respectivamente, verdadero y falso, se ddtie—B” el
mismo valor de verdad d& Esto es, “si hay gatos no hay ra-
tones” equivaldria a “no hay ratones”.

He aqui porque, por exclusion, se asume la Ultiosibpi-
dad; en esa,A—B" se verifica siempre cuanddes falsa (esto
es, si no hay gatos) YAW~B” equivale a {notA)oB, como se
anticipaba. Consecuentemente sucede quegesi un enuncia-
do falso yB un enunciado cualquiera A*B" siempre es ver-
dadero! El forzamiento es bastante evidente peladesiable
gue, por lo visto, ésta es la solucidon que mejepeta el térmi-
no semantico “implica”.

Veamos ahora las dramaticas repercusiones de @st® la
cuestion de la inconsistencia. Por supuesto, etichddasica,
la negacién de una proposicion se define medidnéérdolo
“not’ del Calculo clasico del que se ha hablado erpaftado
l.6. Supongamos que en el Sistema clasico arlmtBagxista
una contradiccion: sea” un enunciado tal que tant&\" co-
mo “notA’ son teoremas d8 Entonces, sMl es un modelo co-
rrecto cualquiera d§&, las interpretaciones tanto da"“como
de ‘notA’ serian verdaderas évi. Pero, por las caracteristicas
de “not’, la interpretacion derfotA’ es la negacién semantica
de la interpretacion deA”: por lo tanto, resulta violado el prin-
cipio de no contradicciovl no puede ser un modelo clasico.

La primera conclusién que evidenciamos para loge®i&s
clasicos es, por consiguiente, que la existenciardenodelo
correcto implica la consistencia. En segundo lumgesr pregun-
tariamos si es posible “corregir” el Sistema eroade incon-
sistencia: si la inconsistencia se debe sél&@’a“a otros pocos
enunciados, se podria pensar en “ajustar” las apgagduso en
tolerar alguna contradiccion. Por ejemplo, en eglaje ordi-
nario la proposicion “esta afirmacion es falsa’cestradicto-
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ria, como el lector podra reconocer: no se le pusignar un
valor verdadero/falso respectando ambos princigeotoda in-
terpretacion clasica. Pero se trata de una exaepeify rara y
peculiar. Y, normalmente, la gente no se abstieneathlar pa-
ra no incurrir en otras paradofas

Sin embargo, a causa de la peculiaridaghgica, en ambi-
to matemético es absolutamente diferente. En efectd Sis-
tema demuestra un enunciado fald€, “puesto que, como
hemos visto, F—B” es verdadero sea cual sea el enunciado
“B”, se puede aplicar la regla delodus ponens«de ‘F’ y
“F—B” se deduce B"», obteniendo B” como teorem¥. Por
lo tanto, jcada enunciado es un teorema! He agqudrisecuen-
cia sintactica radical de la inconsistencia clasigai, por

13 En este libro utilizaremos el térmiparadoja para indicar una afir-
macion contradictoria, absurda desde el punto sk vhetamatematico (y,
por lo tanto que se debe evitar). Algunos conviemerlamarantinomias
las absurdidades realmente irresolublepayadojas aquellas evitables.
Aunque, sin duda, esto es mas refinado, no haysigaze de asignar un
nombre especial a las afirmaciones que parecerrdasspero no lo son.
Por lo tanto, hablaremos solo de las primeras,dfatulas, sin embargo,
con el nombre histéricamente mas usado: precisa&penadojas Retorna-
remos sobre ellas en el apartado 11.13.

4 Hemos utilizado el concepto de verdad para siioplifbastante la
demostracion; en realidad™ se deberia deducir de modo puramente for-
mal. Aqui la demostracion correcta en el Célculasicb de Russell-
Whitehead. Supongamos quéd’“y “notA’ sean teoremas. Del axioma
“(notX)o(YoX’, rescrito como X - (YoX), mediante la regla deductiva de
sustitucionse deduce el teoremgnbdtA)- (Bo(notA)), donde B” es un
enunciado cualquiera. Ponodus ponensleducimos entonces el teorema
“Bo(notAjJ. Ahora el axioma (XoY)- (YoX}, permite de deducir, por tra-
mite desustituciony modus ponensl teorema (hotA)oB que es la abre-
viacion de A B". Por ultimo, de nuevanodus ponenpara deducir el teo-
rema ‘B” a partir del teoremaA”.
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ejemplo, “2+2=5" implica sintacticamente cualqu&runcia-

do, como: “7=7", “7=113", “todos los numeros natesason
impares”, “no todos los numeros naturales son isgjaretc..

En cada Teoria matematica clasica donde se hagahiedo

una sola contradiccion, se puede demostrar todacgrdrario

de todo: cualquier otro enunciado es contradictdtimes sim-
plemente que la Teoria no admita algin modelo ctrges
gueningun enunciado de la Teoria puede interpretarsand-

do clasicd Realmente, semejante Teoria clasica no tendria
ninguna utilidad, sea formal o no.

Como hemos sefialado, se han propuesto otros tepbas-d
gica para obviar a este radicalismo de la Légiéasich: con
tres valores de verdad (verdadero, posible, fatsm),la impo-
sicion de un método efectivo para concluir la vdfiddsedad
(Logica intuicionista) o revisando la definicion gmia de los
conectores logicos (Légica lineal). Alun se considaalternati-
vas insdlitas, pero es posible que esto cambiadaturo.

Desde un punto de vista sintactico, por otra padedjay ra-
zones para considerar en algun sentido irregulaSistema
clasico inconsistente. Si la gramatica y la dedurcde los teo-
remas respetan las reglas establecidas, no puéée magun
otro defecto estructural en el Sistema; y de helzheyentual
desagradable sorpresa de descubrir que la Teolfc@ssis-
tente, no invalidaria la correccion de las deduwsohechas
hasta ahora (jdado que todos los enunciados soentas!),
aunque revelaria que hemos perdido totalmente nouiBstnpo
desde el punto de vista epistemolédgico. En estédsera
misma deduccién de la contradiccion, también ctargoo se-
ria desde luego indtil! La Unica posibilidad deoeldbgico po-
dria surgir cuando una regla de deduccidon supcagamsis-
tencia para generar algunos teoremas. Mencionar I[e
consistencia (o la inconsistencia) del Sistemarenregla de-
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ductiva obedeceria a un criterio circular: la cstesicia, que
depende de las reglas deductivas, jdependeriavazsde la
consistencia! Aunque, como veremos mas adelantetéaip
[1.13), la circularidad no implica necesariamenswadidad en
metamatematica, en un caso similar se necesitard@gumen-
to metamatematico previo que descarte la posiblilak incu-
rrir en paradojas. De todas formas, el caso es alodfnunca
utilizado en las Disciplinas comunes). Excluyenpioes, este
caso peculiar, podemos afirmar que la inconsistéenacirepre-
senta nunca un error légico-sintactico. Luego, taleTeoria
sea absolutamente inutil es un hecho indudable, genatura-
leza distinta, que soOlo concierne al aspecto sectarngrecisa-
mente el hecho de que los enunciados no puedepriti@rse
sensatamente.

El reconocimiento de la existencia de incluso uicajrarbi-
trario, enunciado no demostrable, es decir queusag ser un
teorema, es suficiente para poder atestiguar laistencia de
un Sistema clasico; puesto que esta condicion &rds nece-
saria para la consistencia, en definitiva es edgine a ella.
Por ejemplo, cada Sistema clasico incompleto esaoiente
consistente, porque un enunciado indecidible suposesnun-
ciados que no son teoremas: éste y el negado.r&s t@rmi-
nos, un Sistema inconsistente siempre es completo.

Otra propiedad “extrafia” de todo Sistema clasicques si
T es un teorema, entonce¥—-T" es un teorema, cualquiera
gue sea el enunciadd™ Esto procede del axioma*>(YoX)
0 bien ‘X—(notY—X)", para cada pareja de enunciadds &
“Y”. Dado que Y’ es arbitrario, es lo mismo escribir el axioma
como X—(Y—X)". Ahora, si ‘X" es un teorema,Y—X" se
concluye pomodus ponens

Un teorema clasico que parecera bastante obvio (e
demostracion no es nada breve, en el Sistema deelRus
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Whitehead) es A—A”, valido para cualquier enunciad@\™
De aqui sigue la propiedad fundamental que, en Sa&tama
clasico, cada axioma también es teorema: es sutkcaplicar
el modus ponena partir del axiomaA".

El metateorema de deduccién, valido para los Sesterta-
sicos, aungue en principio No necesario, es muypata sim-
plificar demostraciones de otro modo larguisima&nfa que
demostrar una implicacion comé--B” es equivalente a de-
mostrar B” en el Sistema que se obtiene afiadiendo al Sistems
inicial el axioma A”. En efecto en cada Teoria clasica, cuando
se intenta demostrar una tesis, las hipétesisasentrexacta-
mente como si fuesen axiomas. Daremos sélo unéigaston
intuitiva del metateorema, puesto que su metadeanidh
(que el lector puede encontrar en un libro ordode Logica)
no es tan breve. Para empezar AsHB” es un teorema, es tri-
vial que un Sistema que pose&¥ ‘tomo axioma tenga también
“B” como teorema: sigue deodus poneng/iceversa, se&'el
Sistema obtenido dgafiadiendo el axioma\” y supongamos
que enS', “B” sea un teorema,; la tesis es qé4esB” es un teo-
rema del Sistem& Si “B” es un teorema d§ cada enunciado
de Simplica “B” y por lo tanto, tambiénA—B” es un teorema
deS Si “B” no es un teorema d& entonces e’ “B” puede
derivar s6lo gracias al axioma&\". Esto sugiere, justamente,
gue ‘A—B” sea teorema d8 (como realmente concluye la me-
tademostracion correcta).

[.9. Sistemas clasicobien definidos

Discutamos ahora las implicaciones délena definicion
sobre lagpremisasde un Sistema clasico cualquiera. El punto
de partida es la suposicién que cualquier Calcubalipativo
clasico formal del primer orden sb&n definidg este hecho
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debe aceptarse como intuitivo o, si se prefierecpavencion.
En rigor, por ejemplo, jno es incuestionable qumedius po-
nenssea una regla deductiva clara y sin ambigliedade®i-
bargo nos parece oportuno profundizar mas tarde asgfu-
mento (apartado 11.13). Continuamos con mostrar sjuan
Sistema clasico cualquieralaen definidg entonces el conjun-
to de sus axiomas elsstinguible Por absurdo, seéa un enun-
ciado que ningun razonamiento metamatematico peede
cluir ni excluir que sea un axioma. Consideremdsreres el
siguiente razonamiento: “del axiorkay del teorem&—E se
deduce qué& es un teorema”; éste utiliza correctamentae!
dus poneng, como se ha visto, no se engafa afirmando que
E—E es un teorema. Por lo tanto, resulta incorrectossilo si
E no es un axioma; pero, dado que no es posiblduwioncex-
cluir esta dltima cosa, tampoco es posible condwesmentir
Su correccion, 0 sea si es 0 no es una demostrdei&nPero
esto es absurdo: viola tastinguibilidadde las demostraciones
incluida en la hipotesis dmiena definiciordel Sistema.
Recordemos que un Sistema clasico posee, en gepexal
misas propias que se suman a las del Célculo prtedicclasi-
co formal del primer orden sobre el cual se basen@caso
particular (muy importante, como veremos), hay dguen lo
gue el Sistema no afiade ninguna regla nueva, magical ni
deductiva, sino sélo axiomas propios. Metademosiseque,
en este caso, listinguibilidad de los axiomas también es su-
ficiente para concluir lduena definiciordel Sistema. Usare-
mos el hecho de que cualquier demostracion de arerte
siempre se puede extender de modo que al final redgy@ncia
solamente a axiomas, reglas deductivas y al erdmcdamos-
trado (esto es, el teorema final). Queremos des# & una
demostracion, para deducir el teorefmanvolucra cierto otro
teoremaS, siempre se puede desarrollar incluyendo la demos-
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tracion deS. Haciéndolo con todos los teoremas citados, se ob-
tendra asi una demostracion (quizas larguisimaysgleemen-
ciona axiomas y reglas deductivas, ademas de lalusion.
De no ser asi, entonces tales deducciones no darivanica-
mente de los axiomas y de las reglas, como debenseada
Sistema axiomatico. Una demostracion de tal foranHaima-
remos brevementextensa para simplificar nuestra metade-
mostracion estableceremos, pues, de considerar lemyitionas
s6lo a las demostracionegtensagesta convencion, claramen-
te, descartara deducciones consideradas normalicemnie ca-
balmente correctas pero, como hemos aclarado, riende
realmente ninguna).

Empecemos con el observar que, ya que el conjuniod
enunciados permanece aquel definido por el Calorddicati-
vo clasico formal de primer orden, éstedestinguible por la
hipdtesis debuena definicibnde éste ultimo. De esta misma
hipétesis sigue también que es posible distingaitacrazona-
miento que hace un uso correcto de las cuatrogeglductivas
clasicas. Entonces, todos aquellos que no entrastarcatego-
ria pueden excluirse de ser demostraciones. Coagids,
luego, un arbitrario razonamiento de la antedictagoria que
deduce un cierto enunciad® mencionando un namero finito
de enunciadok;, E,,... E,. Por nuestra convencion de limitar-
nos a las demostracionestensasC sera efectivamente un teo-
rema, o bien el razonamiento una demostracionséig si to-
dos los enunciadds;, E,... B, son axiomas de la Teoria. Por
lo tanto, siendo los axiomatistinguibles también podremos
siempre distinguir si este razonamiento es una dgawon, o
gue implica ladistinguibilidad de las demostraciones. Por ul-
timo, cada teorema tiene al menos una demostradén.
hecho, cada teorema debe derivar, por definicidan, lps
axiomas Yy reglas deductivas; siendo los primeissnguibles
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son las segundas que, razonando por absurdo, iao $erdu-
cibles sin malentendidos en el lenguaje de las deamones.
Pero esto viola la hipétesis daena definiciorpara el Calculo
predicativo clasico formal del primer orden sobve gl Siste-
ma se asienta. Esto completa la metademostraciérelq8is-
tema esté®ien definido

En general, sin embargo, el hecho de que los as@m®main
Sistema clasico seatfistinguibles no es suficiente para garan-
tizar subuena definicibnnada prohibe que las reglas propias
del Sistema posean cierto grado de ambigiiedadoguepida.
Més adelante veremos un ejemplo no trivial de este.

[.10. Demostraciones por absurdo

El moderno asentamiento axiomatico de los Sistemeas
tematicos clasicos exige una revision, importanesdd el
punto de vista logico, de las famosas “demostrasqor ab-
surdo” o “indirectas”. En la escuela primaria (dengor su-
puesto, no se adopta la axiomatica formal) éstastismlucen
aproximadamente asi: «queriendo demostrar el eadoci
“A’, se suponga la verdad dedtA’. A partir del Sistema que
se obtiene afiadiendmdtA’ a los axiomas, se deduce una
contradiccion: o bienA”, o la negacion de un teorema; por
eso ‘notA’ no puede ser verdadero, entonces sera fals§g'y “
verdaderox». No han faltado criticas, en el pasadsta técni-
ca demostrativa. Los “acusadores” sostenian qudeaie a
un criterio deductivo realmente nuevo (a una regleva, di-
riamos ahora), inicialmente no admitido. Los “dsf@es”
pensaban que no. Otros, en una posicion intermediateni-
an que las demostraciones directas, cuando exisgiam
“preferibles” a las indirectas. En la ambigiedadideSistema
no axiomatizado, la disputa no puede resolverselagen-

51



temente.

Examinando superficialmente el razonamiento codplé
ca de la axiomatica formal, se diria que utiliza@hcepto de
verdad y presupone que el Sistema sea consistemdedo
descarta la situacion “absurda” de una contradmci®i fuese
asi, éste obedeceria realmente a un criterio dedunievo y
ademas peligroso, por lo que se ha observado epagtado
1.8. Por suerte, no es verdaderamente asi. Desgeinto de
vista meramente sintactico, en efecto, en basestdteorema
de deduccion, lo que en una demostracion “por doSuse
hace, es deducir el teoremA”“a partir del teorema(ho-
tA)—A” o bien del teorema(hotA)—(notT), siendo T” un
teorema cualquiera. Y bien, esto es legitimo em ldakas re-
glas deductivas clasicas; es decir, no obedecaguma regla
deductiva nueva.

Presentaremos, por amor de completitud, la entedad
cién correcta, avisando al lector que puede saltaginquila-
mente sin ningun tipo de problema para los arguosefutu-
ros. Utilizaremos el axioma:(X—Y)—((ZoX)—(ZoY)) vy el
teorema (not(notX)}»X"*°, valido para cada enunciad™
cuya demostracion es bastante larga en el Caldasice de
Russell-Whitehead.

Se quiere, pues, obtener como teorerAg ‘a partir del
teorema (notA)-»A” (primer caso) o bien del teoreménb-
tA)—(notT), donde T” es un teorema cualquiera (segundo
caso). En el primer caso, utilizando el axioma @anite con
“not(notA) en lugar de X’ y “A” substituido tanto aY” co-
mo a ‘Z", se obtiene:

15 En realidad se tiene la equivalencfadt(notX))- X", en armonia con
el concepto semantico que dos negaciones son égputiea a afirmar. Pero
a nosotros so6lo nos interesa un sentido.
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(not(notA}»A)—((Ao(not(notA))}»(AoA))

Ya que el primer término un teorema, poodus ponens
obtenemos como teorem#&Ab(not(notA))y»(AoA). Ahora,
el teorema de premisa es una abreviacion(det(notA))oA.
Utilizando el axioma (XoY)—(YoX) y de nuevomodus po-
nens deducimos el teorema\b(not(notA)). Luego, aplicando
otra vezmodus ponensbtenemos el teorem#@AJA’. Por fin el
axioma ‘(AoA)—-A", permite deducir el teoremaA™ por modus
ponens En el segundo caso, el teorema de premisa ealnea
viacion de {not(notA))o(notT) de la que puede obtenerse, en el
modo visto, también el teoremdgndtT)o(not(notA)) o sea
“T—(not(notA)). Mediante modus ponense obtiene, por lo
tanto, el teoremarfot(notA). Finalmente, utilizamos el teorema
“not(notA}»A” para deducir A” con modus ponens

He aqui quitado todo lo arcdfien este tipo de demostra-
ciones, llamadas y realizadas habitualmente deaancorrec-
ta desde el punto de vista de la axiomatica forfstias, en el
riguroso asentamiento axiomatico, no tienen ningaracter
peculiar o “indirecto” (jqué solo existen demosiwaes “di-
rectas™): no utilizan el concepto de verdad, nespponen la
consistencia y no responden a criterios deductivevos. No
obstante, hemos aclarado que el método tradicienadgque
irregular en la forma, conduce a deducciones hag#i

En un ambito metamatematico, sin embargo, lasdi@ti-
les demostraciones por absurdo no precisan ningardée co-
rreccion. Como se ha visto, en Ldgica clasica senas el
principio de no contradiccion y del tercer exclujplara cual-

% He leido en laweh “en edad escolar, tuve dos choques: como se
hacen los nifios y las demostraciones por absurdo”.

53



quier interpretacion de las proposiciones de uteBia axio-
matico. Parece entonces del todo oportuno que @siosi-

pios se extiendan al resto de la metamateméatiparylo tan-
to, al lenguaje de una metademostracion. Por otdep
incluso desde el punto de vista del “saber com@hd®prin-
cipios parecen del todo naturales, aun con losctiefendica-
dos en el octavo apartado. Y bien, las tradiciahdkEmostra-
ciones por absurdo obedecen a estos dos princignosy se
reconoce inmediatamente. Se puede pues afirmarequena
metademostracion por absurdo, a diferencia de enwsltra-
cion “por absurdo”, se utiliza realmente la técrieadescar-
tar una contradiccion semantica (como, por ejemgbmtra-
decir una suposicion hecha); lo que significa, ahet,

suponer consistencia en los razonamientos de lamagema-
tica.

Resumiendo, la técnica demostrativa tradicionalgbsurdo
funciona tanto en ambito metamatemético como madiema
con la puntualizacion de que en el segundo cascdésieria (y
en todo caso puede) ser correcta formalmente, tdinau el
concepto de verdad u otras hipoétesis que limitageteeralidad
del Sistema.

Terminamos el apartado reconociendo que, como Isia ha
anunciado, la adicion de un enunciaddecidibleo de su ne-
gado como nuevo axioma del Sistema, no altera Haisten-
cia. SeaSun Sistema en el que el enunciadd &s indecidi-
ble; S poseyendo enunciados indemostrables es por to tan
consistente. Se8' el Sistema que afiade el axiomatA a los
axiomas deS; lo indicaremos sintéticamente c&+notA Si,
por absurdo (semantico) fuese inconsistente patkthicirse
de éste lo que se desee, por ejemplo Para el metateorema
de deduccidn, entonces, 8mpuede deducirsenttA—A". Lo
gue muestra queA” puede ser deducido “por absurdo” (sintac-
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tico) enS contra la hipotesis inicial. La misma metadenastr
cion puede aplicarse al Sister8aA, IllamémosloS". Vale
también el inverso de este metateorema: Seqs", definidos
como antes, ambos consistentes; entonéégendra que ser
indecidible en S (que también sera consistente). Por absurdo
(semantico), supongamos, por ejemplo, giesea un teorema
de S entonces lo sera también p&aque contiene todos sus
axiomas. Sin embarg&' puede deducir tambiéem6tA’, dado
gue cada axioma es también teorema, y por lo &siacon-
sistente contra las hipodtesis hechas. Analogamsnterueba
gue ‘hotA’ no puede ser un teorema 8eluego ‘A’ esindeci-
dible.

[.11. Frutos basicos del método axiomatico

En este apartado ilustraremos algunos resultadasnétedo
axiomatico formal, entre los cuales ciertos histniente bas-
tante importantes. Para mostrar la utilidad del desadiversos
modelos correctos de una misma Teoria matematosjdera-
mos el siguiente juego para dos jugaddrefispuestas sobre la
mesa las cartas descubiertas del as al nueve desomo palo,
cada jugador, en su turno, elige una carta y ldea@asu grupo
inicialmente vacio. Gana el primer jugador que paseel pro-
pio grupo tres cartas cuya suma es 15. Se puetdg estudiar
las mejores estrategias y hacer sumas, reconociprelbay un
modelo mas simple del mismo juego: el popttas en raya
Para convencerse de ello, basta con un rapidazoistda si-
guiente figura.

1" Este ejemplo procede de H. De LonBroblemi non risolti
dell'aritmetica

55



vv | [ v v
x| v

AA , A%a
v v| vy ‘y
wol S| | X
A A A A A

z G €

2 v g; vl ‘v v
PO O

A A A, A A,

El “teorema”, conocido probablemente por todos, sjaen-
pre se puede empatar si se sabe jugar bien (delegoenvence
facilmente apurando todos los casos posibles),epegiiente-
mente transferirse al modelo con las cartas (cogess posibles
serian muchos mas); y las mismas estrategias pagald son
las correspondientes establecidas por el cuaddbe juegos
encarnan dos modelos de un Unico Sistema axiomidtiotal
(del cual, por otra parte, un definiciéon rigurosateeformal se-
ria mucho mas compleja que la descripcion ofrepatdos dos
modelos).

En Logica no es infrecuente el caso en el que uwtetoaco-
rrecto de algun Sistema axiomatico se construyeiant el
modelo correcto de otro Sistema axiomatico. Erdsedbjeti-
vos, hay lo de indagar algunas caracteristicapriteler Siste-
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ma. Un ejemplo histéricamente muy importante de &sinica,
gue sin duda acelero los esfuerzos para una sistacian 16-
gica de las Matematicas, se tiene a propésitosi&émnmetrias
no euclidianas; esto es, las que asumen como axiomeée las
posibles negaciones del postulado de Euclides (en adelante
VP). Este afirma: “dada una recty un puntoP externo a ésta,
existe una y una sola recta que pasaFfpyres paralela &'*®.
No pocos han sido los matematicos que, desde igleadiad,
han tentado demostrar el enunciado, el cual nccizaposeer
el indiscutible caracter definitorio de los primguatro postu-
lados. Después de una tentativa de demostraciopgrte de
G. Saccheri en 1733 (equivocada, pero que de heelreod
las bases para el desarrollo de la Geometria naiena), a
mitad del siglo XIX diferentes matematicos, entws tuales
Gauss, se convencieron de la indemostrabilidadRj@lgunos
de éstos, como Riemann y Lobavcevskij, desarrailarocon-
creto Geometrias no euclidianas. ¢ Pero qué hagaader su
consistencia? Y tal pregunta suscitaba otra masidtante:
¢estamos seguros, ante todo, de que la Geometlidiana
(en adelanteGE), dondeVP es admitido como axioma, sea
consistente?

De esta manera las Geometrias no euclidianas @amvoC
una discusion critica que, mas alla del problenpeeifico de
Su consistencia, concernia los fundamentos de Daolda ma-
tematica. Nadie ponia seriamente en discusion haistencia
de la “vieja” GE; pero la pregunta era: ¢qué tipo de razona-
miento, admitiendo que exista, podria concluirdofatar) esta
consistencia? ¢Y qué decir del mismo problema lparatras
Disciplinas matematicas? Las desconcertantes rstsufoar-

18 Playfair demostré que esta proposicién, mas simpke la original
(que omitimos) es equivalente a ella.
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ciales) a tales preguntas debian aguardar alg@nitec

Entre tanto, tres ejemplos no euclidianos, el prnde E.
Beltrami y de validez no general, los otros dosidEba F.
Klein y H. Poincare, con la deseada generalidag)icaban
queVP eraindecidiblesi laGE era consistente. Describimos en
lineas generales la interpretacion de PoincaradetantdP).

En referencia a la circunferencia euclidiande la figura
1.1 [véase la péagina siguente], se considere laesitg corres-
pondencia:

PUNTO punto interno a

RECTA arco de circulo internocay ortogonal &
(o didmetro de).

El lector se habra enterado de que estamos usaodoae-
ter minUsculo para los términos que se interpretasentido
usual, esto es euclidiano, y el mayudsculo parautva inter-
pretacion. La DISTANCIA entre dos PUNTOS se defitee
un modo especial utilizando la funcién logaritmisay nece-
sidad de profundizar mas, observaremos sélo quetatale-
finicion, la DISTANCIA entre dos PUNTOS, uno de losa-
les tiende a la circunferenatatiende al infinito. Por lo tanto,
también erlP las RECTAS son de longitud infinita.
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Figura 1.1. Modelo hiperbolico de Poincare

El disefio de Escher, a la derecha, visualiza l&smdacio-
nes que sufre una figura aproximandose a la ciecan€ia (en
el plano euclidiano todos los murciélagos o paloteadrian la
misma grandeza).

La interpretaciornP se construye, pues, mediante el modelo
euclidiano deGE. Si se supone que este modelo existe y es co-
rrecto (del que también sigue qG& es consistente), siendo
todos los teoremas deE verdaderos en el modelo euclidiano,
resulta que emP son verdaderos los cuatro primeros postula-
dos de Euclide: éstos, de hecho, descienden dentasrde
GE. Por ejemplo, el primero, “dos PUNTOS distintosntifi-

59



can una RECTA", puede ser demostradoGehen base a las
propiedades de los arcos de circulos ortogonalggaircun-
ferencia: es, pues, verdadero ptaEntoncedP es un mode-

lo de la Geometria que asume s6lo los cuatro posneostula-
dos, llamémoslds. Ademas, puesto que la verdad de cada
teorema dé& en el modeldP proviene de la misma correccion
del modelo euclidiano eBE, IP es un modeloorrectodeG.

En cambio, aun en base a teorema&Hepuede demostrar-
se queVP es falso edP: se pueden construir infinitas REC-
TAS PARALELAS (definidas analogamente a “paralelas”
sea carentes de PUNTOS en comun) a una REGT4ue pa-
san por un PUNT® externo a ésta (en la figura anterior, dos
de estas RECTAS say t). Por lo tantoVP no puede ser un
teorema dés: si lo fuese, seria verdadero para su modelo co-
rrectolP. Del mismo modo, tampoawotVP puede ser un teo-
rema deG: si lo fuese, el modelo euclidiano @&, dondeVP
es axioma, no seria un modelo, como estamos supEmi&i-
gue que, en las misma hipotedi® esindecidibleenG.

IP es un modelo correcto de una Geometria en la gue e
verdadera una de las posibles negacionegRi@recisamente,
gue hay infinitas rectas paralelas a una data gnpes por un
punto externo a ella. Tal Geometria se lldm@erbdlica Se
puede probar analogamente que, todavia en la bipdte que
la interpretacion euclidiana sea un modelo correeiaGE,
existen modelos correctos también para la Geomgliptica,
donde se asume como axioma que de estas rectasist® e
ninguna.

Es posible que alguien haya experimentado un aile$con-
cierto por la manera con la que se ha obtenidcelagemostra-
cion de indecidibilidad d¥P (recordemos, en la hipotesis que el
modelo euclidiano d&E sea correcto): la construccion del mo-
delo IP requiere un nuevo tipo de imaginacion, de obseémac
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creativa. Sin duda, también en las normales deausires hay
creatividad; pero ahi la inventiva atafie siemps®lp laelec-
cion de los objetos a considerar, los cuales, en ciealgaso,
siempre son elementos (en concreto, cadenas delsghde la
Teoria. Aqui, sin embargo, se crean estructatialsog que for-
man parte de una coleccion esencialmente semalatici los
modelos del Sistema axioméatico. Cierto, seria htstdeseable
poder disponer de un método seguro que en todas$os, fija-
do el Sistema, nos indicase los pasos a seguimedtgir la in-
decidibilidad de cierto enunciado; sin recurrir ggariamente a
las interpretaciones, es decir a estructuras serasnReafronta-
remos esta cuestion.

Ademas, hay también otro tipo de desconcierto:| easo,
el hecho de que el Sister@asea interpretable igual de bien se-
gun modelos geométricos totalmente diversos dellago@ra
lo que se ha creado. Pero aqui hay que admiticdraante que
la Unica equivocacion consiste en la presunciéguieel Sis-
temaG haya ya traducido todas las caracteristicas tigtiiro
modelo euclidiano que se quiere reproducir y eatuein ver-
sion axiomatica. Es mas: pasada la sorpresa, possidtar
provechoso estudiar las nuevas “extrafias” intespi@hes,
quiza descubriendo su utilidad. En el caso, lasni@ddas no
euclidianas pueden describir los espacios fisaosos (por
ejemplo,encorvadogor una densidad de energia, conforme a
la Relatividad General).

El Espacio cartesian@s una interpretacion que asocia nu-
meros y ecuaciones reales a los conceptdsEleina terna or-
denada de numeros reales a “punto”, tipos oportdeoscua-
ciones a “recta”, “plano”, etc.., de modo que caade y
propiedad del modelo euclidiano tiene un corresnte
equivalente. Desciende de ello que, si el Espaaitesiano es
un modelo correcto d&E, también lo es la interpretacion eu-
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clidiana y viceversa. El Espacio cartesiano se dusobre el
llamado modelestandar esto es, la interpretacion espontanea
de los numeros reales (sobre la cual volveremaslagamen-
te). Asi, pues, a partir del modeéstanda de los reales se
puede construir un modelo correcto p@fa el Espacio carte-
siano. Por lo tanto, de la existencia del modsit@ndarde la
Teoria de los numeros reales, seguiria la existeteimodelos
correctos (y en particular la consistencia) bierazE, bien,
como se ha mostrado, para las Geometrias no eucsli

Pero, finalmente, ¢ existe siempre un método panastwwiir”
un modelo correcto o para concluir que cierta jmegacion lo
es? ¢0 bien, menos ambiciosamente, para conatomfatar la
consistencia de un Sistema? Estos interrogantesa finales
del siglo XIX, suscitaron un renovado interés cespecto a la
Logica.

1.12. No individuabilidad de existentes en Logicalésica

En Logica clasica la existencia de un ente no icaptiece-
sariamente su individuabilidad, esto es, que selpwdecti-
vamente mostrar, ejemplificar. Se tienen dos ca&oro in-
dividuabilidad: en el primero, el objeto no es mjusera
representable, no admite una representacién erodb mue
se ha convenido pretender. En el segundo, el oljemoite
una representacion en el modo convenido, pero mmsible
concluir que es el objeto buscado. Esto sucedeupoeq L6-
gica clasica una demostracion de existencia puedaportar
ningun método para identificar el objeto existentedebeser
conexa a la individuacién del ente; se habla ercaab de
demostracidmo constructiva Algunos consideran esta pre-
rrogativa otro defecto epistemolégico de la Légit&sica.

Pensemos en el mundo real: ¢quién duda que emtmsta
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frecuente el caso en el que es imposible individuaobjeto
concreto aun estando seguros de que exista? Lalsrpaldel
primer discurso escrito, el tercer grano de arareatqqué, el
numero mas grande pensado por Eulero, etc.. Nawotest
en estos ejemplos la imposibilidad esta siempreexara
condiciones fisicas y no de principio (¢y si fuéssrmapaces
de viajar atras en el tiempo, de leer el pensamieiitc.).
En Matematicas no interesan a priori dificultade&cpicas
ligadas al tiempo, a la legibilidad de los carasteretc..
Luego, el paralelo con las imposibilidades fisidat mundo
real no resistiria. Veamos un ejemplo de impogihidi de
individuacion que parece de principio: “un namerm ano
representado” o bien “una frase todavia no conadter Es
indudable que de estos objetos existen infinitos;ggemplo,
el nimero de las frases es infinito, pero todaskag hasta
ahora consideradas son y seran siempre finitaser@bmargo
parece que, por definicion, sea imposibtmsideraruna de
aquellagodavia no consideradasn el momento en el cual se
(cree gque se) hace, jesa ya no posee la propiedaerida!
En esencia, la cuestidon esconde un aspecto parad{gi es-
critura “un frase todavia no considerada” pareassicterar...
una frase aun no considerada: ¢ pero, entoncesntadera o
no? Como veremos detalladamente en el apartad®) éslin-
evitable que la metamatematica deba enfrentarseasopara-
dojas; hay que pretender (0, mas humildemente,neupgue
sea capaz de saberlas apartar. En el caso dechesbdise, pa-
ra restarle todo interés matematico, basta connadnsque en
ella el tiempo interviene explicitamente en la pedpd del
existir: a bien mirar, hay un “antes” y un “después accion
de identificacion del ente provoca una mutaciocaleliciones
gue hace decaer la propiedad misma de existenosntie
Estas observaciones benefician la perspectiva rmtist
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vista ofrecida por algunas Logicas alternativas alésica,
por ejemplo la Légicantuicionistay la Logicalineal. En
esas, de cada demostracion de existencia siempoeedde
un metodo efectivo para hallar el objeto. Pero trosoper-
maneceremos en el ambito tradicional representadtagd_o6-
gica clasica.

Como ejemplo fundamental de no representabilidaxsieo
deremos el caso de los reales: ¢ se puede mosnaprsi un
namero real? Si con “mostrar” entendemos una deiirta
explicita finita de todas sus cifras, la respuestabviamente

“no”, siendo éstas infinitas. La escrit+/2, por ejemplo, de-
nota realmente una operacion y no directamentelsieno
gue convencionalmente representa (del que no ertsia-
radamente alguna cifra); la operacion, no obstameemite
calcular cualquier deseada cifra suya. Manteniedoiha
convencion, sélo podriamos “mostrar” nimeros raaies no
periédicos.

Pero la imposibilidad de representacién puede siemp-
solverse aligerando las convenciond3odriamos empezar
considerando como satisfactorias también expresiaoeno

“7,678415", donde se conviene que los numeros debajo de
la raya se repitan al infinito. Ahora se podran &tnar” todos

los numeros racionales, pero quedaran fuera, earalenos
numeros reales. Una posterior convencion sobrepeesen-

tabilidad, podra hacer que escrituras co/2 y 7, por
ejemplo, representen adecuadamente precisos nunegies.
No existen limites para las convenciones de reptab#idad,
una vez fijado limpidamente el concepto a expresgresar
de que pueden existir limites insuperables para&aoci-
miento concreto. Es asi porque la denotacion dsegho me-
tamatematico (semantico) y por la Semantica naexismi-
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tes expresivos no franqueables, aparte de las oreadas ex-
cepciones de naturaleza paradéjica que debemoseaupe
saber reconocer.

No obstante, la representabilidad no implica, emega, la
individuabilidad. Casi en cada Teoria clasica hegrémas
gue demuestran la existencia de entes (represeatatl las
convenciones son oportunas) sin especificar ningétodo
para identificarlos. Nada, en principio, impide aqgsa identi-
ficacion sea imposible, que esté mas alla de |lpacidades
deductivas del Sistema axiomatico. Por ejemploTéaria
podria deducir un enunciado del ticCri(...J", pero todos los
enunciados: Cn(...}»(n=1)", “ Cn(...)»(n=2)", etc., serin-
decidibles Entonces quedaria indeterminado. No hay nada
de paraddjico, a priori equivocado, en esto.

Otra vez, pues, el presunto defecto se reveladeruna
presuncion injustificada sobre los Sistemas cl&sico

Podemos ahora reproducir un ejemplo no trivial deSis-
tema con un numero finito de axiomas péardistinguibles
como anticipamos en el apartado 1.5. Basta con rempta
existencia de cierto Sistema matematien el que se puede
demostrar que existe un niumero naturalotado de algunas
propiedades, pero que no se puede efectivamenitaduaar.
Definimos, entonces, un nuevo SisteBi@uyos axiomas son
todos los enunciados &con menos da caracteres; este Sis-
tema tiene finitos axiomas peiadistinguibles puesto que no
se puede identificar el valor de Recordando todo lo con-
cluido en el apartado 1.9, se puede, pues, afiqoar siS'es
clasico, entonces no ediéen definido

Con un criterio similar, se puede proponer un ejenmo
trivial de una regla deductiva que hace que elwuojde las
demostraciones no selistinguibley, consecuentemente, el
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Sistema otra vez nbien definido Consideremos, en efecto,
la Teoria matematic&" que hace referencia a la no indivi-
duabilidad den en el sistem&, mediante la siguiente regla
deductiva: “cada enunciado con un numarde caracteres
es un teorema”. Ahora, ses un teorema arbitrario generado
por esta regla (y ciertamente existen teoremasuygorgxis-
te), ningln razonamiento que antes no identifiqugeuede
concluir que es un teorema. Puesto gu® es identificable,
tampoco ninguna demostracién tdes identificable. Un tal
S", por lo tanto, no estdien definido

El hecho de que los dos Sisten&ls/ S" se hayan cons-
truido a partir deS no tiene en si nada de incorrecto, obvia-
mente; mas bien, es un caso bastante frecuenteagamidti-
cas. Y, por las conclusiones ahora hechas, tampoporta
si, eventualmente, uno de los dos, o ambos, seansisten-
tes.

[.13. Verdades “indemostrables”

A menudo, una propiedad que se ejemplifica parstriw
el desconcierto causado por los Teoremas limitatide la
moderna Légica Matematicas, es la siguiente: “eyuras
Teorias matematicas existen enunciados verdaderasip-
demostrables”. En realidad esto no es correctmg,wez co-
rregido, tampoco tan inquietante. En primer lugsta afir-
macion debe ser precisada. Consideremos un Sisti@siao
formal. Hemos aclarado que el concepto de verdadfsse
siempre y soOlo a lasnterpretacionesde los enunciados,
puesto que éstos carecen en si de significadooixplRe-
formulemos, pues, la asercion como “existen enuosa
gue, aun no siendo teoremas, interpretados segimodelo
correcto de la Teoria son verdaderos”. Con estaps&can
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las inquietudes: si el Sistema admite un modeloecto, es-
ta “extrafia” propiedad siempre esta satisfechd snismo
Sistema es incompleto, esto es, si existe un eadoande-
cidible; de hecho, éste, o (exclusivamente) su negada, ser
verdadero en este modelo, conforme a los princigedder-
cer excluido y de no contradicciéon. También puederiir
gue la forma de tal enunciado sea del tiCOxP(x)”, siendo
P(x) cierto predicado; en este caso, en el modelo ctrren

el que este enunciado es verdadero, se tien®@les ver-
dadero para cada constamtépor el citado axioma clasico
“OxA(X)~A(c)], empero la proposicion OxP(x)" no se
puede demostrar. Un ejemplo concreto es el enuoadads
“cualquier recta que pasa por un puRtexterno a una recta
arbitrariar no es paralela &: verdadero para la Geometria
eliptica, esindecidibleen G (en la hipotesis, recordemos,
gue el modelo euclidiano se correcto p&#), ya que im-
plica la negacion d¥P.

Por otra parte veremos que si el enunciado es gerdan
cadamodelo correcto, en los casos normales sera nemesar
mente un teorema de la Teoria (esta propiedacasmtom-
pletitud semantica Las excepciones, como observaremos,
deben concernir Sistemas que no respeten la fatathliesto
es, en los que las proposiciones posean un vaiwéirgeo no
eliminable.

Pero, para concluir todo esto los inquietantesteas limi-
tativos (nos referimos a los decompletitud no se necesitan:
de hecho, veremos en la tercera Parte que éstasaafialgo
bien distinto.
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SEGUNDA PARTE
COMPLETITUD SEMANTICA
Y TEORIA DE LOS CONJUNTOS

[1.1. Teoria aritmética de Peano

Son muchos los que opinan que los nUmeros natyrks®pe-
raciones de suma y producto definidos en ellosusononcepto
metamatematico preciso e inequivocable. Ademén parte de
estas personas consideran gque dicho concepteesnciable en
toda definicibn Matematica, asi como en la prapti@duccion de
los Sistemas axiomaticos. Por ejemplo, cuando amagta deduc-
tiva se afirma “sustitiyasepor una secuencia arbitraria ordenada
de 0y 1" ¢ acaso no usamos el concepto de “nimetd Wna vez
admitido el uno, es casi inmediato admitir el relgtmimeros natu-
rales, incluido el cero. Es més: probablement®mtepto de uni-
dad y niumero natural es aun mas basico de cugatsadpechar el
ejemplo precedente: una afirmacion cualquiera oag® secuen-
cia ordenada de términaoasitarios Es decir, en el mismo significa-
do detérmino (el quark por asi decirlo, del discurso) se sobreen-
tiende, a nuestro parecer, Uaidad Incluso lasumaparece un
concepto espontaneo y carente de ambigledag@ygdeictopuede
definirse como una suma iteradaeces, donda@ es un numero
natural. No encontramos argumentos para desadrtomnviccion,
todo lo contrario.

Por otra parte, si la “intuitividad” de los nUmenoeturales
tuviera que implicar la soluciéon instantanea debfgmas que
han atormentado a varios matematicos insignes,o dogiti-
mismo seria sospechoso. Examinemos lo que sucedesta
mente en un Sistema que define los nimeros naualsea,
aritmética



Hay dos versiones de Teoria aritmética |6gicameifiteen-
tes. La primera, que llamaremagegral, precede historica-
mente a la segunda; pero, como se vio despuédgiearhente
mas compleja. Por tal razon, es mas oportuno coaneni-
troducir la segunda, llamada habitualmeseePeangen reali-
dad impropiamente, puesto que la original introdagor Pea-
no es lantegral).

Se defineTeoria aritmética de Pean@n sintesi®A) el Sis-
tema clésico formal obtenido afiadiendo al Célcualipativo
clasico formal de primer orden con igualdad losbsils ‘O, +,
-”, el predicado a dos variablg&,y) (que satisface los axiomas
clasicos) y los axiomas propios:

[1] Cx (x=0)

[2] Ox (Cy (x.y))

[3] Ox (8xy) - y#0)

[4] Ox Oy (8x,2) e9,2)) - x=Y)

[5] Ox (x+0=x)

[6] Ox Oy (Qy.z) e $+y.b) - x+z=t)
[7] Ox (x-0=0)

[8] Ox Oy (]Y,z) » X-Z=X-y+X)

ademas de la regla deductiva propen la expresion siguien-
te:
(A0) e OX((AX) e_8,Y))- A(Y)) » OxA(x) sustituyendo
A(X) por una proposicion cualquiera con al menos una varia-
ble libre x, se obtiene un teoretha

También habria que especificar nuevas reglas gicatest

! Normalmente, las deducciones inductivas son cereiths mas bien
axiomas mas adelante aclararemos por qué. Por ahoraeignosr esta posi-
bilidad.
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para establecer el uso correcto de los nuevos ot +, -7,
pero lo pasaremos por alto.

La Unica precision técnica es que el simbc£/ ‘es una
abreviacion derfot=". Después, algunos comentari&x,y) es
interpretable, en el lenguaje ordinario, corg@$ el sucesor de
x"2. Puesto #=1" como abreviacién de 0,zy, segin el
axioma [6], par® en lugar deg, se obtienex(z=1 e ¥,t) -
x+1=t), habiendo usado el axioma [5] y la regla de susS6n
valida para el predicado “="; esta expresion camtsiescribir
el sucesor dg& comox+1, para cada. Analogamente, se puede
llamar “2” el sucesor del”, etc. El axioma [2] afirma que ca-
da numero tiene sucesor; el [3], que cada sucesistnto de
“0"; el [4], que si dos numeros tienen el mismo saceston-
ces son iguales; [5] y [6] definen la suma. En Ipas, [6] es-
tablece que el sucesor xey es suma dg con el sucesor de
[7] y [8] definen el producto. La regla deductiveppia se de-
nominaprincipio de induccidonseaA(x) una proposicion cual-
quiera con al menos una variable lisrde A(0) y de la impli-
cacionA(x) -» A(x+1), valida para cualquiet, sigueA(x) para
cadax. En palabras: si una proposicion es verdadera“fana
si, suponiendo que sea verdadera para un arbitkaas tam-
bién verdadera paratl, entonces sera verdadera para todos
los nimeros naturales. Nétese que la expresionditabcon-
tenida en el principio de induccién no puede foraaase como
una proposicion d®A, en cuanto “proposiciébn con al menos
una variable libre” no se define formalmente com@tedica-
do en el mismo Sistema. La expresion se convierenencia-
do solo cuandd\(x) se substituye por una proposicion Ri&
con al menos una variable libre. Este enunciadé ger tanto

2 En efecto, de los mismo axiomas sigue que, pata;ael sucesor de
x es Unico. Pero preferimos demostrarlo mas ade{aptatado 11.10).

70



siempre del primer orden. Esto, junto al hechowetqdos los
axiomas son expresados al primer orden, implicaPfues del
primer orden.

Ahora preguntémonos si “los naturales intuitivosh aun
modelo correcto de dicha Teoria axiomatica. La uesta
afirmativa no requiere una dosis excesiva de optii
Quien admite comprender qué son “los naturalestivibs”
no tiene muchos argumentos para no admitir tamdienes-
tos satisfacen Igsremisasde PAy la correccion de sus cinco
(en total) reglas deductivas. Indudablemente, gaexcesivo
cuestionarverdaderamentda idea de “los naturales intuiti-
vos”: quien lo hiciera deberia afirmar algo comarina he
entendido lo que algunos entienden paturales (jy en la
escuela habra sacado de quicio al maestro!). Ségppensar,
en cualquier caso, que los numeros naturales pusfenrse
comoel modelo correctosi existe de PA. Desgraciadamente
se puede demostrar, como veremos mas adelantesidRi&,
es consistente, admite un namero infinito de maletorec-
tos, cada un@ompletamente distintdel otro, en un sentido
muy fuerte que precisaremos. En concreto, existedetos
correctos dePA muy distintos del de “los naturales intuiti-
vos”. Por lo tanto esta estrategia no funcionarggchmente.

Pero, ¢qué tendria finalmente de peligrosa y sbsgacla
meta-conclusion: “los naturales intuitivos son uodelo co-
rrecto dePA’ ?

Discutamos primero una objecion frecuente y querean
lidad, es solamente una critica infundada. El d&sxwes del
tipo: “si la Aritmética es clara para la mente, ua¥ no esta
claro como se resuelve la conjetura de Fermatadel&old-
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bach?’. Se trata evidentemente de un equivoco. Es nesnifi
to que una sucesion larga y articulada de arguresergponta-
neos y transparentes, puede dar lugar a una paspiadluso
bastante simple de enunciar, pero no tanto dewesoRe-
cuérdese el ejemplo famoso ddendnde Platon: Socrates
llama a un esclavo que muestra ignorar el teoreenRithgo-
ras (hecho bastante comprensible). Sucesivamesgéntose
en una serie de razonamientos elementales de iataedkr-
dad, consigue conducirlo hasta su conclusién, deamo
asi a Mendn el primitivismo del saber. Se puedanaii sin
duda que si un Sistema axiomatico admite un moithéti-
vo, todo teorema del Sistema, desarrolladmpletamentées
decir, incluyendo todos los posibles teoremas srclmles se
apoya), se compone de razonamientos que poseersmlom
grado de intuitividad de dicha interpretacion; dacto, tal
desarrollo significa reconducirse directamentesaalkiomas y
reglas del Sistema, que han sido verificados inamente en
el modelo. Pero es obvio que ello no significa umterpre-
tacion de cada teorema en el mismo modeloirse@diata-
menteverificable de modo intuitivo: es normal que iaiei
mente el esclavo se muestre totalmente inciertaegpecto a
la verdad del teorema. El equivoco subestima lautiad de
encontrar el camino adecuado, analogamente aldmsao la-
berinto, donde la operacion de salir, faciimenteneiable, se
compone de una serie de estrategias sencillas aldsarPor
otra parte, admitir dicha critica implicaria la tiidad de
adoptar un Sistema axiomatico (es decir, de tralma las

% Se trata de problemas que han hecho padecer guchale matemati-
cos. La primera ha sido resuelta recientementepga@rse ha dicho. La se-
gunda afirma candidamente: “todos los niumeros par@gores de 2 son
suma de dos nimeros primos” y todavia esta sitverso
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Matematicas) jcada vez que se encuentre un moualelbivo
correcto! Viceversa, la axiomatizacion, con susde@s, Nos
ayuda a descubrir los itinerarios tortuosos deviEasgades en
el modelo, que so6lo son intuitivos en las raicederAas nos
ofrece la posibilidad de reconocer otros modelasectos del
Sistema, algunos de los cuales podrian resultaviadmas
intuitivos que el original.

La verdadera objecion es otra; de la existenciand@odelo
correcto deriva la consistencia del Sistema. E@®ngsiempre
resolveremos de este modo, mediante un “model@corin-
tuitivo”, el espinoso problema de la consisten@alaks Siste-
mas axiomaticos? La idea que no convence, es @scque la
presentacion de un modelo correcto sea un mégederalpa-
ra demostrar la consistencia de los Sistemas axiops&clasi-
cog’. Asi, siguiendo el ejemplo optimista de los nirseratu-
rales, el concepto espontaneo de espacio debersafsgente
para convencernos de que la interpretacion euchdis un
modelo correcto del Sistema axiomat8&. Su caracter intui-
tivo es indudable, baste pensar en los esfueratizados para
intentar demostrar eVP. Ello resolveria inmediatamente el
problema de la consistencia @&, de las Geometrias no eucli-
dianas y de la propia Teoria de los niumeros régéegue una
contradiccion en ésta, originaria una contradiceidrel Espa-
cio cartesiano que es equivalente al modelo eadaji Con-
forme a este criterio, la consistencia en Materaatse estable-
ceria mediante una serie de intuiciones espacigles
cuantitativas, una para cada Disciplina. Pero, ageura que

* Entre los Gltimos ilustres matematicos que defenodi esta opinién
destaca la figura de G. Frege, autor de un epigiatauy instructivo, y no
s6lo sobre este tema, con Hilbert. Véase una afiggesis en G. LollDa
Euclide a Godelp. 70 y ss.
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todas estas intuiciones sean metamatematicamente camgrue
tes? ¢ Por qué razones Hilbert y Godel, entre atedan pre-
ocupado de la consistencia de los Sistemas axicosétiinda-
mentales?

En realidad no faltan elementos concretos de getate
por ejemplo, la propia nocion deterpretacion y por tanto de
modelq se basa, como reconoceremos enseguida, en el eonce!
to semantico, intuitivo, deonjuntg y como veremos con la
paradoja de Russeltlicho concepto no carece de ambigtiedad.
Asi pues, no esta garantizado que cada “modelon&spEn”
sea siempre exento de vaguedad.

Estas consideraciones, aunque soélo sea en razprinde
pio, imponen una puesta en discusion de los “madeliti-
vos”. Al mismo tiempo rebaten la exigencia de urtadé al-
ternativo para concluir la consistencia de los eBists
axiomaticos fundamentales corR@. Dicho método alternati-
vo sélo podria ser urdgemostracionun teorema de un oportu-
no Sistema axiomatico. Como veremos mas adelait&ig-
tema nunca puede coincidir con el mismo Sistematolge
analisis, es decir, aquel del cual deseamos desndatconsis-
tencia (cosa que, francamente, nos parece escaadwdate
obvia). Por tanto sera otro; pero ¢quién demostaacdnsis-
tencia de éste Ultimo? Incluso ahora estéd perfesttenclaro
gue no podremos excedernos en cuanto a las pratessi

Por otra parte, el método matematico alternativaripoin-
cluso construir modelos concretos; lo cual seria muy deseable
en Sistemas donde no se distinguen faciimente roeduiti-
vos (Y no se ven razones para excluir dicha padatoi).

Volviendo a laPA, debemos pues dudar de su consistencia,
hasta prueba contraria. Nos preguntariamos, ergpodles
de sus premisas estarian viciadas. Como es féaait,inludar
de las premisas del Calculo logico clasico se eedemasiado
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destructivo (mas adelante profundizaremos en elEgami-
nando lagpremisagropiasde PA, se advierte que el Unico ob-
jeto realmente cuestionable, que podria originatradiccio-
nes, es el principio de induccién: el resto es sede de
posiciones independientes, definidoras de los dimehwropios
de PA. En efecto, aunque dicho principio parece metamezte
ticamente legitimo, no puede excluirse que seanipedible
con las demas premisas del Sistema.

[1.2. Metateorema de correccion. ¢,0 no?

El metateorema de correccion afirma quaela modelo de
cualquier Calculo predicativo clasico formal deliqer orden
es correctd. En multiples textos su metademostracién esta
considerada “muy evidente”; sin embargo, muy pdeogre-
sentan. Entre éstos, la mayoria da una versiornseuwteclara
“aproximada”, si bien no se aprecian diferenciastamciales
con las exposiciones consideradas completas. laibiesos a
continuacion.

Se debe metademostrar que las cuatro reglas deaiickel
Célculo predicativo del primer orden “conservanVédad en
cada modelo. Consideremos, por ejemplanetius ponenda
primera vez, éste operara sobre axiomas que supsnerda-
deros en un modelo arbitrario. Admitiendo que eldseaxio-
mas hay dos enunciados del tip&' ¢y “A- B”, el modus po-
nensdeducira B”. Entonces, puesto que “A” y “AB” son
verdaderos, se obtiene “obviamente” que tambiéen ‘@&’ ver-
dadera Por induccién desciende, luego, que cualquier dé-
duccidon deimodus ponenss correcta. Un razonamiento seme-
jante puede hacerse para las demas reglas dedudtivgue

® Veremos més adelante que su validez se puedeatjeaer
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completa la prueba.

La inducciéon usada, de tipo metamatematico, e$netde
analoga a aquella sintactica, que oper&A&nprimero se con-
cluye, en el modo ya visto, que la correccion exest el “pri-
mer nivel” de deduccidn, es decir aquel que operbbg axio-
mas; y después se deduce que si hay correccioieren wcivel
i, también debe haberla en el nivel (para esto, se razona en
modo practicamente idéntico al caso del primer Inile de-
duccidn). Luego la correccion valdra en todos lngles. Ya
hemos observado que dicho principio parece del &oldasible
desde un punto de vista semantico. En el apartextegente,
en efecto, so6lo se ha cuestionado su compatibibdadiori con
las demas premisas 8&; mas en caso de incompatibilidad, se
podria decidir suprimir un axioma en lugar del deda induc-
cion.

Examinemos, en cambio, la deduccién “obvia” que d&em
sefalado en cursiva; ¢quién podria desaprobantaiesdo pa-
ra “-” el significado de “implica”? Nadie, creemos. Pelm
gue deseamos discutir es precisamentetesidadie que di-
cho simbolo deba inevitablemente interpretarseucooconcep-
to analogo a “implica”; o, en general, con un cqadal que
si “A” es verdadero yA - B’ verdadero, entonces tambiéR™
es verdadero. Recordemos que™es un simbolo sin signifi-
cado, definido implicitamente por algunos axiomElué po-
dria convencernos de que en cada interpretacida emal los
axiomas de todo Célculo predicativo clasico somlageros, el
simbolo “~” debeasumir un significado equivalente a “impli-
ca"?

Naturalmente, la critica, de manera equivalentedpwerse
reflejada en (notA)oB, del cual ‘A-B” es una abreviacion
(es decir: ¢qué metademuestra quet™y “0” debaninterpre-
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tarse como los semanticos “no” y “0"?). Parece,spgge su-
sodichas metademostraciones den demasiadas casaes0
contado.

Volvamos a nuestro primer ejemplo de Sistema axicma
(ap. I1.1) e interpretemosA" como “Antonio”, un amigo nues-
tro enamorado deB*, es decir “Blanca”. Pero ésta ama a Car-
los, “C”, y Carlos ama a DanielaD”. Si interpretamos %"
como “ama”, se obtiene un modelo (jde infelicidadld obs-
tante, la regla deductiva no es legitima, comodse&ede inme-
diatamente; ésta no conserva la verdad: asi, padgta de un
modeloincorrecta Y bien, ¢qué excluye que una situacion se-
mejante pueda verificarse también en el Calculdipativo
clasico del primer orden? Las posibilidades dediam&htica no
son “simplemente” infinitas: se trata de un infnque, como
veremos mas adelante, supera cualquier tipo datmfiefini-
ble en lenguaje matemético. El metateorema de amore da
por descontado que los axiomas del Célculo predccatasico
del primer orden hayan traducidompletamenten sintaxis el
significado semantico de “y”, “no”, “para todo”,cet es decir,
gue los correspondientes simbolos sintacticos an deversa-
mente interpretables. Pero, ¢ qué garantiza esto?

Alguna metademostracion hace uso de tablas de dierda
Ciertamente, si representamo& B’ mediante la tabla del
apartado 1.8, se observa que pakaverdadero y A- B” ver-
dadero, B” es también verdadero. Pero los conectores y cuan-
tificadores l6gicos no se definen mediante tabiaseatdad. Su
definicion formal, como sabemos, ocurre s6lo mediaxio-
mas que deben ser satisfechos; mientras que las @ ver-
dad solo sirven de auxilio y se construyen adnitgeimterpre-
tar siempre ¢” con “0”, “not’ con “no”, y asi sucesivamente.
La que hemos creado para definir convenientemehteB”
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es, precisamentsplamente un criterio para sugemomo de-
finir “ -” de modo que simule certeramente (pero no a la fue
za Unicamente) un fundamental concepto semantieoqge-
remos reproducir en lenguaje sintactico. Formalmeit-. B”

se define mediantendt’ y “0”, y estos ultimos mediante la sa-
tisfaccién de axiomas oportunos.

Analogamente, no nos parece que se puedan metad@&mos
realmente como “verdaderos en toda interpretadids 'tradi-
cionales enunciados de la Légica clasiBarbara Celarent
Darii, etc.). Mas bienasumirloscomo tales. Examinemos por
ejemploFestina “Si ningln pez es mamifero y algunos anima-
les marinos son mamiferos, entonces algunos ansmabei-
nos no son pecésPara concluir que se trata de un silogismo
universalmente valido, normalmente se observa guenclu-
sion no depende del significado de ninguno de logtos
mencionados. Si sustituimos el simbolo sin sigadx ‘P’ a
“pez(peces)”’, M” a “mamifero(s)” y ‘A" a “animal marino”,
se obtiene: Si ningun P es M y algunos A son M, entonces al-
gunos A no son"PPodemos representar la situacion con el si-
guiente esquema:
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donde, por generalidad, se ha considerado unaéubi no

nula entre los conjunto8 y P (ésta podria no existir; en cam-

bio aquella entréd y M debeexistir si la premisalgunos A son
M es verdadera; del mismo modo, aquella eAtyeM no debe
existir, si la premisaingin P es Mes verdadera). La conclu-
sion viene del hecho que los puntos de intersecanbreM y
A, que existen siempre, no pueden pertened¢erZe dice en-
tonces: “si las premisas son verdaderas, es tanviei€adera
la conclusion, en cualquier interpretacion parl y A”. Esto
esta fuera de discusion; pero innegablemente, téo ees tanto
que ‘ninguri’ signifiqgue “ningun”, “algunos, “algunos” y asi
sucesivamente. Empero, en la estructura axiomagcaodo
Célculo predicativo clasico de primer orden, coma@ealquier
otro Sistema axiomético formal, no existen simbalos un
significado preestablecido; ni, por consiguientey bntre ellos
alguna diferente caracteristica logiaapriori. Un modeloes
cualquier interpretacion semantica de los simbtdbsjue los
axiomas sean verdaderos; solo éste dasigmificado implici-
to propioy eventual caracteristica légica a cada uno de
simbolos usados; lo que vale tanto pag “B”, “ X" etc., co-

los

mo para ©”, “not’, “ 0", etc.. En definitiva, no vemos por qué

deba ser excluida la posibilidad de modelos cosignificado
distinto para los conectivos y cuantificadoresict#s los cua-
les, por tanto, podrian resultacorrectos Construir un ejem-
plo concreto no deberia ser muy dificil; sin embam argu-
mento no reviste demasiada importancia en si misglto no
anima a la investigacion. De nuestra critica naveeen efec-
to, ninguna profunda revolucion en los fundamen®sa Ma-

® Consideramos superfluo definir los conceptos eteates de la Teoria
informal de los conjuntos (también denominathgé&nud), por intuitivos y
espontaneos.
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tematica: por la sencilla razon de que los modelosrrectos
del Calculo predicativo clasico formal del primeden no in-
teresan. Mas en general, no estamos interesadestediar
modelos donde 0" no signifique “para todo” y asi sucesiva-
mente para el resto de los conectores l6gicos.idaitia di-
vergencia de la posicion tradicional, mas bien Isefina exi-
gencia: la de axiomatizar parte de los conceptos
metamatematicos usados ambiguamente (creemos}y enela
tademostraciones sefaladas; y ello, perfectamenta 8nea
de las consideraciones hechas en el apartadon.Bedtimen,
la oportunidad de reconducir dicho metateoremaitea.

Como confirmaciéon de que tras el “metateorema deeco
cion” en realidad no hay méas que la exigencia geaportuna
convenciondescubriremos que, en efecto, dicha formalizacion
introduce condiciones explicitas que establecemesamente
de limitarse a aquellas interpretaciones que exfl@l signifi-
cado tradicional de los simbolos logicos, resulbantbdelos
necesariamente correctos.

I1.3. Metateorema de completitud semantica

En 1930 Godel metademostré quaisiCalculo predicativo
clasico formal de primer orden cualquiera es cotgsite, en-
tonces admite al menos un modelBal metateorema, llamado
de completitud semantiqaor razones que veremos, posee im-
portantisimas consecuencias. Por ahora, nos iateotamente
examinarlo con la misma éptica critica del aparfacedente.
Las metademostraciones actualmente disponibles si@mao
notablemente mas sencillas que el original, sigsiendo de
gran complejidad; para nuestros objetivos, es isufie limi-

" También dicho metateorema sera después oportutegeneralizado.
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tarnos a trazar sus caracteristicas esenciales.

Con el fin de concluir la tesis del metateoremayigher pa-
so es convenir una definicibn menos informahuedeloy por
tanto deinterpretacion En concreto, se asume que umr-
pretacion clasicaesté determinada por wonjuntq denomina-
do universq tal que, haciendo variar en éste las variablés de
Sistema, se obtengan proposiciones susceptiblegatial de
verdadverdadero/falsqo seagenunciadoy satisfaciendose los
principios del tercer excluido y de no-contradicci®ara ser
mas precisos, unaterpretacion clasicase define por la satis-
faccidon de las siguientes condiciones:

a) Existe unconjuntqg denominado universo, tal que toda
constante del Sistema (es decir, cada simbolo cegass
del Sistema no establecen la posibilidad de su&iit) sea
un elemento de.

b) Para cada proposici@(x, %,... %) (donde obviamente las
variables son debidas a predicados contenid®&,esxiste
una funcion que, cualquiera que sea-lgplaxi, X,... % de
constantes d&, asocia al enunciade(x, X,... %) un va-
lor “V’ 0 exclusivamenteF” (que semanticamente coinci-
diran converdaderoy falsg. En resumen, a ca@suncia-
do del Sistema debe asociarse un valor exclusivo de
verdad:verdaderoo falso.

c) A los enunciado& (X1, X,... %) Y NOtE(X, X,... %) deben
corresponder valores distintosv{*y “F” o “F’ y “V"),
cualquiera que sea tauplax, X,... % Y la proposiciort.

En sintesis, si a uenunciadodel Sistema se asocia el va-
lor verdaderg al negado debe asociafaisoy viceversa.

Estas posiciones intentan desvincular el conceptmtdr-
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pretacionde formas vagas y discutibles de la intuicion ydion
cionan la tesis del metateorema a la determinadgancon-
junto; un concepto ciertamente mas elemental, pero tadav
semantico. Umodelqg como sabemos, es una interpretacion en
la cual todos los axiomas son verdaderos, es diecien el va-
lor “V’. Notese que V" y “F” son dos valores distintos cual-
quiera: la definicion expresada arriba elimina quedr refe-
rencia explicita a la nocién semantica de verdaderplizando
drasticamente el concepto de interpretacion. fales, cual-
guier conjunto con las caracteristicas descritasy$o si, des-
de el punto de vista semantico,V'£“platano” vy
“F"="autopista’®. Por lo tanto el primer paso hacia la formali-
zacién del concepto dmodelo(que se concluird con su com-
pleta codificacion en el lenguaje de la Teoria epética de los
conjuntos) implica, como era de esperar, una reauniten-
tar traducir la integral, intuitiva, nocion sema&atidel concepto
de verdad

Las distintas metademostraciones del metateorentarde
pletitud semantica hacen etapa en no pocos sulieoetmas
y lemas, usando la induccién y otros principiosneletales. Y,
finalmente, concluyen la existencia de un modeidaehipodte-
sis de consistencia, sin construirlo efectivamesgetrata, en-
tonces, siempre de metademostracigresonstructivas

A pesar de la complejidad y extension de dichasadeet
mostraciones, lo Unico que nos parece oportunotapunten-
tando justificar la exigencia de un criterio maguroso para

% Luego, que semejante concepto “de verdad” tengasesinterés ma-
tematico es otra cuestion.

% | a asuncién de dicha definicion, por consiguiediheria facilitar la
consideracion de un modelo que viole el enunciadorgtateorema de co-
rreccion, es decir, incorrecto.
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deducir la tesis del metateorema, es el uso delega infor-
mal de conjuntg y esto debido a su intrinseca ambigledad,
como descubriremos inmediataméfite

II.4. Paradoja de Russell

Hemos usado ya varias veces el conceptoamguntq por
su primitivismo; pero siempre de manera intuitirgprmal.
No obstante, las metademostraciones precedentesichas
metademostraciones de la Teoria informaln@enug de los
conjuntos, la usan de forma profunda, con resutaderta-
mente muy alejados de la intuicion. En efecto, @i€horia, in-
troducida en el 1874 por Cantor, produjo resultatkognorme
interés, aunque en traje ajeno a la rigurosa famiamatica
propuesta por Hilbert; mas adelante los resumirefos ello,
aunqgue no solo, ésta fue dura e injustamente atgmaxdmu-
chos; pero no por el propio Hilbert, que la consda “un Pa-
raiso del cual jamas podra nadie expulsarnos”.dflo taso,
era necesario darle un rigor mayor y disipar tddasludas de
muchos razonamientos que, al usar en profundidadnelepto
informal de conjunto, llegaban a resultados comadtes por
muchos en la época, bastante inquietantes o desiesidores
para las Matematicas. Por otra parte, dicha pruaerstaba
bien justificada: incluso antes de los resultadof€dntor, Rus-
sell habia descubierto una paradoja sobre el comakpcon-

1% | a metademostracién de completitud seméntica ieacra veces
también por su ndinitud: es decir, porque usa explicitamente colecciones
deinfinitos elementos. Sin embargo, los conceptodi® e infinito pare-
cen tan fundamentales como para poderse usar givoeq en metamate-
matica. Esto no entra en conflicto con el hechguis en cambio, haya se-
rios problemas para reproducirlos en lenguaje pendgnmatematico, como
se vera. Las dos perspectivas son absolutameptenti¢s.
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junto.

Un conjunto puede tener otros conjuntos como elérsen
Consideremos un conjuntoque tiene por elementos todos los
conjuntos que gozan de una cierta propigua@arece admisi-
ble preguntarse si el propiaoza de la propiedan) caso en el
cual | tendria al mismo como elemento. Consideremos, por
ejemplo, el conjuntd de todos los conjuntos con al menos tres
elementos. Es cierto que de dichos conjuntos hstahies: se-
guramente al menos tres. Por tartee contiene a si mismo.
Semejante cosa ocurre para el conjunto de todosolgsintos
con un numero infinito de elementos: también déaklccon-
juntos existen infinitos; entonces, por definicidal, conjunto
se contiene a si mismo.

¢Una sardina es un conjunto? Depende de como mBs po
gamos de acuerdo. Si convenimos que no, entoncEsgin-
to, I, de todos los conjuntos que no contengan sardmas,
puede contener sardinas; por tanto, se contienengsgio co-
mo elemento. Si, en cambio, observamos una sacdima un
conjunto, sera un conjunto de 6rganos y no conéesalrdinas.
Asi, | contendra sardinas y no a si mismo. En cada dagn v
la pregunta de si cierto conjunit@e contiene a si mismo pare-
ce tener significado y no se ven razones, por alpara que no
lo tenga siempre.

Pero si siempre tiene significado, entonces tamloiéiene
considerar el conjuntB de todos los conjuntos que no se con-
tienen a si mismos. PreguntémonaB sontiene &. Si lo con-
tiene, entonceB es un conjunto que no se contiene a si mismo;
absurdo. EntonceB no se contiene a si mismo; pero entonces,
por definicién deP debe pertenecerRy aun absurdo.

Es cierto que dicha paradoja no sefalzeleesidadie tomar
algun tipo de remedio légico, dado que no conclgye tal
concepto esiempreparaddjico: seria asi si el lenguaje meta-
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matematico fuese matematico (clasico), pero paufar es
semantico; advierte solamente de que, para un monjla
propiedad de pertenecer o no pertenecer a si npseae con-
ducir a una paradoja. Bastaria por tanto evitames#&n y ol-
vidarse de lo sucedido. Pero quien tenga un mimeexpe-
riencia en Matematicas sabe bien que una afirmacion
matematica 0 metamatematica, tiene infinitas fore@siva-
lentes, de modo que “evitar la nocion de autoperteia 0 no
autopertenencia” se desvela por lo general una @reabsolu-
to banal. Por ejemplo, piénsese en un conjunto elgmento
genérico quede imprecisado en buen parte de laafemada
vez que se haga una imposicidn o una suposiciore gbhbho
elemento, habria que acordarse de considerar (yig»x caso
en el cual éste pueda coincidir con el conjunt@aitida. To-
mando a ejemplo las ecuaciones ordinarias de lasnvéicas,
todo el mundo experimenta cdmo son numerososesutitlis-
tribuidos en cualquier tipo de expresion, los esadebidos a
una division entre cero; a pesar de que no hay medasenci-
llo y claro que establecer que no tiene significddadir entre
cero. Si esto se verifica en un lenguaje matemagiodemos
imaginar lo que ocurriria en un ambito no privagcathbigie-
dad, como el metamatematico. Por consiguiente nizerii-
dumbre es capaz de contagiar de manera no facénpeatie-
cible los metateoremas que usan el conceptmdginta

II.5. Teoria axiomatica de los conjuntos

Los cuatro apartados anteriores han puesto en revade
problemas y desacuerdos con respecto a algunaspioms se-
mantico-l6gicos usados en algunas metademostraciaiea
via de salida, como se ha dicho en el apartadoet3a de
axiomatizar los conceptos que han originado elaesdo o el
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sin sentido. En especial, el conceptontledeloy por tanto de
conjunta Dicha axiomatizacion deberia reductearemagan-

to la correccioncomo lacompletitud semanticalemostrarla
consistencia d@Ay, posiblemente, hacer lo mismo para otros
Sistemas axioméaticos fundamentales.

La Teoria axiomatica de los conjuntos (en adelar@,es
un Sistema clasico formal que asume los axiomas ydglas
del Céalculo predicativo clasico formal del primexden con
igualdad; a los cuales, como toda Teoria, affmdmisas pro-
pias. Existen tres versiones, todas sustancialmente/adqo-
tes:NBG (de: von Neumann, Bernays, Godéll; (de Zermelo
y Fraenkel) yMK (de Morse y Kelley). La primera es estructu-
ralmente la mas simple, porque soélo tiene 17 axsoponapios y
ninguna nueva regla deductiva. En las otras dasnasd de los
axiomas propios, estan presentes “reglas deduchxiasnati-
cas” o “esquemas de axiomas”; es decir, reglagquoeran in-
finitos axiomas. Explicaremos mas tarde las razguesjusti-
fican la oportunidad de este tipo de reglas dedasti
Entretanto, a continuacion nos referiremos a lariieldgica-
mente mas sencilla: [dBG. Para nuestros objetivos no es ne-
cesario ensefar todos los axiomas, ni profundizaodas las
cuestiones técnicas; nos limitaremos a preserganas obser-
vaciones de caracter general. Comencemos con as#iaa-
cion de los axiomas segun cierto gradoirdtaitividad, com-
prensiva bien de una espontanea interpretabilicied, de una
razon de ser (de ser axioma), a la luz de la adga @ea de
“conjunto” que poseemos:

1. Algunos axiomasektensionalidadexistenciadel conjunto
vaciq existencia de lanién, existencia de laterseccion
son bastante intuitivos. Por ejemplo, eled¢ensionalidad
traduce el hecho de que si dmmjuntostienen los mismos
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elementos, son iguales (lo viceversa es un teorehoa)
traemos como ejemplo (notese el nuevo similjode
pertenencia):

OxOy (Oz Ux < zUy) - x=y)

. Otros axiomasdgl par, de fundacién del complementa-
rio, de lapermutacionde eleccion, del conjunto de par-
te9 son moderadamente intuitivos. El axiona funda-
cion tiene como consecuencia queaonjuntono puede
pertenecer a si mismo: gies unconjuntq se obtiene
siempre quex[Ix. Entonces, la paradoja de Russell no
puede subsistir porque la coleccion de todosctogun-
tosque no pertenezcan a si mismo (es decir de todos lo
conjunto$ no puede ser unonjunta de otra forma, se
contendria a si mismo y esto no es posible pareoun
junto. ElI axioma del conjunto de parteses:
OxCyOz(zOy<—z[x), dondezllx (que se leeZ es un

subconjuntadex”) es una abreviacion ct (t0z - tlx)
(es decir “todo elemento dees también elemento a®);

por lo tanto, literalmente afirma: “para todonjuntq exis-
te un conjunto que contiene todos y sélo sulsconjun-
tos..

. Otros axiomasdgl infinito, del reemplazpno pueden cali-
ficarse como intuitivos. Hiel infinito, con una técnica in-
esperada, asegura la existencia de un conjuntanfionr
tos elementos; edel reemplazp de conjuntoscuyos
elementos gozan de propiedades de cierto tipo (rada
pontaneo).

Mas alla del hecho obvio de que esta clasificae®uliscu-
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tible, simplemente se ha querido subrayar que dostdos
axiomas de la Teoria son intuitivos en el sentidi@sconve-
nido; desde luego ello parece innegable.

Evidenciamos ahora otras propiedades derivadaSidad-
ma. En tanto]C estabien definido en cuanto éste afiade solo
axiomasdistinguiblesal Calculo clasico predicativo del primer
orden con igualddd Todo elemento de uconjuntoes tam-
bién unconjunta No existen, por lo tanto, “elementos en esta-
do puro”: todo ente de la Teoria esaamjunto

El axiomadel conjunto vaciafirma: CI Ot (tO1), es decir,
simplemente que existe un conjutitque no contiene elemen-
tos, indicado normalmente cc[J; este axioma permite que
una cadena de afirmaciones del tipa:€s un conjunto que
contieneb, que contiene, que contiend...” no sea siempre in-
finita. EI conjunto vacio es subconjunto de todmsdonjuntos,
incluso de si mismo. En efecto, por definicionlesit es un
conjunto cualquierall OO implica cualquier cosa, siendo falso.
Entonces, es verdadero en particular también Ot 0 —
tLIx), es decir, precisamer [] [1x, para todo conjuntg.

El axiomadel conjunto de partese limita a suponer la exis-
tencia, para todo conjuntpdel conjunto de todos sus subcon-
juntos (usualmente indicado c@f{l) y también llamado con-
junto de las parteglel). Por otro lado, el unico criterio que la
Teoria proporciona para construir dicho conjuntié émsado
en la definicién de 0 x.

El axiomade eleccidnes bastante famoso y merece algunos

1 En realidad, afiade también reglas gramaticalepias (que omiti-
mos) para los nuevos simbolos usados. Sin embeogwy se puede ima-
ginar, dichas reglas estan privadas de ambiguattadjodo que el hecho
de que no alteren ldistinguibilidad de los enunciados, es metamatemati-
camente indubitable.
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comentarios. Supongamos que un conjunto tenga cgeio
mentos conjuntos no vacios, incluso en un niamdnaitm El
axiomade elecciorafirma que existe un conjunto formado por
un elementae; del primer conjunto, un elemenggdel segun-
do, y asi sucesivamente para todos. También ésteaesimple
declaracion de existencia y no da ningun critea@ponstruir
dicho conjunto: en efecto, no se excluye que algd@dos
elementos® seano individuable Es famoso fundamentalmente
por el hecho de que, aun siendo espontaneo (hasta des-
apercibido, entre muchos, a Russell), no puedeaitsg¢ucomo
teorema: de hecho se ha metademostrado quedesidible
Algunosconstructivistagseguidores de la Logica intuicionista,
por ejemplo) han resaltado, con placer, una crifiase puede
resumir con la siguiente pregunta ironica: “¢ Resglie, al fi-
nal, habéis sido obligados a caracterizar alguristemtes (po-
siblemente no individuables), asumiendo para elleda nue-
va propiedad, cual es la pertenencia a un nuevpim@o?” En
efecto, este axioma es una condicidén que limitaiplanente el
grado de no individuabilidad, antes absoluto, éet@s existen-
tes clasicos. No obstante, tales objetos quedatandinados
en cualquier otro aspecto que no sea el perteaegerconjun-
to; por lo tanto, pueden continuar siendo, en ggnabsoluta-
mente inalcanzables, sin que ello comporte cordeadh algu-
na. En otras palabras: aceptamos la ironia, pemtinc@amos
con inmutada consistencia hasta prueba contraria.

Como se ha dicho, se ha conseguido metademosiaelqu
axiomade elecciores indecidible e C, gracias a los resultados
de Godel (1938) y Cohen (1963) (los cuales tamigmllegado
a la misma conclusion parah#pétesis del continyade la cual
hablaremos). Pero ¢ por qué dicho axioma es nez@gdrprin-
cipio no pocos matematicos estaban convencidosi@@adrian
renunciar a €l; la opinidbn cambié cuando se ha \gste gran
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parte de sus consecuencias o0 equivalencias sativau opor-
tunas: también nosotros veremos alguna. Sin embakgxio-

ma produce también efectos indeseables que demats mas
adelante.

Todos los axiomas dBC son expresiones geimer orden

en cuanto los cuantificadores actian siempre y salboe con-
juntos, es decir, elementos del universo. De mada® en la
TeoriaTC no se consienten expresiones de orden sucesivo &
primero.

I1.6. Conjunto de los niumeros naturales

Antes de que la Teoria form&C trate los temas fundamen-
tales discutidos precedentemente, es necesarinirdefi ella
algunos instrumentos matematicos de base, aderhésnjien-
to de los numeros naturales. Lo haremos con ladite de
gue la explicacion sea completa, aunque sintetzandio po-
sible los aspectos técnicos: aun el lector questela una fu-
gaz lectura de éstos deberia ser capaz de segeinal

El axiomadel par.

OxOyCzOwWz < (W=X 0 w=y))

afirma que sk e y son dos conjuntos cualquiera, existe el con-
junto z constituido solamente porey. Introduzcamos la nota-
cion z={x,y} como abreviatura de dicho axioma; informalmente,
ésta se lee:Z'es el conjunto que contiene solamen&y como
elementos (denominado conjunttel par)”. Analogamente,
z={x} es una abreviacion del teore Ox[Cz0w(wllz <> w=X),

gue se deduce del axiordal par parax=y. Las escrituras que
usan llaves anidadas, representan otras abreadiiga espon-
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taneas. Por ejemplaz={{x}} es una abreviatura dez={t} e
t={x}” y asi sucesivamente. De tal manera, la escritura
z={{x},{x,y}} es la abreviatura de un teorema (bastante largo es
crito en extenso) que establece que, para cadéepanjuntox

ey, existe el conjunto que tiene como elementos uato que
contiene solamentey el conjunto que contiene solamextey.

Tal conjunto se llampar ordenado de x e y se indica breve-
mente cor(x,y). Es importante porque, a diferencia del conjunto
del par, distingue ardenentrex ey: en efecto, lgareja orde-
nadade yy X, es deciiy,x), es un conjunto distinto del anterior,
ya que contiengy} en lugar d€x}. Dados dos conjuntdsy B,

no vacios, se definproducto cartesianale A por B (notacion
A-B) el conjunto de todos los pares ordena@gg), conx ey
elementos arbitrarios, respectivamente Adg B. Traducido en
simbolos dél'C, dicha definicion corresponde a un teorema que
afirma la existencia del conjunto mencionado. Toolgunto de
pares ordenadds,y), conx ey elementos arbitrarios, respecti-
vamente, d&A y B (o0 sea, todo subconjunto deB), se define
relacion binariaentreA y B. Para el axiomale partes existe
también el conjunto de todos los subconjunto& d es decir,

de todas laselaciones binariagntreA y B. Una vez mas, en un
plano metamatematico, no se hace mas que llan@erde mo-

do un conjunto cuya existencia esta asegurada raatamente,

es decir, por un teorema. Finalmente, se ddfineién fde A en

B, unarelacion binariaentreA y B tal que, six,y)y (x’,y’) son
dos pares ordenados arbitrariosfdge tiene quex=x' - y=y’.

En otros términos, en uriancion la pareja de un elemento Ae

es un unico elemento @e(mientras un elemento d@epuede ser
pareja de mas elementos Ae El teorema que afirma la exis-
tencia del conjunto de las funcionesAlenB, para cad® y B

no vacios, es una secuencia bastante larga delsgmd®IC,
como habra intuido el lector. Este es un tipicde¢d®” deTC:
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enunciados incluso bastante sencillos, pueden ter@enorme
extension y complejidad; lo cual desanima cualquignto
practico de explicitar los teorema @€ en lenguaje puramente
simbdlico. Lo que es importante desde el puntoisia Vogico
es gque puede hacerse; paadlielo hace, no sélo porque el re-
sultado seria extraordinariamente dificil de Isarp sobre todo
porque no seria de ninguna utilidad. En cambid, lesstante ex-
tendida la notacion conjuntista “espontanea”, decdal son
ejemplo las llaves para indicar conjuntos y logptasis para las
n-uplas ordenadas.

Si f es una funcion entrd y B, con la notaciérf(x) se
acuerda indicala parejadex, elemento d#3; es decir, si, co-
mo antes, indicamos a éste Ultimo ggnse obtieney=f(x).
LimitAndonos a usar un lenguaje espontaneo, defmioma
correspondencia biunivocentre dos conjuntos y B: unafun-
cion fen la cualf(x) existe para cada elementale A y donde
Si X1 Z Xz entonces tambiéf(x,) # f(x2). Ademas, para cada
perteneciente B, debe existir urx de A tal quey=f(x). En po-
cas palabras, ur@rrespondencia biunivoantreA y B es una
funcidn “uno a uno” (mejor dichanyectivg que involucra a
todo elemento d& y de B. Este instrumento consiente a la
TeoriaTC “contar” los elementos de un conjunto, como aelara
remos.

En TC se puede demostrar el siguiente teorema: existe a
menos un conjuntdl, al menos un conjunte, al menos una
funcionsentreN y Ny al menos dos funciones “+” y “-” entre
N-Ny N, tales de verificar las siguientes condiciones:

1) XLIN

2) OXUIN (s(xLUN)
3) OXLIN (s(X # Xo)
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4) OxON OyON (s(x)=s(y)— x=y)

5) OXON (X+X%=X)

6) OxUIN OyUdN (x+s(y)=s(x+y))

7) OXON (X-%=Xo)

8) OxLIN OylN (X-s(y)=x+x-y)

9) OMUP(N) (1M edxIM(s(XIM)) - M=N)

donde para las funciones “+” e “-” se acuerda bscxiy y
x-yen lugar det(x,y) y -(X,y) No hay duda de que un lector
“optimista”, segun el mismo sentido dado en el primparta-
do, deberia concluir que los “espontaneos naturakssfa-
cen tales condiciones. En efecto, puegtd y s(x)=x+1, se
ve bien que las condiciones 1)-8) son equivaleatks ocho
axiomas dd?A. En cambio existe sin duda un poco de incerti-
dumbre para establecer el grado de afinidad denaicion
9), llamadaprincipio de induccién completaon el principio
de induccion ddPA: en efecto en la 9) se habla dealquier
subconjuntode N (P(N) es el conjunto de las partes Ng
mientras en el principio de induccion BA se habla de cual-
quier proposicién déPA con al menos una variable libre:
¢existe correspondencia exacta entre ambas cosmehas.
En todo caso, esta incertidumbre no parece cuestianes-
pontaneidad del principio de induccién completausisub-
conjunto cualquiera dd contiene el cero y el sucesor de cada
uno de sus elementos, entonces es totalmenteivotwgtie
contenga todos los numeros naturales. Y puestomqumiede
contener elementos que no sean tambiéN (Bendo un sub-
conjunto suyo), tendra que coincidir cbin Pero, aqui, estas
observaciones “confiadas” solo tienen el valor desancillo
comentario: recordemos que debemos rechazar cealgui
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tuitividad de los naturales y toda afinidad (sotw@o si no es
precisada claramente) de las citadas condiciones lg®
axiomas déPA

Ahora bien, resulta que existen infinitos conjurgas satis-
facen las condiciones anteriores. Sin embargo stedtos con-
juntos son entre elldasomorfos Definiremos mas adelante qué
es exactamente ulsomorfismoentre dos conjuntos: hacerlo
ahora seria una complicacion innecesaria. Por ehento es
suficiente anticipar el comentario, mas bien vatpgue la di-
ferencia entre dos conjuntos isomorfos arbitrakpg N, no es
operativamentaignificativa.

Sin suponer nada particular, deciniddsino de los infinitos
conjuntos, elegido arbitrariamente, que satisfdaercondicio-
nes anteriores. Lo llamaremosnjunto de los nUmeros natura-
les MedianteN, desarrollaremos los discursos sucesivos, obte-
niendo determinados resultados. Después, cuandennaddel
isomorfismg aclararemos qué consecuencias habria tenido et
el estudio realizado la eleccion de un conjunttirds isomor-
fo aN. Los elementos dN seran llamados nameros naturales
conjuntisticospara subrayar que tienen una definicion formal
y no intuitiva; de hecho, dado que pertenecen aamjuntq
éstos son tambi&onjuntos

Disponiendo deN y de sus elementos, @€ es posible de-
finir rigurosamente las-uplas de conjuntos, dondees un na-
tural conjuntistico simplemente, todos los conjuntos que pue-
den ponerse ecorrespondencia biunivoazon el conjunto{l,
2,..., n} Un criterio formal del “contar”. Ademas, se puede
definir también lasn-uplas ordenadago sucesione®rdena-
das o secuencias ordenadade n conjuntos(a;, a,... &), CO-
mo obvia generalizacion del par ordenado. Con tdisicio-
nes seremos capaces de formalizar rigurosamentéCeal
concepto de “secuencia ordenada de simbolos”,rqaesiene,
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como se ha visto, en lgsemisasde la mayoria de los Sistemas
axiomaticos. Solamente hace falta, previamente|agugimbo-
los del Sistema se conviertan en auténtemguntos

Consecuentemente, se pueden también generalizealdas
ciones aquellasr-arias entren conjuntosay, &,... &, son defi-
nidas como conjuntos deuplas ordenadas, constituidas por
un elemento de;, después uno d®,... etc., hasta,. Esto ser-
vira para la formalizacion de los predicados clésicomo ve-
remos.

[1.7. La unificacién de la Matematica

En apariencia, la potencia de la Tedraes desconcertante
para la Matematica. La formalizacién del concepmacdnjun-
to, en efecto, no produce como unico resultadedalucién de
los problemas expuestos anteriormente; sino queadeque
toda la Matematica ordinaria se pueda desarrodatrd de la
Unica Teoria axiomatica de los conjuntos. No olbsiaste es-
pectacular hallazgo epistemolégico esta condicionaat al-
gunas limitaciones fundamentales, que consideraitibse-
sumir, desde ya, en tres puntos:

1) Las ventajas ofrecidas por la unificacion cotigia son
exclusivamente de naturaleza conceptual y no peactn
efecto, como ya hemos observado, la completa faraaal
cion enTC de una proposicion incluso banal puede dar lu-
gar a una improponible complejidad.

2) Toda ambigiedad semantico-légica resuelta péortaa-
lizacion ofrecida por la TeoridC, no “desaparece”, sino
gue se vuelve a presentar en la metamatematicdefune
e interpreta el lenguaje de&.
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3) No siempre la representacion®d es capaz de reproducir
fielmenteel Sistema original, incluso en el caso de que ést
sea formal.

Naturalmente, intentaremos ilustrar con la mayorfysrdi-
dad posible los ultimos dos puntos. Por lo queaespal mas
importante de ambos, el tercero, serd necesarevadpasta la
tercera Parte del libro.

Empezaremos aclarando cual es la Matemaircinaria
gue puede representarseTéh SeaSCun Sistema axiomatico
clasico cualquiera. Las reglas gramaticales y dediscespeci-
fican colecciones: de las proposiciones y de loeetaas. Si es
posible interpretar dichas colecciones con lossetiéela Teoria
TC, es decir corconjuntos el Sistema axiomatico se diré-
presentableen TC. Como se ve, es una condicidén bastante am-
plia. Si recordamos la definicion de Sistebien definido alli
se habla de “conjuntos”, o colecciones, de propmsss Y teo-
remas. Ahora bienfC ha sido construido precisamente con el
objetivo de hacer que sus entes matematicoscdaguntos
sean lo mas parecidos y analogos posible a loguetms”, o
colecciones, metamatematicos; asumiendo que elayserea-
lizado de manera satisfactoria, se convendra qie $stema
axiométicobien definidg formal o no, es representable EQ.
Por lo tanto, seguidamente admitiremos que la Matieen re-
presentable eiC es simplemente toda aqueb&n definida
es decir, toda aquella que normalmente se consilfEtema-
tica”.

La técnica de representacion B@ es sencillamente aquella
de formalizar en su lenguaje lpsemisasdel SistemaSC es
decir, los axiomas y las reglas, gramaticales yudiehs, de
este ultimo. Por tanto, la metamatematica que fuadgeoria
axiomaticaSCse codifica en el lenguaje conjuntist& mis-
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mo se representa dentro @€ como un conjunto de conjuntos
(lamado en ocasioneBstructurg. A continuacion veremos
con cierto detalle como esto se lleva a cabo yesugbn sus
consecuencias. En todo caso, no es prematuro espaza
punto critico de la cuestidon. La semantica que dugldSistema
arbitrarioSC puede dividirse en dos partes: la semantica +elati
va a las premisas del Calculo predicativo clasmonél del
primer orden en el que el Siste®&@se basa (que diremoka-
sica); y la semanticgropia, relativa a las premisggopiasde
SC Con “relativa a las premisas”, incluimos tanteémantica
guedefinelas premisas, como aquetiantenidaen las premi-
sas (si el Sistema es formal, solamente las rggéasaticales y
deductivas contienen semantica). CuaBdbse representa en
TC, la semantica clasica “desaparece” solo aparemntemen
efecto, ésta “vuelve a entrar”, sin cambios, erptasnisas cla-
sicas deTC. La eliminacion de la semantica propia, sin embar-
go, en general convierte en fi@ (en un sentido que dentro de
poco precisaremos) la representaciors@econ todas las con-
secuencias que ello supone.

Examinemos con mas detenimiento los pasos de haafor
lizaciébn, manteniendo el empefio de no cansar &brieon
demasiados tecnicismos. Las proposicioneS@se especifi-
can por sus reglas gramaticales, cuya parte sustaipor
norma preponderante) esta constituida por las segiamati-
cales del Célculo predicativo clasico formal dehyar orden
en el queSC se basa. El primer paso es la definicionTé€h
del conjuntode todos los simbolos usados & llamémoslo
S Son parte d& los simbolos clasicosiot, o, 0, etc.; pero
éstos deben ser considerados como conjuntos, pyestmdo
elemento de un conjunto es un conjunto. Por lootasgran
objetos queorrespondera los simbolos clasicos pero, en rea-
lidad, absolutamente distintos de ellos. Los digtiremos
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con un asteriscanot*, o*, 0*, -* etc.. Del mismo modo,
debe introducirse un conjunto en correspondencia todo
predicado y simbolpropio deSC Por poner un ejemplo muy
sencillo, supongamos que &€ esté definido el predicado a
dos variables X es triple dey”, representado por la notaciéon
T(x,y) y oportunos axiomas. Puesto quey son variables en
un conjunto universtJ, el conjunto de pares ordenados<ae
y tales que es triple dey, es un subconjunto d¢ U, es decir,
una relacion binaria entig y U. La formalizacién dd(x,y)
comienza, por tanto, con la introduccién de un wotg de
par ordenado que podemos llantgy); : por ahora sencilla-
mente un elemento genérico deU. Suponiendo quex‘es
triple dey’ sea el Unico predicado, tendremos por tanto:
S={not*, o*, 0O%* etc., x*, y* a* etc., g,... pn*, (X,\¥Y)h},
dondep;,... p, son los simbolos propios &Cy (x,y)LU-U.
Si esta presente también la igualdad (una circanstamuy
comun), se introducird otra relacién binaria, cugenérico
elemento podriamos llaméx,y)-. En general, para todo pre-
dicado an variablesP(xs,...%), se introducira una relaciam
aria entre elementos dé&' (es decirU-U-...-U n veces). Esto
es suficiente para lo que ahora nos importa, es,dera la
definicion de los simboloS; pero, naturalmente, los pares (0
n-uplas) introducidos deberan luego caracterizarsbase a
los axiomas que definen formalmente los predicados.
Completada la definicién dg se pasa a definir el conjunto
de las proposiciones &L llamémosldP, es decir, el conjunto
de oportunasecuencias ordenadake elementos dg& La for-
malizacion de las reglas gramaticales del Calcldlsian, pro-
cede sin problemas; como ejemplo, formalicemo3 naun
adoptando la notacion espontanea, la regla graamhatplicita
“si A es una proposicion cualquiera tambiémAlo es”
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(S, &,...5)UP — (not*, 51, S,... $) UP, O(s, ... §) IS

Naturalmente ésta no es mas que una expresiontdedin
implicita deP.

Para completar la definicién d&se deben, pues, formali-
zar las reglas gramaticalgsopias de SC Normalmente, la
semantica que define las reglas gramaticales mwogéalos
Sistemas clasicos se limita a usar conceptos plentnfor-
malizables en el lenguaje conjuntista; en ellactpiente,
como se ha visto en los ejemplos al comienzo e lise usa
de nuevo el concepto de “secuencia ordenada”, goensos
perfectamente formalizable &rC. En términos mas exactos,
gueremos decir que toda proposicion (correctap@es re-
presentable con una oportuna cadena de simboldCdg
gue una vez fijada una cadena cualquiera de siml@EdC
es posible concluir, con sélo el analisis de sweecia, si tal
cadena representa 0 no una proposicion (correet&CdEn
este caso diremos, precisamente, que las reglasagicales
propias somreproducidas fielmenten el lenguaje conjuntista;
o bien, que la seméantica que las define quedamigaisin
defectos en la codificacion @C. Como deciamos, no es en
absoluto limitativo suponer que esto se verifigeengre: por
norma, en efecto, el respeto de la gramatica oleesidamen-
te a principios de idoneidad “estructural” de laspwsicio-
nes; y, en todo caso, un eventual (inusual) cotéreduci-
blemente semantico en la seleccion de las propossi
puede ser englobado en las reglas deductivas,as de la
definicion del objetivo final: los teoremas.

Pasemos a la definicién de los conjuntos de losnaas y
de los teoremas d&C que llamamo#l y T. Como antes, entre
los axiomas y reglas deductivas, podemos distingpuar parte
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clasicay una partgropia. Para la parte clasica, se impone en
primer lugar que toda-upla ordenada de simbolos-conjunto
representada por un axioroksicode SC sea elemento d.
Luego se formalizan las reglas deductivas clasloasjal pro-
duce caracterizaciones implicitas paraComo hemos esboza-
do en el ap. 1.6, las reglas deductivas del Calcidsico re-
quieren distinguir si cada variable contenida ena un
proposicion es aparente o libre. Pues bien, estdeptraducir-
se sin problemas en el lenguaje conjuntista, gsagila forma-
lizacion de “secuencia ordenada”; por ejemploaaés de ella
podemos codificar el hecho de que una variableeaprece-
didade O* o L*, en cuyo caso sera aparente. Consecuente
mente, la formalizacion daustituciony modus ponense reali-

za sin dificultad. Por ejemplo, faodus ponense codifica con

la siguiente expresion definitoria implicita @e

((sy,...s)0(HoT) e (s,...$, - *,t1,...5) O (HOT)) = (ty,...1n) OT,
a(sy,...s)LUP

La definicion del conjuntol debe ser completada con la
formalizacién de todos los axiomas y reglas dedastpro-
pias Como hemos anticipado, éste es el punto crifiote to-
do, tales reglas, para funcionar, podrian necdsitasignacion
de un valor semantico para las proposiciones, ga casoSC
no seria formal. Evidentemente, el lenguaje sinabdtiel for-
mal TC no podra reproducir este tipo de deduccioneseBin
bargo, incluso en el caso en b€ sea formal, podrian surgir
problemas. Recordemos que el respeto de la forathpdra el
Sistema, impone solamente que las proposicionés @sivas
de significado; pero la definicion de lpsemisasdel Sistema
se realiza con un lenguaje semantico sobre el mudiemos
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hecho ninguna hipotesis particular. Por ejempledpecifica-
cion de la coleccion de los axiomas propios quaisele a los
clasicos, podria no ser plenamente reproducibldeeguaje
conjuntista formalizado. Para poner un ejemplo o sess

un Sistema formal dotado de un modklppara el cual supo-
nemos un buen grado de intuitividad e inequivodddul de
ambito metamatematico (como el modelo euclidianolade
Geometria). Consideremos ahora el Sist&habtenido deS
afiadiendo como axiomas todos los (infinitos) eradas deS
que, interpretados évl, resultarverdaderos Si S estabien de-
finido y si, como estamos suponiendo, no hay problemias pa
interpretar un arbitrario enuncia@ioenM y extraer su valor de
verdad, entonces tambié®’ estabien definidg siendo sus
axiomasdistinguibles(ap. 1.9). Ademas, la formalidad es res-
petada: es necesario interpretar los enunciad&eteM, solo
con el fin de establecer si son 0 no son axiomds';dea vez
hecho esto,S’ deduce sin atribuir ningln significado a los
enunciados, com&. Pero, ¢es posible reproducir en lenguaje
formal conjuntista el reconocimiento de que cietmnciado
de Ses un axioma d&? EnTC no hay dificultades para defi-
nir un conjunto que represente la coleccion dealdemas de
S’, porque, como veremos pronto, es posible tantodbzar el
concepto de modelo, como introducir uin@acion que repre-
sente la verdad relativa al mismo. Pero definicomunto para
representar una coleccion no significa necesaritanbaber
traducido formalmente todas las propiedades querssideran
metamatematicamente validas para la misma colecgjguor
tanto, todos los criterios que consienten conaugxcluir si
cierto elemento pertenece a dicha coleccion (eo cago, pre-
cisamente, se dice que la representacion de lacioteediel).

En nuestro caso, el criterio implica el conceptoreelad rela-
tivo al modeloM; y, como ya hemos constatado en la defini-
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cion de interpretacion del ap. 1.3, la verdad falimada toma
distancia de la verdad semantica. Claramente,rdraledeTC

no fuera posible reconocer todos los axiomasS'déampoco
seria posible reconocer todos los teoremaS’dEn concreto,
seat un teorema d&C y el conjuntat* la secuencia ordenada
de los simbolos-conjunto correspondiente a éstECISI T es

el conjunto que representa la coleccion de loeteas de&SC

a la demostracion de ques un teorema deC existente e in-
dividuable en el seno d&C (por subuena definicid)) deberia
corresponder la demostracion del enunciad[1T” en el seno
deTC. En el caso, pues, en que la representacion dstpno
seafiel, tal demostracién podria no estar ya disponildege
cir, “t* T” ser indemostrable eRC. En otros términos, la me-
tamatematica relativa al Sisteri@, podria no reconoceéndos
los teoremas de la Teor&C aqui representada. Porque ella no
puede suplantar enteramente la metamatematicaeqrefesia

al original Sistem&C (la cual ha sido eliminada en la repre-
sentacion conjuntista).

Aunque por el momento falten pruebas directasalédeli-
dad (y aun se puede esperar que todos los Sistemaslés
seanfielmenterepresentables), parece, pues, del todo oportunc
considerarla como posible. No obstante, no dareaigos peso
conclusivo a la charla anterior: la finalidad, baatjui, ha sido
solamente plantear la duda. Solo en la tercera Pemtefecto,
cuando se tendra a disposicion el concepttudeion recursi-
va, podremos formalizar el conceptofitelidad representativa
y tendremos ejemplos incontrovertibles. Entoncesentare-
mos también que, en rigor, no hay nada que imgitdroducir
en la metamatematica definitoria del SistéeR@a toda especie
de semanticaropia relativa a las premisas de un Sistema cual-
quiera; es decir, de obviar siemprentafidelidadrepresentati-
va. El problema, mas bien, es el precio pagadofrgegaria la
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ventaja principal de la representacién conjuniista

Entre los axiomas propios estan los que definemdbr
mente los predicados; en los casos comunes, suctrién
conjuntista no da problemas dielelidad Por ejemplo, en
nuestro caso, el predicadgx,y) puede ser definido integral-
mente por la condicionT(x,y)}—»x=3-y'. Por tanto, la siguien-
te expresion conjuntista:

OxOU OyOU (XY, <%, X*, =*, 3%, -* y*) OH)

traduce fielmente su significado. Los axiomas de #go, que

contribuyen a definir el conjuntd, completan la codificacion
de los predicados en los correspondientes conjuocbostitui-

dos pom-uplas ordenadas dé&

Finalmente, gracias a la discriminacion de la \deis libres
y aparentes, es también posible distinguir el sujocdo de los
enunciadosE, deP; con ello se concluye la representacion de
SCenTC, puesto que en ella hay una reproduccién de todo
aguello que el SistenfaC puede expresaPy, afirmar €), su-
poner H) y concluir {).

Por lo visto, aparte de los problemas fakelidad, parece
que la representacion @iC puede realizarse siempre. Esta fa-
llaria en un sélo caso: 3IC fuera inconsistente, mientr&cC
consistente. En efecto, en tal ca%0 puede deducir cualquier
cosa, comdsy,...s)UT y también(not*, s,...5)UT y entonces
T no puede representar el conjunto de los teorem&CdLa
representacion d8C “pasando a través” del inconsisteiitg,
se viciaria. Suponiendo enton¢ES consistente, que es lo que

12 En efecto, encontraremos que esto implicaria idigie de laefectiva
axiomatizabilidadde TC (una directa caracteristica de “mecanicidad”, como
veremos), aun respetando su formalidad.
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de ahora en adelante haremos siempre, se debearaglmita
representacion de un cualqui@&@enTC, realizada en el mo-
do descrito, funciona siempre, inclusdS€ fuera inconsisten-
te.

En definitiva, la reduccidén conjuntista impone aglainico
lenguaje metamatematico que, todo lo mas, puedasseto en
Matematica sea aquel que se refiere al Sistema méieo
TC: el de todos los demas Sistemas axiomaticos rseneli En
general, con los posibles problemasndefidelidadque hemos
esbozado. Subrayemos que la metamatematica “qde, |to
mas, hace referenciald’, no es solamente aquella que funda
TCy que se usa en sus demostraciones: sobre |lalbdseb-
servado en el ap. 1.3, ésta inclugda propiedad semantica su-
ficientemente clara y rigurosa que, eventualmeseged€cir, no
necesariamente), haga referencia al solo Sist@n&or ejem-
plo, forma su parte el mismo reconocimiento dedaneidad
de la representacion 8iC de una cierta Teoria axiomatica cla-
sica.

No es posible represent&€ en el mismdl'C. Por ejemplo,
los simbolos clasicasot, o, I, etc., que aparecen en los axio-
mas definitorios de la Teoria clasit&, aunque sean los mis-
mos que se utilizan en cualquier otra teoria cdésio pueden
ser reducidos a conjuntos, puesto que jsirven @ayai definir
los mismos conjuntos! Por lo tanto, el “conjunt@’lds propo-
siciones o de los teoremas @€ no puede ser definido en el
mismo TC: es decir, no puede ser aganjunta Asi, por ejem-
plo, elmodus ponensaparecera en forma irrenunciablemente
semantica en seno BC. Conforme a cuanto ya afirmado, la
semantica clasica de los Sistemas representadb€ ea rein-
troduce a través de la misma definicionTd& No podria ser
de otra forma: un tipo de irreducible metamateraatis indis-
pensable en la fundacion de todo Sistema axiomatdoanal,
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como sabemos.

En TC es posible formalizar el problema de la consiséenc
de un Sistema clasico alli representado. Por enigplexpre-
sion: Cp(pUE e [OT) enuncia que existe un enunciadoSie
que no es un teorema 8€ y por tanto la consistencia &&

Si ésta (0 su negacion) fuera demostrable, es,dmdirera un
teorema derTC, resolveriamos el problema de la consistencia
paraSC sin olvidarse de que todo ello eb&jo la hipdtesis de

la consistencia para T(Me todas formas, veremos dUE esta
“bastante lejos” de sezompleto por tanto es posible que el
enunciado mencionado sea indecidible. Asi, no egocigue
TC pueda resolver la consistencia de todos los Sistexia-
maticos clasicos; no obstante, esto ocurre paradadas fun-
damentales de la Matematica, como pronto desamiloise

Asimismo, debemos resaltar qU€ consigue representar
fielmentetodas las usuales Disciplinas matematicas formales
Detengamonos, por ejemplo, BA El Unico elemento critico,
como se ha visto, es el principio de inducciéon.t&usalmen-
te, éste hace referencia a “sustitucion” y “propidsi con al
menos una variable libre”; conceptos que, comoeyaas ob-
servado, pueden ser traducidos perfectamentelenglaje de
TC gracias al concepto de “secuencia ordenada”. Unans-
tancia analoga se verifica para todas las Disapliolasicas
comunmente usadas en Matematica.

[1.8. Teorema de correccion

Finalmente, llegamos a cOmiC resuelve los problemas
precedentemente expuestos. Obviamente, la espaiaraau-
lar por arte de magia las ambigliedades descrittdazs sien-
do ella misma, a fin de cuentas, una Teoria axica&omo
las demas. En efecto, veremos que las resuelvdgsademas
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Sistemas clasicos, asumiéndolas ella misma. Esto esdicio
bastante elocuente sobre la naturaleza real destdajas de la
unificacion conjuntista de la Matematica.

Los conceptos daterpretaciony por tanto danodelode
un Sistema axiomatico clasico representadd®@rpueden ser
definidos formalmente en el mismicC, codificando en len-
guaje conjuntista la definicion daterpretaciondada en el
apartado I1.3. Esta claro que esto no se pueder Ipara el
mismo Sistemd C. La definicion enlC de una interpretacion
para el propidl C pasaria por la definiciéformal del conjun-
to universoU, en el cual varian todos los entesTdg es de-
cir, todos los conjuntos; por tantbse contendria a si mismo,
lo que no estad consentido, como sabemos. Es sdgtn
gue hayamos topado con la enunciacion de dichaphuin-
que crucial, puntualizacién, Gnicamente en un dutbinain-
terpretacion de T@s por lo tanto un concepto completamen-
te distinto de la interpretacion de cualquier oBstema
axiomatico representado arC: su caracter informal es im-
prescindible. No queda que definirlo mediante @sdiciones
citadas en el apartado 11.3; pero sustituyend@mehino con-
junto por un sinénimo irrenunciablemente semantico como,
por ejemplo, “coleccion”. Asi, como consecuenciatanme-
tematica de haber formalizado el concepto de conjumne-
sulta que necesitamos un concepto similar peranmdt En
otras palabragjecesitamogn todo casan concepto ineludi-
blemente semantico de “conjunto”. Para los enttesade la
Teoria axiomatica de los conjuntos, el resurgir awlcepto
decoleccionde las cenizas del concepto informal de conjunto,
revela que la TeoridC ya es inmejorablemente fundamental;
para los detractores de la misma, jque es inUgéHuriremos

13 Graham Priesin Contradiction: a Study of the Transconsistent
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mas tarde ambas posiciones opuestas.

Seguidamente, convendremos poner entre comilla$rios
delos” deTC para recordar que éstos son conceptos informali-
zables, necesariamente semanticos. Por otra gatteera de
esperar: una interpretacion de un Sistema axiomayicpor
tanto un modelo suyo, es un concepto intimamemeéusEco;
no es, al final, mas que una coleccién de fragpsfigiativas.
¢, Qué sentido tendria intentar eliminar el signdfaa En efec-
to, éste no puede desaparecer: en los mismos Ssteaoma-
ticos representados @it el significado se reintroduce a traves
de la interpretacion de las proposicionesT@e En otras pala-
bras, cuando se considera un “modeloT@e también los mo-
delos de las Teorias representadasi€naqui objetos pura-
mente simbdlicos, recobran valor semantico, es rdeci
significado.

Un punto fundamental para realizar la deseada fiarana
cion, es la definicién emC de unauncion de verdadelativa
a la interpretacion. En ella se introducen novesdauleciales.
De hecho taffuncion llamémoslav, no sélo debe asociar a
cada enunciado de la Teoria clasica representastalon®Vv’

o0 “F” satisfaciendo los puntos b) y c) del ap. Il.3)cstam-
bién satisfacer otras oportunas condiciones “clayes’ ponen
los valores V" y “F” en relacién con los conectores l6gicos y
cuantificadores del Calculo predicativo clasicarat de pri-
mer orden (antes reducidos a conjuntost, o*, [I* etc.).
Citaremos solo dos condiciones:

la)v(s,s,...$)=V < v(not*5,s,...5)=F, O(s,...5) U E
1b)v(s,s,...5)=F < v(not*§,s,...)=V, O(s,...5) UE
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2) ((v(s1,---s)=F)o(V(th, ... h)=V)) V(s S5, 01, .. )=V,
0(sy,...s)UE, O (0n,...y) UE

dondeE indica el conjunto de los enunciados. El primar gm
sencillamente la formalizacion de los principioshdecontradic-
cion y tercero excluido. La segunda, forma partéadenuevas
clausulas y establece que a un enunciado del Ape*B” se le
asigne el valorverdaderosi y solo si ‘A’ tiene el valorfalso o
bien (no exclusivo)B” el valorverdadero De ello deriva que si
“A’y “A—*B” son ambosrerdaderostambién B” debera ser
necesariamenteerdadero Por consiguiente, estas condiciones
establecen explicitamente la correccion del modusepsen
todo Sistema clasico representadol€n analogas clausulas es-
tablecen la correccién de las otras tres reglagatieds clasicas.
En definitiva, se obtiene entonces qodo modelo de cualquier
Célculo predicativo clasico formal del primer ordes un mo-
delo correcto(teorema de correccion). En efecto, susodichas
condiciones imponen explicitamente considerar le8a@oncep-
tos de verdad que reflejan el significado mas tintuide los co-
nectores légicos y cuantificadores; o, lo que emismo, res-
tringen las interpretaciones a aquellas en las esudbs
conectores clasicos obedecen a las acostumbrdnias de ver-
dad; con el resultado de que todos los modelosceoectos.
Asi, la demostracionrigurosa de la correccion se obtiene sin
ningun criterio especial o revolucionario, sinockaMmente res-
tringiendo el ambito de las interpretaciones.

Como consecuencia de la formalizaciomuzdelg también
la propiedad de quodo Sistema clasico con un modelo es
consistentese convierte eteoremadeTC. Pero, naturalmente,
cuando aplicado al mismiiC queda unmetateoremakEsto vale
también para laorreccionde sus “modelos”: recordando las
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criticas al metateorema de correccion, patano queda mas
gue asumirlas convenciones metamatematicas correspondien:
tes a las condiciones formales ahora definidagub significa
sencillamenteonvenirde limitarse al significado comun de los
conectores légicos y cuantificadores, resultandodaos” ne-
cesariamente correctos, si existentes, p&xa

Naturalmente, es muy importante du@ tenga al menos un
“modelo” correcto. Si no fuera asi, se producinaduamatico
desmoronamiento de la conjuntistica. De hecho, sgtuifica-
ria, segun los principios de la Logica clasica, goerealidad
no existe unacoleccion (recuérdese, un concepto inevitable-
mente semantico) de objetos llamadorjuntosque satisfacen
las premisas d&C y que constituyen una interpretacién clasi-
ca. Por ejemplo, aunqueC deduzca que “existe el conjunto de
los numeros naturales”, es decir, en concreto,aaciena del
tipo “CN(LN e ...etc.”, desde un punto de vista seméantico
(metamatemético), dicho conjunto no seria integiet no
existiria. Caeria asi la correspondencia entréngbao “C” y
su correspondiente concepto semantico. El desarused
transmitiria a todo Sistema axiomatico represen&diC, por
lo que afectaria a todos los teoremas de la Matesnd@produ-
cible enTC. Por otra parte, si todo “modelo” d€ fuera inco-
rrecto, por las mismas razones, no existiria uterpretacion
en la cual todo teorema de la Matematica reprotkig@bTC
fuese ciertamente verdadero. Inversamente, unoieesulta-
dos mas deseados es justamente la posibilidad aresttair”
modelos correctos para las Teorias axiomaticasafuedtales
a partir de un “modelo” correcto deC, como veremos dentro
de poco.

Por suerte, para garantizar la existencia de “nosteto-
rrectos pard C, basta la hipétesis (ya descubierta como nece-
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saria) de que éste sea consistente: en tal casajsincia y
correccion de sus “modelos” estan aseguradas tespeente
por el metateorema de completitud semanticaya metade-
mostracion, valida para el Calculo predicativo ickadormal
con igualdad que fundaC, puede generalizarse facilmente a
todo TC porque solo se afiaden 17 axiomas exhibidos) elpor
ahora citadanetaeorema de correccion.

¢ El teorema de correccion vale para todo Sistedscol?
El problema surgiria a causa de las reglas dedsgpiopias
del Sistema: puesto que hemos admitido total arigttad so-
bre las mismas, no es seguro que siempre searctag;raatu-
ralmente. En los casos normales, de todas forregajede es-
tablecer una oportunaonvencion La idea es eliminar las
reglas deductivas propias, sustituyéndolas poromjuato infi-
nito de axiomas (si fueran finitos, significarizedos teoremas
propiospodrian enumerarse finitamente y las reglas dedsct
propias no serian necesarias), dejando sin modiicadmi-
tiendo que esto sea posible — el conjunto de lmeteas de la
Teoria original. Esto comporta convenir dae cuatro reglas
deductivas del Calculo predicativo clasico formal grimer
orden sean las Unicas reglas deductivas del Sisteldsica
las demas, aquellgsopias se deben reconsiderar como gene-
radoras dexxiomas Con esta nueva apariencia, éstas se llamar
ahora “esquemas axiomaticos”. La ventaja eseneiastia es-
trategia, desde un punto de vista meramente poaci que
todo modelo del nuevo Sistema es un modelo correcto
cuanto todas sus reglas deductivas son corféctas princi-

14 Este asunto normalmente es omitido en los textosmles, donde en
una Teoria com®@A, por ejemplo, el principio de induccién se consadgn
mAas un esquema axiomatico. Aqui se ha querido mrsena justificacion
de por qué conviene trabajar con Sistemas dotaglo¥iditos axiomas; co-
sa que, fundadamente, podria parecer una inconipleenemplicacion.
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pio, evidentemente, no es seguro que eso se paeda siem-
pre, que el Sistema resultante se manténga definidocomo
el original. Pero no existen problemas en los casosales, es
decir, en todos los Sistemas de interés comun.f&stoe en
cada uno de ellos, las reglas deductivas propigaieden in-
terpretar sin dificultad como esquemas axiomatous gene-
ran axiomaglistinguibles(es mas: normalmente incluseci-
dibles una condicion bastante mas fuerte, como veremos)
Considerando que por norma también las reglas gicates
propias siempre estan privas de ambigliedad (tal de ncaalte
la distinguibilidadde los enunciados), se tiene entonces la cer-
teza de ldbuena definicionpor lo ya probado en el ap. 1.9.
Examinemos el ejemplo emblemético del SistéPda Su
principio de induccion lo reconsideramos como gader de
axiomas en lugar de teoremas. ¢ COmo hemos altetasis-
tema original? Todo teorema de éste Ultimo es @migorema
del nuevo Sistema, en cuanto todo axioma es urerteor
Ademas, las cuatro reglas deductivas no distingugaticita-
mente entre axiomas y teoremas cuando deducermjdtoplo,
el modus ponendeduce B’ a partir de A’ y “A—B”, indife-
rentemente de si uno de estos enunciados, 0 alsdEs,axio-
mas o teoremas. Por tanto, todo teorema que plettiecidse
en el nuevo Sistema puede también deducirse emgaial. La
diferencia, pues, es solamente estructural. Adeseasconoce
gue losaxiomas inductivosondistinguibles se debera verifi-
car que el primer simbolo sefl,“después que siga un enun-
ciado que mencione la constan@, “después que siga el sim-
bolo “¢’, etc. La claridad de las reglas gramaticagdespiasde
PA, permite después concluir metamatematicamentéaglis-
tinguibilidad de los enunciados se conserva. Por lo tanto, el
nuevo Sistema estéien definidg como el Calculo predicativo
clasico formal de primer orden con igualdad enus se basa.
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Esto se repite para todos los demas Sistemas d@ncionerés
matematico.

Seguidamente asumiremos siempre, tacitamente siaifpo
dad de esta convencion para todo Sistema cla&ogparticu-
lar que el Sistema obtenido esté bien definkio tales nuevos
Sistemas, pues, los esquemas axiomaticos no skas guc-
tivas, sino sélo una técnica para indicar una cobecinfinita
de axiomas del Sistema. Recordemos que, en todo taka
demostracion puede referirse sélo a un niameroofuhét axio-
mas 0 no podria ser de longitud finita (una dectawdiciones
debuena definicidh

En sintesis, el efecto de esta convencién esdffilsolo los
modelos correctos del Sistema original: suxdelos incorrec-
tos dejan de semodelosdel nuevo Sistema. De hecho, si son
incorrectos, sera debido a las reglas deducpvagias como
se ha concluido; en especial, algunos teoremascitEdume-
diante éstas seran falsos, en tales modelos. E#odichas in-
terpretaciones no pueden seodelosde un Sistema en el cual
esos teoremas son reconsiderados como axiomas.

Como consecuencia de tal convencion, el teoremaoee
rreccion vale para todo Sistema clasico, inclusdonmal: de
ahora en adelante, simplemente podremos hablanatkelg
refiriéndonos a un modelo necesariameoigecta

La convencion ahora expuesta tiene como conse@ugoei
la no fidelidadde la representacién €rC de cierto Sistema
axiomatico clasico, puede tenerse soélo en la foraEbn del
conjunto de losaxiomas propios Recordemos que segun la
buena definiciordel Sistema y las pretensionesTdg no de-
beria haber nunca problemas para representar dmfjanto
en TC, llamémosloH. Pero la conclusion metamatematica de
gue cierto enunciada es un axioma (existente e individuable
en el Sistema original, segunlsuwena definicié)) podria ya no
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estar disponible efC; o sea, el enunciad@*[H” ser inde-
mostrable enfC. Naturalmente, tampoco seran reproducibles
en TC todos aquellos teoremas de la Teoria que requidran
axiomaa.

[1.9. Completitud sintactica y completitud semantia

Gracias al teorema de correccion, los teoremasidiewer
Sistema clasico sorerdaderos cuando interpretados en un ar-
bitrario modelg enunciados asi se diran en sintesiBdos
aunque preferiremos repetir a menweodaderos en todo mo-
delo para evitar equivocos. Espontaneamente surge faipia
de si, en un Sistema que admita modelos, las prpossva-
lidas deben ser necesariamente teoremas de la misma.Teor
Si no, nos causaria una contrariedad: tendrianamopiciones
verdaderas en todo modelo (y por lo tanto, epistegamen-
te bastante importantes) que el Sistema axiomaticgeria ca-
paz de deducir. En estos casos, se podria aunmirecun crite-
rio “externo” al Sistema para intentar descubrjrias criterio
gue incluso se ha axiomatizado con la introducdémC; sin
embargo, veremos que el resultado de tal métodestévase-
gurado. La bella propiedad de que todas (y soéesspioposi-
cionesvalidassean teoremas, se llam@mpletitud semantica

Para evitar confusiones con la completitud sintacyi para
simplificar, indicaremos a menudo sencillamente campleti-
tud la completitud sintacticamientras el términe-completitud
indicara aquella semantica.

Lo primero que haremos es justificar el nombrendetateo-
rema de completitud semantica, el cual, como hewigts,
afirma quesi cualquier Calculo predicativo clasico formal del
primer orden es consistente, entonces admite absman mo-
delo. La razén es que éste implica también la s-corydepa-

113



ra el Sistema, en las mismas hipétesis. Sea, etogfun Sis-
tema de este tipo. Por el metateorema, admite mbsnen mo-
delo. Supongamos, pues, gkesea un arbitrario enunciado
verdaderoen cada modelo d&y busquemos la conclusion de
gue es un teorema. Es imposible @lsea la negacion de un
teorema: debido al teorema de correcciérgeria falso para
cada modelo. Supongamos pues Eusea indecidible; en este
caso sabemos que el SisteB¥mnotEesconsistente. Puesto que
notE esun enunciado del primer orden y no afiadimos ninguna
nueva regla deductiva, tal Sistema todavia es Urufogredi-
cativo clasico formal del primer orden; volviendagalicar el
metateorema, concluimos que posee modelos, pareubiss
notE esverdadero. Pero tales modelos son también modelos d
S porgue satisfacen todos sus axiomas; por lo t@aiohipo-
tesis,E tiene que ser verdadero en éstos: imposible. Ndague
gue admitir qués esun teorema d&, es decir qu& es seman-
ticamente completo.

Volvamos ahora a nuestra pretension con respedts a
Sistemas axiomaticos clasicbgen definidosa la luz de los
dos tipos de completitud. Consideremos un Sistel@sico
bien definidg dotado de modelos y por tanto consistente. La
circunstancia mas feliz seria el caso en que k@& esté
completo: en efecto, cada enunciado que no seaarerha
se podria reconocer, en cuanto negacién de unniabteEl
conjunto de los teoremas seria por tadigtinguible Ade-
mas, el Sistema seria también semanticamente ctompie
efecto, no pueden existir enunciados verdaderasada mo-
delo que no sean teoremas: aquellos que no soanesy
son negaciones de teoremas y por lo tanto falsoto@nm

15 Naturalmente, todo teorema es reconocible a trdeésu demostra-
cion, que debe existir por laiena definicién
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modelo. En conclusion, la completitud sintacticaida a la
existencia de modelos, es una combinacion bassatitsfac-
toria.

Si en cambio el Sistema clasico con modelos esnpt=io,
podemos ciertamente reconocer las negaciones deedos-
mas; pero quedan los enunciados indecidibles psmutheir, si
se quiere que el conjunto de los teoremasistimguible Este
deseo no es “retdrico”, sino que esta ligado awemaja con-
creta: el descubrimiento de que el genérico endndiaea in-
decidible, implicaria que los esfuerzos por denaosirconfu-
tar | son inatiles y sugeriria inclulro notl entre los axiomas.
Tal proceso, repetido, podria incluso hacer corapdtSiste-
ma; al menos, ésta parece por ahora una espenTsaa

Si el Sistema en cuestion (con modelos e incomplé&e
mémosloS, es s-completo, existe un criterio para recontmser
enunciados indecidibles. En efecto en tal casdodian arbi-
trario enunciado indecidible, los Sistentsl y S+notl deben
admitir modelos y el criterio para reconot¢gpuede consistir,
precisamente, en encontrarlos. [Es facil concloimgpé deben
admitir modelos: sb+1 no admitiese modelos, significaria dque
es falso en cada modelo 8epero entoncesotl seria verdadero
en cada modelo d8y, por tanto, un teorema por la supuesta s-
completitud; esto contra la hipotesis de ¢ues indecidible. Al
mismo absurdo semantico se llega suponiendoSyumtl no
tenga modelos]. El problema de la determinaciétoslenode-
los, por cierto existentes paal y S+notl, puede enunciarse en
el lenguaje formal d&C. Sin embargo, como sucede para cual-
quier otro ente matematico de la Légica clasicamaaelo po-
dria ser no individuable, aunque existiendo. Extefemientras
el problema de suepresentabilidades siempre solucionable
mediante una oportuna convencion metamatematiceofyse-
cuentemente, denotacion de la interpretacion)neh@ado M
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es un modelo d&+I", por ejemplo, podria sendecidible en
TC. Veremos, en efecto, qUe€ es “irremediablemente” incom-
pleto, por lo cual tal posibilidad es bien concrétan asi, que-
dan todavia los métodos puramente metamatematarasde-
terminar dichos modelos & se trata de objetos que, repetimos,
deben necesariamente existir en las hipoétesis sigmrael Sis-
tema. Basandonos en las criticas epistemolégidatves al
principio deno individuabilidad(realizadas al principio del ap.
1.12), se diria forzado pensar que tal principiogte que valer
también en el ambito de los razonamientos metandditzs.
Por lo tanto, en el caso considerado, parece raloerapecular
gue éstos modelos sean metamatematicamente detblkesin
resultando el conjunto de teorendistinguible Al final de la
tercera Parte volveremos sobre este tema y obsesrwar en
efecto, que mientras dicho optimismo parece jostido para
cualquier Sistema formal habitual, no lo parecea mrpropio
TC.

Si, en cambio, el Sistema clasico con modelos @pdeto,
S no es s-completo, no esta asegurado que logrBisge+l y
S+notl tengan modelos. [Si lo estuviera, es decir, sstaie-
delos existieran para cada indecidibleendria a ser que para
cada enunciado indecidible existen modelosSdgegun los
cuales éste es falso; y, por otra parte, las negeside los teo-
remas son falsos en todos los modelo$ @er la correccion.
Entonces, si un enunciado es verdadero en cadaormeE®no
puede ser mas que un teorema suyo, es dgcseria s-
completo contra la hipétesis]. Para reconocerlggindecidi-
ble, no queda mas que el método general: conarap Sis-
temasS+l y S+notl son consistentes (ap. 1.10). De nuevo, se
trata de un problema que puede ser afrontado forerde —
pero, como se ha observado, no siempre resueltor T@
Como en el caso precedente, si, por ejemplo, elcéado que
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afirma queS+l es consistente fuera indecidible EG, se po-
dria recurrir a razonamientos puramente metamaisssgtara
concluirlo. Pero la cuestion ahora es bastantedalisada: re-
cordemos, en efecto, que hemos puesto en disclassibi-
lidad de una conclusién metamatematica de consistetel
Sistema sobre la Unica base de la consideraciam deodelo
intuitivo suyo, introduciéndos&C también para obtener de-
mostraciones de consistencia. Aqui la situaciomes, en
cuanto tampoco esta asegurado que exista un mdd&eal.
Consiguientemente, no puede haberse ninguna gadmtiue
la metamatematica sea siempre capaz de concluitad&s-
tema sea consistente, si es que lo es. En deéingiv este caso
no esta asegurado que el conjunto de teorematistgmyuible
En especial, es también posible que un enunciatiecidible
validono sea reconocible como tal.

Aclaradas las ventajas de la s-completitud, el gaggente
seria aquel de reducir a teoremaTde el metateorema de s-
completitud, ademas de generalizarlo. En todo @sogcesa-
rio anticipar a estos temas el conceptadmerabley, mas en
general, decardinalidad Antes de hacerlo, sin embargo, nos
parece muy oportuno observar otras capacidadeseta-
les deTC.

[1.10. La consistencia de la Matematica ordinaria

TC puede también ofrecer la posibilidad de “constraim
concreto modelos para los Sistemas clasicos rejpieekes en él.
Para hacerlo solo hay que expresaplamisasdel Sistema cla-
sico,SC en el lenguaje de la Teoria de conjuntos, caémitb-
se asi en condiciones que pueden ser satisfecha®mantos
oportunos; si uno de dichos conjuntos es determieadC, és-
te representa un valido universo para las variatdeSCy, en
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los casos comunes, la identificacion de un modetoval inme-
diatamente. Tal “construccion”, en todo caso, reeuun “mo-
delo” correcto pard C (cuya existencia, recordemos, esta asegu-
rada por la sencilla hipotesis de consistencia g&a La
conversion de las premisas € en el lenguaje de la Teoria de
conjuntos se realiza dejando sin modificar los siogclasicos
not, o, 0, etc., e interpretando los simbolos y los predisad
propios deéSCcomo conjuntos, de la misma manera descrita an-
tes. Llamaremos sintéticamente a esta operamtesponden-
cia conjuntista

Veamos enseguida un ejemplo cBA determinemos en
concreto un modelo suyo a partir de un “modelo’texio de
TC. Comencemos convirtiendo los axiomas propiosdesn
las correspondientes expresiones conjuntistabQld.os sim-
bolos propios d®A son0, +, - y el predicad&Xx,y), introduz-
camos en correspondencia los conjugst*, -* y la relaciéon
binariaS, s(“p” recuerda “precedente” y “s” sucesor), conjunto
de pares ordenados de elementos del univérgue debemos
demostrar existente). Los primeros tres axioprapiosde PA
guedan:

(1) 0*uU
(2) Ox*UU (Ly*UU ((x*y)US,9)
(3) Ox*OU ((x*y*)US,s— y*#0%)

con los simbolos clasicos inalterados. Haciendmikmo pa-

ra los demas axiomas &\, se obtendra una lista de proposi-
ciones deTC, que llamamos (1)-(8). Segun las condiciones
(5) y (6) se impone, en particular, que la reladsmariaS, s
sea unduncién en efecto, se puede deducir facilmente:
xy)0Sse (x,zUS,s— y=z, 0 sea que el sucesor xies uni-
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co, para cada. Indicando pues cos(x) la parejay de x tal
que (x,y)US,s las condiciones efiC se pueden simplificar.
Por ejemplo, (2) y (3) se quedan:

(2) Ox*OU(Cy*OU(y*=s(x*))) o bien: Ox*OU(s(x*)JU)
(3) Ox*OU(s(x*)# 0%)

las cuales coinciden exactamente con las condigi@hey 3)
gue definen el conjunto de los numeros naturiléap. 11.6).
De manera andloga, se puede obtener que las comebc{4)-
(8) coincidan con las 4)-8) definitorias e Ahora ocupémo-
nos del principio de inducciéon deA. Supongamos por un
momento que sea la Unica variable libre pakéx). Tratando a
A(x) como si fuera un predicado un-ario, les haremosgeso
ponder una relacion un-aria, es decir, un subcomjdal uni-
versoU, llamémosloA, para escribir después1Aen lugar de
A(X). El principio de induccion se transforma, pues, e

(0*DA e0x*OUX* DA — s(x*)JA)) — Ox*0U (x*0A),

cualquiera sea ALa expresion implicada se puede simplificar
en A=U, puesto qué\ es un subconjunto dg. Ademas, tam-
bién la expresion después dse puede simplificar. Formali-
zando tambiérualquiera sea Ase obtiene:

(9) OA ((0*DA eOx*OA (s(x¥)UA)) — A=U)
[Si x no es la Unica variable libre pakéx), es decir, si en rea-
lidad, evidenciando todas las variables librestisee A(Xx,

X1,...%), recordemos que, en un axioma, para toda variable
bre se puede sobrentender un simb 03.“Entonces llamando
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B(x) la proposicion con una Unica variable libid%;...00x,
A(x, %...%)", se vuelve a obtener facilmente (mediante el uso
del teorema OxOyP(x,y}> OyOxP(x,y) probable para todo
P(x,y), una expresion idéntica a la (9) ddnsubconjunto dé&
de todos lox que satisfacen la expresiB(x), en lugar dé].

La (9) es una expresion que se parece mucho anthoodn
9) de los naturales conjuntistas. Si Wsvariasen en todo el
conjunto P(U) se obtendria una coincidencia exacta. Pero el
conjunto en el cual variA es aquel de los subconjuntoslde
cuyos elementos se pueden caracterizar con unégmndon-
juntista correspondiente a una proposicion arhégreon al me-
nos una variable libre deA'®. Se puede decir de manera mas
sencilla utilizando el concepto de verdad: llama¢d una ar-
bitraria proposicion d®A con una variable librg, considere-
mos el conjunto de todos losde U que la hacen verdadera,
llamémosloA. Al variar A(x) en el conjunto de todas las propo-
siciones con al menos una variable libreR¥e se puede asi
obtener un conjunto de subconjuntoslgue indicamos con
{A, B, C, etc}. La pregunta que nos hemos planteado es si di-
cho conjunto contiensdoslos subconjuntos dé, es decir, si
coincide corP(U). Si la respuesta es “no” significa que existen
subconjuntos d& cuyos elementos no pueden estar caracteri-
zados por ninguna proposicion expresablé®AnVolveremos

18 En notaciéringenua tal conjunto es:
PU), ={A LIP(U) : LA*(x*) LIP,: A={x* L1U (A(x*))}}, dondeA*(x*) indi-
ca la secuencia de simbolos-conjunto corresporedaf(x), P; el subcon-
junto deP de todas las proposiciones @& con al menos una variable libre
y A(x*) la expresiorconjuntista correspondien@A(x) (los dos puntos “”,
gue se leen “tal que”, forman parte de las notasogenuasy sirven sélo
para limitar el nimero de paréntesis). Sobre |ataue de la formalizabili-
dad enTC de estas “correspondencias”, aclararemos en utzaded ap.
11.14.
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sobre este tema de importancia capital. Por ahorasnuna
pregunta urgente, pues la condicion de los natiejuntis-
tas 9) es mas exigente que la (9) correspondigdte es decir,
implica esta ultima.

Como hemos afirmado en el ap. 1.6, 8D se puede demos-
trar que existe un unic (a excepcion de isomorfismos) que
satisfaga las condiciones 1)-9). Por tanto, edisfaa también
las (1)-(9), es decir, las condiciones conjuntistagrespon-
dientes a las premisas propiasRke Entonces, asumiendo pa-
ra PA, U=N, la condicion a) del apartado 1.3 (existencia del
universo) se verifica. Para verificar las condiei®) y c) bas-
ta hacer referencia al “modelo” correcto Tg, puesto que to-
dos los enunciados d®A tienen un enunciado conjuntista co-
rrespondiente. Asi, hemos construido un modelo Rie
medianteN, el conjunto de los numeros naturales; tal modelo
es llamadcestandary, recordemos, esta determinado a menos
de isomorfismos. Naturalmente, asi sedeenostraddambién
gue el principio de induccion d®A es consistente con respecto
a las otras premisas del mismo Sistema.

Finalmente, a partir de un modelo @&, se puede construir
un modelo de la Teoria formal de los racionalesguglamen-
te de la Teoria formal de los real@§ R, de ahora en adelante),
llamada también de Tarski De hecho, los nimeros raciona-
les, en su representacion €6, se pueden definir como pares
ordenados de numeros naturales conjuntistas (eonpdp el
par (1,4) corresponde al racional4=0.25, mientras los nume-
ros reales como conjuntos constituidos por parespoeunos
conjuntos de racionales (a pesar de que este Uétspecto no

7 Como para los naturales, también en la Teoriasledales hay una
versionintegral, mas compleja, y una mas sencilla, a menudo llardad
Tarski Lo precisaremos mas adelante.
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sea intuitivo, dicha construccion técnica no supdifieultades
conceptuales). Ademas, mediante un modelo de laidl ele
los reales de Tarski, como ya se ha observadmal fie la
primera Parte, podemos construir un modeloGiey de las
Geometrias no euclidianas. Todo modelo construiguardr
del modelcestandarde PA, se llama auestandar

En definitiva, el Sistem&C permite demostrar la consisten-
cia de todas las Disciplinas clasicas comunesrrdatando en
concreto modelos a partir del conjuiNptodo ello suponiendo
la consistencia (y por consiguiente la existeneiaud “mode-
lo” correcto)en un solo Sistemal propioTC.

Desgraciadamente, la consistencid @y por consiguiente
del entero edificio llamado Matematica, no puedmai&rarse
enTC mismo; veremos con detalle este hecho — en reladida
solutamente sensato — en la tercera Parte. Segoumnt de
vista mas critico, la espectacular reduccion cdigtande la
Matematica — aparte de los problemadidelidad representa-
tiva — sustancialmente es una elegancia finalizgdsi misma.
Y sin embargo no se puede negar su aspecto adaeashmue
s6lo sea del hecho de que es vano intentar verifec@on-
gruencia de todos los fundamentos de la Matematica.

[1.11. Isomorfismo

Aclaremos ahora qué es isomorfismoentre dogonjuntos
Se trata, en concreto, de una partictdacion(es masgorres-
pondencia biunivoda es decir, urconjuntode la TeorialC.
No obstante, daremos una definicién informal, aenggurosa
(lo cual se hace por doquier, por las razones Gagis).

Sean dados dos conjuntasy B, donde se hallan definidas
un mismo numero Yipo de operacionesnternas Unaopera-
cion internaen A es sencillamente unfancion de A" en el
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mismo A, donden es cierto natural 2. EI nUmeran especifi-
ca, precisamente, lo que hemos llamado en sirtipsisindi-
camaos COIMay,... Ok Y Og1,... Gk lask operaciones internas de-
finidas enA y B. Por ejemplo, en relacién con la definicion
conjuntista de los numeros naturales, las operasiamernas
definidas son tres (ap. I1.68(x) entreN y N, +(X,y)y -(X,y) en-
tre Ny N. Pues bien, uisomorfismoentreA y B, respecto a
las operaciones internas definidas en A,yeB unacorrespon-
dencia biunivocd entreAy B, tal que:

f(oai (X1,... %)) = 0gi (f (x0),... f (%)), por cada =1, 2, ...k

En palabras, el isomorfismo es una correspondéamyvo-
ca querespeta las operaciones internan efecto, el resultado
de una operacion arbitraria; en A, es decir, el elemento de
llamadooai(xi,... %), €s asociado por feal elemento d8 que se
obtiene operando eB con la operacién correspondiente (del
mismotipo), ogi , sobre los elementos d& asociados segun la
mismaf a los elementos iniciales de Veremos enseguida un
ejemplo concreto.

Mostraremos ahora qué diferencias surgen a caushsle
elecciones distintas del conjunto que satisfacal@ve condi-
ciones del ap. 11.6; conjunto, recordemos, llamdedos name-
ros naturales Para referirnos a un ejemplo auténtico, conside-
remos la siguiente eleccion: la que considera jucdo vacio,
[0, como conjuntagy como operacios(x)la funcion:x [l {x},
es decir launién™® de los conjuntog y {x}. Por ello se obtiene:

Xo= 0

18 La unién de dos conjuntod y B es el conjunto que tiene por elemen-
tos tanto los elementos éecomo los déB.
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s(o)={ U}
s(se)={ 0 {0}
s(s(s()={0.{0} {0.{0}}

y asi sucesivamente. Esta eleccion impone, puespdesentar
con dichos conjuntos los objetos metamatematiqosneédneos
0, 1, 2, etc.; en efecto, se puede facilmente demostrarlagi
nueve condiciones del ap. 11.6 son satisfechas.

Sin embargo, supongamos que nuestro amigo Miguel ha
hecho una eleccion distinta: el mismg I, pero una diferen-
te funcions(x), precisamentes(x)=x0L {x} U {x I {x}}. Enton-
ces él obtendra la sucesion:

Xo= U
sCo)={ 0 {0}
s(sCe)={ O {OM O {0R{O {00 {0}N}

la cual, segun nuestra eleccion, es interpretadenda progre-
sion de los numeros pares=0, s(%)=2, s(s(x))=4, etc. Su-
pongamos que Miguel acuerde utilizar nuestra misatacion
0, 2, 4, etc., para su progresion y que elija como opératj la
misma que usamos nosotros; sin embargo, para facpe -,
Miguel sigue el criterio de multiplicar normalmentalespués
dividir el resultado por dos (“nhormalmente”, “diuily “dos”

se refieren a nuestra eleccion). Con tales eleesiae verifica
facilmente que también el conjunto de Miguel satisflas ci-
tadas nueve condiciones. Por ejemplo, la condi6)des veri-
ficada para 4+18 (=22), que es el sucesivo de 4=26) en la
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progresion de Miguel, es decir, en los nUmerosspare 8) es
verificada para 18-6 (=54, es decir, el resultacional, 108,
dividido por 2) que efectivamente es igual a 18#418-
(=18+36=54). Miguel construira, pues, todos los etosles-
tandar a partir de su progresiéon. Podriamos pensar gimsto
sus modelos son defectuosos, porque prescindessdaiime-
ros naturales impares. Pero nos equivocariamasuriib fun-
damental es qusiempre existe un isomorfismo entre dos con-
juntos arbitrarios que satisfacen las citadas nuevrdiciones
La demostracion de esto, formalizableli@, no es dificil y se
puede conseguir sin esfuerzo en textos ordinaEnsnuestro
caso, es inmediato verificar que la correspondebiciaivoca
establecida visualmente con:

0
0

N
A

es un isomorfismo. Verifiquemos que las tres openass(x), +
y -, sonrespetadasSegun nosotros(n)=n+1. Apliquemos l&
an, obtenienddn, y después la(x) de Miguel, consiguiendo
2n+2. Pues bien, este numero es precisanfémtd). La condi-
cion que caracteriza el isomorfismo es por targépetada segun
la operaciors(x) Segun nosotrog;+m=h. Apliquemos l& any
amy después sumemos normalmente (puesto que patgeMig
esta operacion es idéntica a la nuestra): se ebtien
2n+2m=2(n+m)=2h efectivamente, el doble de es decirf(h).
Entonces se respeta también la operacion +. Faoroglsegun
nosotrosm=h; segun Miguel2n-2m=4nm/2=2nm=2hel doble
deh (donde el producto sobrentendido es el nuestrentnais el
indicado por “-” es el producto segun Miguel). Rotanto, se
respeta también la - y concluiremos quiegg un isomorfismo.

La consecuencia de todo esto es que, para efextakuier
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operacion que implique sumas y productos de nasirah
nuestro modelo, por ejemplo (3+28)16+(18x88), sedpuele-

gir de aplicar I, trabajar en el modelo de Miguel y después
aplicar al resultado obtenido la funcion inversalad. De
hecho: (6+56)-32+(36-176)=62-32+3168=992+3168=44€0

el doble del resultado correcto: 2080. Pero se @ueduso
hacer algo mucho mejor: la aplicacién dé yade su inversa se
puede realizar instantaneamente con el pequefco“tde de-
notar cor0’, 1’, 2’, etc., la progresién de los numeros pares. En
efecto, puesto’=2n para todm, se obtiene que:

2n+2m=n’+m’=2(n+m)=(n+m)’
2n-2m=n’-m’=(4nm)/2=2nm=(nm)’

0 sea que las operaciones en el conjunto de Mgpiplueden
realizar como las nuestras sobre los designa@orés 2, etc.
En otras palabras, si Miguel denota su progresiordg 1', 2,
etc., él trabajara sobre dichos simbolos exactam=mmo no-
sotros trabajamos sobiel, 2, ... etc..

Dos modelos distintodd y M’, de un mismo Sistema axio-
mético se dicen isomorfos si valen las siguientegliciones:

a) los correspondientes universtsy U’ son isomorfos;

b) el isomorfismo,f, “conserva” las constantes; es decir,
llamandoM(c) y M’(c) a las interpretaciones de la cons-
tante ¢ en los dos modelos, se obtiene que:
f(M(c))=M'(c);

¢) Ambos modelos tienen “las mismas verdades”. Mas-e
tamente llamandwg, y v; a lasfunciones de verdaeklati-
vas a cada uno de los modelos, se obtiene quecadaa
enunciadee de la Teoria:
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vi(e)=V < w(e)=V, ellE, o bien:
vi(e)=F « vy(e)=F, OellE

dondeE es, precisamente, el conjunto de los enunciades. E
ta Ultima condicidn se sintetiza diciendo que los thode-
los sonelementalmente equivalentes

Veremos que dos modelos puedenedementalmente equi-
valentesy no obstante, no isomorfos.

Se puede ahora demostrar inmediatamente que todelono
construido por Miguel a partir de su conjunto ursed’, 1’,
2’, ...etc., es isomorfo al correspondiente, nuestwostruido
conO, 1, 2, ...etc. La condicién a) ha sido demostrada. Luago
la genérica constantes(s(..n veces.gX..), Miguel asocia
2n=n’, mientras nosotron; y efectivamentd(n)=n’ como es
exigido por la condicién b). Por dltimo hemos vigiee con la
designacion0’, 1, 2’, etc., las operaciones en el modelo de
Miguel conducen a resultados distintos de los mogsiolo por
el apice (jgue, normalmente, no interviene en ekcepto de
verdad!); por lo tanto, es posible acordar connéValor Unico
de verdad para los enunciadosTd& vale también la condi-
cion c).

Llegados a este punto, la pregunta es qué diferecoincre-
tas existan entre las progresiortgsl, 2, ...etc. y0’, 1’, 2,
...etc. 0, mas en general, entre los universoghiaios mo-
delos isomorfos, al representar las propiedapgaiinamente
matematicasde losnumeros naturales metamatematichs
obvia respuesta es: ninguna. Si Miguel re-denorsinprogre-
sion 0, 1, 2, ...etc., desarrollard una Matematidanticaa la
nuestra; la unica diferencia es que, segun él elendil esta
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representado por el conjun{l] {(0}}; segun nosotros por
{0O}; y analogamente para los sucesivos naturales sbl@te
mo ambas representaciones sean, indudablemerdgsiasto-
rias desde el punto de vista filosofico; no hay, [paanto, ra-
zones para preferir una en lugar de 'Strhlo obstante, en el
préximo apartado presentaremos una representacdnfetiz
(aunque no del todo) desde el punto de vista epitaico.

Sin embargo, la tarea de un lenguaje simbdlicorgnta de
significado como el matematico, aeaba al representar me-
diante un simbol@l concepto semantico de “numeto (por
poner un ejemploy al reproducir todas sus propiedades ope-
rativas No puede haber nada mas para las limitadas c&paci
des del lenguaje sintactico de un Sistema formaftamente,
éste no puede ser la sede apropiada para cuediloséfcas.

Rematamos asi guedo conjunto que satisfaga las condicio-
nes definitorias de los numeros naturales conjastjzuede entrar
a constituir un modelo, isomorfo a cualquier otue d¢ps satisfa-
ga, perfectamente satisfactorio para represeribar imeros na-
turales metamatematicos desde el punto deofigeativg que es
el Unico punto de vista pertinente en el formalismaiematico.
Todos los modelos isomorfos son entre ellos eqntes, indis-
tinguibles, en este sentido. Cada uno de ellosepligtharsess-
tandar.

19 El hecho de que en el segundo caso, a difereetipriinero, el con-
junto que representhcontengaun elemento no reviste, en si, ninguna rele-
vancia concreta. Por otra parte, también otros tnedeomorfos usan re-

presentaciones igualmente sencillas, coe 1, 1={[}, 2={ 0},

3={{ OM,... etc..
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[1.12. Los numeros del infinito

Para nuestros objetivos es importante saber distingun
en un nivel elemental, los distintos tipos de imdinLos resul-
tados de la Teoria informal de los conjuntos gesgmtaremos
en este apartado fueron descubiertos por Canttarttasantes
gue la misma Teoria fuese axiomatizada. Los exeonols de
la forma mas sintética e intuitiva posible: lo impote para
nosotros es tener presente que estos argumentsmreEibir,
enTC, una formalizacion completa en todo detalle.

Supongamos que entre dos conjuntos existacamaspon-
dencia biunivocapara abreviar, en tal caso, se dice también
gue sorequipotentesSi los dos conjuntos equipotentes $ien
nitos parece intuitivo que deban tener “el mismo nundgo
elementos”. Pero, en Matematicas, para definir atgoo “te-
ner el mismo nimero de elementos” jno se puedarendtu-
rrir al concepto de correspondencia biunivoca! tecte esto
no refleja una limitacién del lenguaje matematicm sen todo
caso, un salto l6gico de nuestra mente. Si lo peosdien, la
simple operacion de contar los elementos de uruntmj jno
es mas que el establecimiento de una “correspoiedbnmi-
voca” con los numeros naturales! Ya hemos adopgatio cri-
terio para definir una-upla de conjuntos (ap. 11.6). Asi, por
definicion diremos que dos conjuntdsy B tienen el mismo
namero de elementos, o sea, el mismamero cardinalsi son
equipotentes, o sea si existe una correspondentiavbca en-
tre ellos.

AparentementeT C permite una definicion formalizada de
los conceptos semanticos filgito e infinito: un conjuntoA se
dicefinito si existe umLIN, tal que existe una correspondencia
biunivoca entrd y {0, 1, 2,... n} este Ultimo conjunto esta de-
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finido rigurosamente efC como el subconjunto de todos los
naturales conjuntistas no mayores rdése usa el predicado
“>"). Un conjunto se dicénfinito si no edinito, es decir, si di-
cho naturah no existe. Veremos que, por desgracia, esta defi-
nicion sintactica de conjunfmito (e infinito) no puede reflejar
plenamente el significado semantico que damosoa eshcep-
tos; volveremos sobre esta cuestion crucial.

Para los conjuntos infinitos sucede algo aparentemnex-
trafio: estos son equipotentes a subconjuntogios (es decir,
subconjuntos distintos del mismo conjunto; de heekdrivial
gue todo conjunto puede ser puesto en correspoiadeinmi-
voca con si mismo). Por ejemplo, he aqui una qooregencia
biunivoca entre el conjunto infinitd y los naturales pares (ya
observada con anterioridad):

y asi para otros infinitos subconjuntos propiosNdé&e puede
demostrar que ésta es una caracteristica necgssuigciente
de los conjuntos infinitos. En otras palabras clmsjuntos infi-
nitos podrian sedefinidos equivalentemente, como aquellos
gue pueden ponerse en correspondencia biunivocarcenb-
conjunto propié’. Entonces, para los conjuntos infinitos suce-
de que existen subconjuntos propios que tienenisonannu-

% para demostrar tal equivalencia se necesita efraxile eleccion.
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mero cardinal. Los numeros pares, por ejemplo, “tamos
como” todos los numeros naturales. Esta aparemsgl@a no
debe desorientar: es consecuencia de nuestra ait@finde
“mismo numero de elementos”, la cual justamentetafe
hechos exclusivamente técnicos (como la existateiana co-
rrespondencia biunivoca) y no semanticos (commm&on co-
muneuclidiana “el todo es mayor que la parte”).

Se demuestra facilmente que la equipotencia, endogin-
tos, se comporta, por poner un ejemplo geométtmmo el pa-
ralelismo en las rectas. En especial, si dos rectagparalelas a
una tercera, son también paralelas entre si. Tadasctas pue-
den entonces separarse en clases disjuntas deeati@asi para-
lelas. Cada clase se puede identificar como ureardigtada “di-
reccion” espacial. Estos tipos de clases se llandan
equivalenciay resulta queéo siempre sononjuntos No obstan-
te, lasclasesson objetos matematicos rigurosamente definibles
en TC (son los objetos mas basicos que poseen elemento:s
conjunto; si ademas resulta que wase es elemento de otra
clase entonces es wonjuntg. Del mismo modo, todos los con-
juntos se pueden reagrupar en clases separadasiuidas por
todos los conjuntos entre si equipotentes. Cadalenales cla-
se$' se definenimero cardinalo simplementecardinalidad
Por lo tanto, el “nimero de elementos” de un cdnjge define
al final como su cardinalidad, es decir, la claseguipotencia a
la cual pertenece el mismo conjunto. Entre los maseardina-
les se pueden introducir las relaciones de order <mediante
las cuales ordenarlos enteraménte

2L 1Y resulta que no son conjuntos! De todas forrasefinicion dada
se puede modificar para convertirlas en conjuiesy no nos interesa pro-
fundizar més.

2 5j¢ y ¢ son dos cardinales, se dice gue ¢, si se verifican: a) existe
un conjuntol de cardinalidad; equipotente a un subconjunto de un conjun-
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La cardinalidad de los conjuntfisitos representa a los nu-
meros naturales metamatemati®pd, 2,...etc. Probablemente
ésta es la definicibn més satisfactoria, desdeuelopde vista
filosofico, que el lenguaje matematico puede ofrga los
nameros naturales intuitivos. El nUmefd Viene a ser la clase
de todos los conjuntos que no tienen elementdda“cardina-
lidad sucesiva, en susodicho ordenamient®’4d sea, la cla-
se de todos los conjuntos que tienen un solo elempearo és-
ta es sOlo una aclaracibn semantica “circular”, ntngs la
precedente definicion no es “circular’@™la cardinalidad su-
cesiva a 1" y asi seguidamente. Con tal definicién, las nueve
condiciones del ap. 11.6 se verifican: no hemogidi@ que otro
de los conjuntos isomorfos que las satisfacen. gapde ser
verosimilmente inmejorable, ni siquiera esta deiam mate-
mética es capaz de resolver todos los problemateamlogi-
cos. Una critica insuperable, por ejemplo, se delseya sefa-
lada inadecuacion matematica del conceptofidi#o, con
respecto al correspondiente concepto semanticdu(uza-
remos en ello mas adelante). Al no ser intachal@da muy
ingenuo o presuntuoso considerarla como obligat@uenjun-
tamente, hemos ya observado que para los objalwds Ma-
tegr;ética es igualmente valida cualquier otra efeccsomor-
fa”.

to K de cardinalidad; b) | y K no son equipotentes. Sin la condicién b) se
obtiene la definicién de < ¢, Usando el axioma de eleccion se puede de-
mostrar que esta Ultima relaciondss orden totales decir, permite un or-
denamiento de todos los nimeros cardinales.

% La definicién discutida se debe a Russell (quetama de Frege); pe-
ro su pretension sobre la oportunidad de definitogsnaturales, es mas “to-
lerable”, en cuanto hace referencia a la Teimganua(no formalizada) de
los conjuntos. De este modo, sus argumentacionegue sujetas a los de-
fectos que hemos indicado, carecen de voluntadagr@mte formal; y por
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Pasemos a las cardinalidades de los conjuntostos. La
cardinalidad déN se llamacardinalidad del numerablg se in-
dica conxg (“aleph con cero”). Los niumeros pares, por tanto,
tienen la misma cardinalidad y se puede demostrar que lo
mismo vale para cualquier subconjunto infinito e Pero
¢existen conjuntos infinitos con cardinalidad disti de N?
Puesto que e C se demuestra que exidte se deduce que
existe tambiérP(N), el conjunto de todos sus subconjuntos. Y
bien,P(N), obviamente infinito, no tiene la misma cardinatld
gueN. Cantor incluso demostré que para todo conjénta y
P(A) no poseen jamas la misma cardinalidad. La denuitra
informal (que, recordamos, puede ser rigurosanfemntealiza-
da enTC) es la siguiente. Supongamos por absurdo queaexist
una correspondencia biunivoca emtvgy P(A). Segun tal co-
rrespondencia, por ejemplo, al elemextaeA corresponde el
subconjuntoX; deA. Ahora bienx; puede pertenecer o no per-
tenecer &;. Consideremos el conjunBde todos los elemen-
tos deA gue no pertenecen al subconjuntoAdgue le corres-
ponde segun la correspondencia biunivoca. Si imtbsaconX
el subconjunto dé correspondiente al genérico elemexie
A, B se expresa como:

B={xAXOX)}

Sin embargoB también es un subconjunto dey como tal
debe corresponder a un elemehtde A. Preguntémonos &
pertenece 8. Si le pertenece, entonces non le pertenece; si nc
le pertenece, entonces le pertenece. Absurdo.

Se puede demostrar facilmente que ss un conjunto fini-

tanto equivalen a una sencilla sugerencia de pdecigistificada por el in-
negable valor epistemoldgico del resultado.

133



to den elementosP(A) pose€” elementos, por cualquier valor
de n. Por consiguiente, esta notacion se extiende ®mdeos
de conjuntos infinitos: asi, leardinalidad de P(N) se indica

con 20,

Construyamos ahora una importante sucesion denedirdi
dad. En correspondencia de la siguiente lista dguotos de
cardinalidad distinta:

N, P(N), P(P(N)), P(P(P(N))), ...

se obtiene la siguiente lista de cardinalidad:

Luego, podemos obtener nuevos numeros cardinales-co
derando la unién de un conjunto que pertenegg @n un

conjunto que pertenece%@0 y asi sucesivamente para todas
las cardinalidades definidas (por lo tanto, unaunnfinita).

Se obtiene un conjunto, correctamente definibld €ncuya
cardinalidad es distinta de todas las mencionadascando
con Qp la nueva cardinalidad, se pueden obtener nuevos nu
meros cardinales considerando otra vez los corgud&las
partes de los nuevos conjuntos. Repitiendo el @niento,

se obtiene la “sucesion”:

(1) 0, 270, 22° Qo 2%, 27 Q2% 22" .

dondeQ; es la cardinalidad del conjunto obtenido de la minio
infinita de conjuntos con las cardinalidades preoéss, y asi
sucesivamente. Usamos las comillas en el términoeson”
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porque se concluye que dicha coleccion de cardiaddis
(aunque éstas se definan cooomjuntos como se ha sefalado
en una nota recienteho es un conjuntgni por ende una
sucesién es decir, un conjunto ordenatfo)Lo mismo vale
también para la coleccion de todas las cardinadislad

La “sucesion” (1) resulta ya ordenada segun laci@ade
orden total antes mencionada. Ahora, una pregumartante:
¢la “sucesion” (1) contienwdoslos cardinales? La respuesta
“si”, se llama “hipotesis general del continuo”. kespuesta
“no”, admite que existen conjuntos con una cardiaal inter-
media entre dos términos sucesivos de ésta. Erciart la

hipdtesis de que entrg y 2% | es decir, entre el numerable y
la cardinalidad de los nameros reales (como, ectefeuede
demostrarse), no existan otras cardinalidadedas® Isimple-
mente “hipotesis del continuo”. En 1963, P. J. Qoihreetade-
mostrd que tanto la hipotesis general del conticamo la par-
ticular, sonindecidibles El hecho suscitd sorpresa por una
sencilla razén: ninguna intuicién clara, es detdimgun “mode-
lo” correcto intuitivo deTC, sugiere que la hipétesis del conti-
nuo sea mas plausible que su negaciéon. Evidentersertrata
de un tema complejo y dificil para nuestra compgngomo
también la propia metademostracion de Cohen) quetareier-

ta nebulosidad en torno a los “modelos”Td& Recorramos el
itinerario: TC fue construido con el objetivo de axiomatizar la
intuitiva “coleccion de los conjuntos”, la cual,gs) representa-

4 En efecto, para cualquieonjuntq incluso infinito, de cardinales de la
(1), se puede construir, con el método descritagamuntocon una cardi-
nalidad mayor a todo cardinal contenido en el pricenjunto, pero que
debe pertenecer a la “sucesiéon” (1) por como éastaido definida; por lo
tanto, ningurconjuntode cardinales de la (1) puede contener todosaes ¢
dinales de la misma (1). Un razonamiento muy améagegpuede hacer para
la coleccién ordenada de todas las cardinalidades.
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ria el “modelo” correcto espontaneo de la TeoréaoRhora se
nos pregunta: ¢Qué “modelo” espontaneol @etenemos en
mente? ¢Uno para el cual la hip6tesis (generattacplar) del
continuo es verdadera o uno entre los infinitogbgolutamen-
te distintos entre si, para los cuales es falsafeRkiemente, los
conceptos conjuntistas intuitivos se revelan demdasioscos
para constituir un real “modelo” correcto @€; o bien, ningu-
no de los “modelos” d&C es enteramente espontaneo. Cierta-
mente, no se puede excluir que nuevas consideezcitumi-
nen esta cuestion particular; dos autores ya hanaafo que la
negacion de la hipétesis general del continuo seés plausi-
ble, pero sus razonamientos son complejos (Woadig con-
vencen plenamente a todos (FreilfigEn todo caso, a dia de
hoy los “modelos” de TC se revelan huidizos taml@grotros
muchos temas, con las consecuencias negativa®ggiemos
ocasion de discutir.

Pasando ahora a ejemplos concretos, el conjuntosdea-
meros racionales es numerable. Esto se demuesiréa csi-
guiente correspondencia:

1 2 3 4 5 6 7 8
/12 12 2/ 13 22 31 14 2/3

en la cual los racionales son ordenados por ordsmente de
la suma entre numerador y denominador. Los nimewlss,
en cambio, no son numerables. La técnica de deaco®trin-
formal de este hecho (aunque, como siempre, plemanier-
malizable enlfC), debida a Cantor, es especialmente interesan-

% C. Freiling: Axioms of Symmetry: throwing darts at the real lipe
190-200; y H. WoodinThe Continuum Hypothesip. 567-576 y n. 7, p.
681-690.
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te. Consideremos sencillamente todos los realeg ény 1.
Supongamos, por absurdo, que exista una correspauade-
univoca de estos numeros déno sea una lista que los enume-
re a todos:

0,1086582....
0,34€0776....
0,433991....
0,9088.25....

hPwpE

donde hemos subrayado las cifras de la diagonaleeis, la
primera cifra decimal del primer nimero, la seguddh se-
gundo, etc.. Consideremos ahora un numero reahiobtes-
cribiendo después dé,” cifras decimaleslistintasde aquellas
subrayadas, por ejempld,0529..". Pues bien, dicho nimero
es distinto de cualquier numero de la lista, ya difiere del
genérico numero de posicidnpor suk-esima cifra decimal,
por construccion. El absurdo demuestra justamente Igs
nameros reales entéey 1 no son numerables.

Sin embargo, estos mismos json equipotentedannslos
nameros reales! En efecto, resulta que los puntosndseg-
mento de longitud arbitraria son equipotentes ogrplintos de
una recta, de un plano, incluso de un espacio deuier di-
mension. El propio Cantor se sorprendié de estaslgsiones
(muy famoso es sud veo, pero no lo créceen una carta a De-
dekind). Un ejemplo demostrativo de estos “extrafiesulta-
dos puede ser ilustrado por la siguiente figuraaddose esta-
blece una correspondencia biunivoca entre los pudéun
segmentd@B y una semirrecta de origéhortogonal a éste.
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A cada puntd® del segmento esta asociado el Unico punto
P’ de interseccion de la red®d con la semirrecta. Al genérico
puntoP’ de la semirrecta esta asociado el unico pénde in-
terseccion de la rec®H con el segmentdB. jEI segmento
ABtiene “tantos puntos como” la semirrecta!

Finalmente, Cantor demostré también que la caidadide

los numeros reales es precisamente [B(H, es decir2™°.
11.13. Los numeros de la metamatemética

Discutimos ahora las caracteristicas del lenguajtama-
tematico a la luz de las ultimas consideracionexoRlemos
gue la metamatematica ha sido definida genéricameno
un lenguaje semantico que obedece a principios exltates
de “rigor y légica comun” no perfectamente espealfies;
por tanto, con un grado de ambigiiedad imposiblerdelicar
completamente, como hemos observado. Pero el monesnt
oportuno para afadir algo mas.

Comenzaremos con la pregunta: ¢Cuantas son las-expr
siones significativas del lenguaje metamatemati@m8eman-
tica se caracteriza por su capacidad de denotaumsignum
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todo ente o concepto que tenga un significadonSihjeto de
cualquier tipo tiene un significado, podemos derotaon un
signo convenido, como la letra También “la coleccion de
todas las expresiones semanticas” es una exprsigoifica-
tiva que denotamos cdh EntoncesS se contendria a si mis-
mo; esto es un primer indicio del hecho @o puede ser un
conjuntg como cabia esperar. No obstante podemos todavi:
discutir, semanticamente, del “nimero” de sus etdose Su-
pongamos que exista un cierto conjuhtoon una cardinali-
dad, es decir un numero de elementos, supertiEio ven-
dria a decir que existe al menos un elementd dee no
puede ser denotado, representado con un signo.eB&yces
absurdo. Evidentemente, se trata de un tipo p#aticle ab-
surdo metamatematico, diriamos de tipo epistemobddgbi
tal elemento (Que ademas esagnjuntq es decir un objeto
propiamente matematico) existe y poseeignificadono hay
nada que nos impidsignificarlo con A. En este sentido, las
solas que quedan excluidas son las anomalias dealeia
paraddjica, como se ha observado con el caso dehjato
todavia no denotado” (ap. 1.12): ¢ es denotable®Ribargo,
hemos observado que casos como éstos, donde @lotiem
terviene explicitamente en la constitucion del sigado,
pueden facilmente apartarse de nuestro analisigupante-
resan al mundo real pero no a las Matematicas. premto
observaremos otros tipos de paradojas.

Por lo dicho, parece que el nUmero de expresiogr@sirsti-
cas no sea inferior a ninguna cardinalidad. De ,p&ste es otro
argumento sobre el hecho de @u&o puede ser un conjunto: Si
lo fuese, tendria una cardinalidad y cada fijaddinalidad es
menor que otras (infinitas) cardinalidades. Entgisentido, el
“namero” de elementos d&es el mas grande que pueda ima-
ginarse; sin duda, no se trata de un nimero mateamas de-
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cir, representable en seno a un Sistema axiomébicoal.
Hasta el momento no se ha concordado ningun nopaveetal
“namero”; nosotros lo llamaremos numdriperinnumerable

Aprovechamos para sefalar que también eolaccion de
todos los conjuntoparece legitimo asignar kaperinnumera-
bilidad. El razonamiento es analogo: ningun conjunto puede
tener una cardinalidad mayor que esta colecciénaPsurdo,
no todos los elementos de tal conjunto, que todsariaconjun-
tos, pertenecerian a dicha coleccién.

Queremos insistir con otros ejemplos sobrkierinnume-
rabilidad de las proposiciones de la metamatematica, porque
ésta parece en contraste con distintas argumené&scaparen-
temente sensatas; y sobre todo porque, salvonmadsexcep-
ciones, se trata de un tema que ha sido y signdsi@expli-
cablemente desatendido por los expertos de Légica.

La normal convencion sobreentendida a cerca depeet
sentacién escrita de cualquier lenguaje, semantico, es que
éste haga uso solo de unos prefijaddsiyos simbolos alfa-
numéricos. A continuacion, pues, salvo explicitdidacion
contraria,supondremos siempre que un cualquier lenguaje, de
cualquier tipo, haga uso de una cantidad finitaséi®bolos En
el ambito propiamente matematico, ello signifioaitarse a
aguellos Sistemas en los cuales toda proposicidepessenta-
ble mediante secuencias de simbolos cuya definieldbase a
cuanto se ha observado al principio de la primaréePno re-
guiere semantica: basta un elenco.

El conjuntode todas las posibles secuencias ordenadas fini
tas que usan un namero finito de simbolos, se pidetdmente
demostramumerableen TC. Puesto que una frase esta consti-
tuida por una secuencia finita de simbolos, sa due también
el namero total de frases de cualquier lenguajabdiico o
semantico, tiene unaardinalidad numerable; Como se expli-
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ca la aparente contradiccion con las considerasipreceden-
tes? Con el hecho de que un lenguaje semanticce mexdca-
paz de asociar mas de un significado al mismo donbse-
cuencia de simbolos. La frase “el rollo no marcipaiede
significar, a priori, un namero ilimitado de coddistintas, in-
cluyendo alusiones econdmicas, metaféricas, pgas, ero-
ticas, etc., todas aclaradas por el contexto. Eninés mas ri-
gurosos, en un lenguaje semantico una secuenaiticaéale
caracteres puede representar mas de una frastcsitya. La
letraA o x ha indicado e indicara un nimero enorme de objetos
diferentes en Matematicas, sin que esto comportesaea-
mente ningun grave extravio. El “contexto” cla@fior, pen-
sandolo bien, es una referencia circular del lejggaabre si
mismo, bien sea declarada o sobreentendida. Eldgmgse-
mantico, de hecho, puede hacer autorreferenciag khpunto
de redefinir arbitrariamente los significados yieglas sintac-
ticas que €l mismo usa.

Tal posible autorreferencia, en los lenguajes s@nt)
puede dar lugar a paradojas. Aquella que citanuidagente
en el apartado 1.8, “esta proposicion es falsa'ta@®cida co-
mo paradoja del mentiroscEl problema es que dicho enuncia-
do no puede ser ni verdadero ni falso, a menodserdo se-
mantico. En el mismo apartado hicimos también esfein a
gue una regla deductiva que mencione la consist€nda in-
consistencia) del Sistema puede resultar paraddficaejem-
plo: una regla que genera una contradiccion jSigiema es
consistente! Ademés vimos la paradoja de Russalaxioma-
tizacion del concepto deonjuntq naturalmente, no la hace
desaparecer, sino que establece la convenciérotiebpla pa-
ra tal término; ella reaparece en relacion a d#owsinos nece-
sarios (como concluimos), como “colecciéon”. Hayostmfini-
tos tipos de paradojas. “Definamos el minimo nanrextural
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no definido por esta proposicion”. Si tal expresdefine un

numero natural cualquiera, entonces no lo defihsym@o. Por
lo tanto, no define a ninguno; pero entonces.indefl nUmero
“0”, aun absurdo. Hemos observado ya que en un lgngaa
mantico, a diferencia de uno matematico (clasico)hay mo-
tivos para considerar catastrofica la presencialgenos ab-
surdos; no obstante ¢ cual debe ser nuestra actitucespecto
a ellos? ¢Se pueden resolver de alguna manera?irgizen

algo?

Russell, en tiempos en que la distincion entredajggmate-
matico y metamatematico todavia no era populareetpon el
intentar rechazar siempre la autorreferencialiddmismo se
dio cuenta, un poco mas tarde, de que no siempreasible
ponerlo en practica. Ni, por otra parte, la auferencialidad era
siempre tan temible. Las denominada$iniciones implicitasle
un ente matematico se realizan, como hemos vistmastantes
ejemplos, mediante la satisfacciébn de una seriexgeesiones
gue mencionan el mismo ente. Propiamente talegiciefies
autorreferenciales se realizan sélo en un planameematico,
por lo tanto semantico. Como ejemplo emblematioasiclere-
mos las condiciones conjuntistas 1)-9) que defimeplicita-
mente el conjunto de los nimeros naturales (&). En lengua-
je metamatematico se diria algo como: “definimosjuato de
los nimeros naturalekl, un conjunto que satisface las siguien-
tes condiciones: DN etc.”. La definicion es autorreferencial
porque las condiciones mencionan el migxhque se esta defi-
niendo. En algunos casos la mencion se puede alimior
ejemplo diciendo N tienex, por elemento... ”, se elimina la re-
ferencia a\ en la condicion 1). Pero obsérvese como es imposi-
ble eliminar la referenciald en la condicion 9), el principio de
induccion. ¢Qué problemas podria causar tal chidald? Des-
de un punto de vista puramente sintactico estaidéin no pro-

142



duce ningun efecto; es decir, no posee ningunaecaeacia pa-
ra las proposiciones del Sistema. El Unico heclopipmente
matematico es que las reglas del Sistema permitgunci la ca-
dena 'CN (UN eOxUN (...etc..."”. En ella, la letraN” pue-
de, obviamente, ser sustituida por cualquier dis, pues, la
conveniencia de indicar cotN® un conjunto en el cual las cita-
das condiciones se sobreentienden satisfechasaesxigencia
gue no tiene relacién, ni condiciona, al lenguaj@pjamente
matematico. Si las cosas fueran siempre asi, stuada que el
problema que estamos estudiando en el fondo e$; ipanque
aunque la autorreferencialidad fuese viciosa, #stpodria ja-
mas afectar al lenguaje matematico. Su irreguldrigsaria con-
finada al ambito metamatematico que le es propm podria
contaminar al lenguaje matematico. Puesto que (dtiteo es
aquel que interesa al final, concluiriamos quedefniciones
con circularidad son simples expedientes paraitkacla com-
prension semantica de algunos entes y conceptpsy yanto
siempre son inocuamente Vviciosos, Si es que SasUE

Pero por desgracia no siempre es asi. En efeegylia que
— jsorpresa! — la regla deductiva debdus ponenss autorre-
ferenciaf®. Y ésta influye activamente (jy como!) en el leagu
je matematico, porque genera teoremas. Considerepaoa
simplificar, un Sistema axiomatico donde existeoddl regla
del modus ponensSu traduccién, en términos que no dejan du-
das, es la siguiente: “8ies un axioma o un teorema#\y-B es
un axioma o un teorema, enton&ses un teorema”. Por tanto,
éste define el conjunto de los teoremas de modurratdren-
cial: “se dice queB es un teorema #i es un axioma o un teo-

% Sorpresa hasta cierto punto: ya se ha visto quertaalizacion del
modus ponenda lugar a una definicién implicita del conjufitale los teo-
remas de la Teoria.
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rema yA—B es un axioma o un teorema”. No queda mas re-
medio que coger el toro por los cuernos; pero, utssge todo,
éstos no parecen capaces de herir mortalmente. Qirsviene
ignorar los términos aun no definidos,rebdus ponenssta-
blece un criterio absolutamente inequivocable pareerar teo-
remas. Cuando se aplica por primera vez, bastanitaise a
considerar solo los axiomas, en lugar de esforargélmen-
te) en determinar también los objetos, todaviafindes, Ila-
mados “teoremas”. Una vez hecho, se dispondra gines$
teoremas y podran formarse otros. Que se posazesl $enti-
do de ignorar los términos aun no definidos y qoiesea posi-
ble obtener otros teoremas aplicando de formantistal regla
son convenciones tacitas. Por otra parte, todavigerha sabi-
do encontrar una alternativa... Aun solo a causdicte “ino-
cente” pero indiscutible ambigtiedad,biaena definiciérpara
cualquier Calculo predicativo clasico formal denper orden,
es precisamente una cuestidon masatesencidorgue de deduc-
cion metamatematica (ap. 1.9).

En lenguaje seméntico existen, por lo visto, cagdades
malas (es decir, paradojas) y buenas; y algunastds ultimas
parecen indispensables en MatematicaBebemos por tanto
presumir que la metamatematica, entendida comceenguaje
semantico “sabio”, siempre consiga reconocer ufiaicién au-
torreferencial viciosa y apartarla; pero esta otpre no se puede
conseguir una certidumbre propiamente mateméaticeaelide
Responderemos a las preguntas anteriores diciemgéemente
gue las paradojas semanticas son inevitables ydizgan que el

2" También la definicion de la coleccién de las psigiones de un Sis-
tema axiomatico clasico es autorreferencial y, atmente activa en el len-
guaje matematico. Otros ejemplos pueden tenersgsarglas axiomaticas
propiasde los distintos Sistemas clasicos.
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lenguaje semantico que usan no puede ser axiouhaties decir
reducido a lenguaje matematico, tal como esta.
Consideremos ahora la siguiente cuestion. “Sea daden-
guaje cualquiera (recordemos, con un numero fitaaracte-
res). El conjunto de todas las proposiciones siitdicon me-
nos de 100 caracteres es finito. De ellas, algdaefisen ciertos
nameros naturales, como «el numero que sumad@&’' s (hue
tiene 30 caracteres, incluidos los espacios). @ereinos el
conjunto de todas las proposiciones simbdlicas rmenos de
100 caracteres que definen numeros naturales.ohglirdo es
finito y define siempre un ndmero finito de numenagurales.
Seam el mayor de dichos numeros. Entonces la proposicah
namero natural sucesivo al mayor definible con mei® 100
caracteres» define el numero naturell y tiene menos de 100
caracteres (para ser exactos 73). Absurdo”. Estorsece como
“paradoja de Berry”, pero en realidad no se tratarh verdade-
ra paradoja, si con dicho término entendemos uardbsnevi-
table (que es aquello que hemos convenido). Deatemyds en
la afirmacion “tal conjunto es finito y define sipre un nimero
finito de nimeros naturales”. ¢Qué se entiende paufdefi-
ne”? Si el lenguaje es semantico puede ser capeefuhdr con
pocas frases un numero incluso infinito de entetemmeaticos;
un ejemplo lo tenemos en la misma definicion d® tBstema
axiomatico formal (no banal): sirviéndose de metematica,
se pueden definir infinitas proposiciones y teorenias mis-
mMos numeros naturales son, evidentemente, defimuubante
un numero finito de caracteres; jse admitira quasési se ad-
mite que es posible definirlos! Susodicha afirmaciEntonces,
se refiere a un tipo limitado de “definicién”, upd donde no se
admiten “circularidades” o retrospecciones. Laidtifrase usa-
da en la “paradoja”, en cambio, define un nimeemds una re-
trospeccion, es decir, un criterio diferente. Sefwaden, por lo
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tanto, distintos niveles de interpretacion. Un gjlenconcreto
aclarara del todo la cuestion. Si se usan los teaesc alfa-
numeéricos, las posibles secuencias ordenadas kesdétmbo-
los con una longitud menor de 100 son muchisiners, finitas.
Supongamos de querer definir, mediante algunastds eom-
binaciones, un numero finito de numeros naturdiériterio
para hacerlo puede variar considerablemente, degpeludde la
lengua usada y/o de cualquier preferencia nuddtmraejemplo,
es probable que se decida asignar toda cadenipalé0@...01”
al numerol, es decir, al sucesor @e También “el sucesor de
0”, si somos espafoles, sera probablemente coadmena de-

finiciobn de 1. El mismo numero, por tanto, podra tener mas de

una definicion; mientras, por sencillez, podemdaldscer que
toda proposicién defina como mucho a un solo nimataraf®.

Imaginando pasar revista a todas las posibles c@nibnes, es
muy probable que descartariamos bastantes: alguorasstar
privadas de significado convenido (como «ahT_|&Kalotras

porque se considerara que no definan nimeros lety@mo
«el gato no ha digerido el raton »). Obviamentdan#os impide
convenir que ciertas cadenas mas 0 menos extregas, «mi

namero de la suerte» 0 «el nimero de los pecaghitales » de-
finan a determinados numeros naturales. Antes ppudss cho-
caremos con la misteriosa secuencia: «el nUmeuwahaucesi-
vo al mayor definible con menos de 100 caractergué
haremos? Admitiremos que Miguel decida no asociarigun

namero, mientras Ana, quiza basandose en un profestdidio,
la considerara la definicion de un determinado ragtypor

ejemplo de 239987. Terminado tal escrupuloso toalvagonsi-
deremos la frase conviniendo que su término “daéfise re-

% pero en lo que sigue no cambiaria absolutamenke siaen cambio,
definiera a un nimero arbitrario, pdiaito, de naturales.
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fiera precisamente a nuestra larga labor. Si sét@asi, ésta de-
fine ahora un preciso natural, tanto para Migueh@@ara Ana.

El punto fundamental es que, para amieé$rase posee ahora
un valor semanticdiferentedel que se habia considerado antes:
en efecto, Miguel no habia asociado ningin nummientras
Ana un numero que, como se debe admitir, no puedel snis-
mo. Para ella no hay manera de corregir las comwesx de
manera que haga coincidir los dos numeros, o bedds valo-
res semanticos.

En otras palabras, la “paradoja de Berry”, lejosseeuna
verdadera paradoja, es una sefal clara de qua@lde se-
mantico puede poseer distintos niveles interprataticomo ya
habiamos afirmado. Si en la “paradoja de Berryeedémos
por “definicidbn”, dondequiera que aparezca, el epioc se-
mantico mas amplio posible, es decir todos loshesimodos
de definicion, se obtiene una metademostracionabsurdo
(semantico) del hecho de que un namero finito d@gsicio-
nes simbolicas es capaz de definir, mediante éaviehcion de
la semantica, un namero infinito de nameros nagsraPero,
¢cuantas deben ser, al menos, dichas proposicsaneslicas
para poderlo hacer? ¢ Cuanto podemos rebajar elraltfé?
No se ven criterios l6gicos que puedan caractedi&dro nu-
mero minimo. jEn efecto, no existen! Un solo camaatomo
“a”, puede representar un cualquier numero pregdijgdsi lo
convenimos, puede representar mas de uno. Por lejepgp
demos convenir que represente tanto a 3 como g 8&7gre-
tenderé entender por el contexto, cada vez queagata”, si
este simbolo indica 3 o0 8774. Pero también puegesentar
infinitos. Pensemos en cudantas rectas distintasarnd letra
“r’ en un libro de Geometria y, mas en generaliogla la bi-
bliografia matematica. ¢ Por qué deberia habermitelia tal
numero? Con tal de que el contexto aclare de qua se trata,
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no hay ningun problema. Ciertamente, el precioitable pa-
gado es el peligro de confusion; pero en ambitoasdioo tal
riesgo puede subsistir. En general, cuantos méastasbgean
representados por la misma secuencia, mayor esmébd gle
significaciéon (y de posible confusith de la lengua. Asi, en
principio, un solo simbolo seria suficiente paraalar indivi-
dualmente cada numero natural o real, o un elendiual-
quier conjunto o coleccion arbitrariamente grancamno la
misma coleccion de todas las expresiones semargicab-
viamente, esto representa un caso limite radigabtdtico e
innecesario. Los contextos interpretativos vargbilesados
normalmente por la metamatematica no tienen neabsid ser
arriesgadamente ambiguos; al revés, esto no ezwci@me ni
oportuno. En efecto, normalmente no hay impedinseptra
enriquecer y refinar el vocabulario, haciendo cqagedxpresio-
nes sean menos equivocables.

La “paradoja de Richard”, es otra pseudo-paradejdad
misma especie. En ella se supone que los nimeales rentre
0 y 1, definiblesmediante definiciones individualesean nu-
merables y se hace una lista de ellos. Despuésfise din nu-
mero real entre 0 y 1 con el mismo criterio deikgdnal de
Cantor, antes descrito. Dicho numero no esta bst#éa a pesar
de que ha sido definido: absurdo. De nuevo, noasa tle una
verdadera paradoja: si se admite tpaaslas definiciones in-
dividuales sean numerables, se asume un tipo dénsiemn li-
mitado, que equivale a una simple denotacion. Luegaam-
bio, se hace uso de una definicién de caractetudiblemente
retrospectivo: ésta para funcionar se debe refemirandola

2y afladimos también de atractivo, pensando eniegaclasico. Cier-
tamente, con el pasar del tiempo las lenguas ®siedipan y se enriquecen
con nuevos vocablos ganando en precision, peroi¢anen “frialdad”.
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desde fuera, a toda la lista considerada; porrtotano puede
hacer parte de ella. En otras palabras, debe ser tipo |6gico
distinto con respecto a las incluidas en la li€t&a vez, el ab-
surdo deriva por confundir valores semanticos difteas del
verbo “definir’. Como en el caso precedente, sieféniciones
se consideran siempre en el sentido semantico mpboa la
“paradoja de Richard” puede leerse como una metostean
cion del hecho de que las definiciones semantiudigiduales
no son numerables y por tanto pueden definir unemarde ob-
jetos superior al numerable: una misma cadenaysdineente
interpretada, puede usarse para definir un nUmprma ilimi-
tado de numeros. Un razonamiento mas sélido deterpolo-
gico hecho al principio de este apartado; pero @mimenos
general, en cuanto no excluye la posibilidad de ejugimero
de las expresiones semanticas sea otro cardinatisug xo.
Pero es probable que en esta linea se pueda raalaaneta-
demostracion general.

Obviamente, un particular lenguaje semantico pueder
cualquier niumero inferior dliperinnumerablede proposicio-
nes: una cardinalidad cualquiera (innumerable oanabie) o
incluso un numero finito. Por otra parte los Siserformales,
cuyo lenguaje no es semantico, tienen un numenora@@osi-
ciones finito o infinito numerable, como pronto ebhsaremos.
Por lo tanto, un lenguaje con un nimero de propss finito
o infinito numerable, puede ser tanto formal coramé&ntico.
En cambio, un lenguaje que consta de un niUmeraaj®§-
ciones superior al numerable es necesariamentenieméDe
hecho, si posee un nuamero finito de simbolos, paekbptar
solo una cantidad numerable de cadenas finitaseBed for-
mular con ellas un nimero de proposiciones supasigrdebe
ser capaz de asociar mas de una proposicion a ismaanse-
cuencia finita de simbolos (o sea, adoptar un gtmiaterpre-

149



tativo variable); pero esto puede hacerse sélmmasipvalo-
resdistintosa la misma cadena. Cadalor constituyé, preci-
samente, ursignificadoy su asignacion, la interpretacion se-
mantica. Notese como Imeliminabilidad de dicho valor
semantico derive justamente de la obligatoriedadiféeenciar

la misma cadena en mas de una frase interpret&ivatras
palabras, el uso de un contexto interpretativoabéei represen-
ta el aspecto logico caracteristico de la semairiicimseca, es
decir, no eliminable.

Recordando los resultados del apartado anteriaterpos
afirmar que la Teorid C es capaz de operar sintacticamente
sobre objetos cuya naturaleza intrinseca es seraatis con-
juntos innumerables; aunque con ciertas limitagpremo
evidenciaremos en los proximos apartados.

[1.14. Los numeros de los Sistemas axiomaticos cléss

¢, Cuantos son los teoremas y proposiciones de tentais
clasico? La respuesfarmal a esta pregunta requiere represen-
tar el Sistema efC: s6lo aqui la cardinalidad es un concepto
formalizado. Si el conjunto de las proposicionesideSistema
clasico emmumerable diremos brevemente que “el Sistema es
numerable”. En un Sistema numerable, el conjuntosid¢eo-
remas puede ser numerable o finito (siendo esteallin caso
banal que, como ya se ha dicho, podemos exclum).offa
parte, también en un Sistema innumerable (es datiel cual
el conjunto de las proposiciones es innumerabledp@unto de
los teoremas podria ser numerable. No obstantestncaso
siempre es posible considerar un Sistema numegfiebien

30 Ceder aqui a la tentacién de afiadir “por defimitiéeria presuntuo-
Sso.
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definidosi lo esS), que tenga los mismos teoremas §uéor
ejemplo se puede defin® de manera que sus proposiciones
coincidan con los teoremas 8ey esté dotado de las mismas
reglas deductivas qu& S’ puede entonces sustituir perfecta-
mente &S si lo que interesa del Sistema es su ambito dieduc
vo. En otras palabras, trabajar®representaria una complica-
cion practicamente inudtil: nos obligaria a difeiancla
cardinalidadproposicionalde ladeductivasin ninguna conse-
cuencia con respecto al ambito deductivo del Sisteque
normalmente es lo que interesa. Por consiguientenanua-
cion supondremos siempre que la cardinalidad (nainhero
innumerable) de un Sistema sea determinada paartinali-
dad del conjunto de sus teoremas, es decir queidaicon la
cardinalidad deductiva

Si se representa @rC un arbitrario Calculo predicativo cla-
sico formal de primer orden, se demuestra facilmepte los
conjuntos de las proposiciondd, y de los teoremad,, son
numerables. En efecto, éstos son subconjuntosodginto de
todas las secuencias ordenadas finitas de lostesra@dmiti-
dos en el Sistema: sin duda un conjunto numerghleue el
namero de los caracteres es finito. Un Sistemacd&genéri-
co, modificara los conjuntd®y T con las premisgsropias en
especial, conforme a la convenciéon hecha, mod#iedrcon-
junto de los axiomahl (y, por consiguiente, el de los teoremas
T) mediante nuevos axiomas o esquemas axiomaticiesé
gue en la representacion conjuntista del Sisteahes tixiomas
y esquemas axiomaticos se convierten en enuncideldof y
por lo tanto siempre tendran el primer orden, auata que
sea el orden expresivo de éstos en el Sistemanarigi Su-
pongamos que, después de tal operacion, resuttenjunto de
axiomasH, y por tanto de teoremds innumerable. Se con-
cluiria, por lo observado en el apartado antedoe soélo un
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lenguaje semantico podria enunciar todos los tessede la
Teoria. Por consiguiente, el Sistema clasico censtb debe
admitir semantica para sus proposiciones y entoncqsuede

ser formal Ademas se ha observado que dicha semantica, de
biendo adoptar un contexto interpretativo variabinelimi-
nable Por esta razén diremos que los Sistemas clasicos
merables somtrinsecamentsemanticos.

Viceversa, un Sistema clasico numerable no es aeaes
mente formal: evidentemente, las proposiciones gugwdseer
un valor semantico con independencia de su nanadinal,
incluso en el caso de que éste sea finito.

La eleccion de extender el campo de representadileh
TC a los Sistemas clasicos innumerables se llamadaiésdi-
chadamentepemantica estandaCasi nunca se precisa clara-
mente que ésta implica la posibilidad de repres@riaonjun-
tista para ciertos Sistemas axiomaticos necesanigne
formales o sea incluyentes semantica no eliminable en sus
proposiciones. Tipicamente, y pronto lo ejempligraos, la
definicion enTC de cierto subconjunto innumerable del con-
junto de los teoremas de una Teoria clasica ddipstéen par-
ticular, la traduccion conjuntista de cierto esqaeariomatico,
conforme a nuestra convencién), se realiza mediange se-
cuencia de la forma “0OpUl...”, dondel es un conjunto in-
numerable yp un parametro en funcion del cual queda deter-
minado un axioma. En cambio, la convencion, fieloa
principios de la axioméatica formal, de limitarséaaconsidera-
cion de los solos Sistemas clasifmsnales y por tanto nume-
rables, se llama (todavia menos felizme&ejnantica general
(o de Henkip®:. En ella, naturalmente, no se prohiben expre-

31 En realidad su definicién habitual es distinta. dtistante, definirla en
estos términos deberia ser equivalente.
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siones de dicho tipo (que son perfectamente casegctorma-
les); simplemente, su uso en el ambito definitdabconjunto
de los teoremas (mas en general, de las proposg)iate un
Sistema axiomatico no se admite, porque éste aggulho
formal.

¢,Cudl de las dos semanticas “tiene razéon"? Si sedado
lo dicho, la pregunta correcta seria mas bien: gBérse debe
considerar laSemantica estandar¢Para qué sirve? En cierto
sentido la respuesta es burlesca: no sélo losnssténnume-
rables son los mas antiguos, sino que en la peadéstos siguen
siendo los mas usados. Consideremos, como ejemplarian-
te, laTeoria aritmética integralEn tal Sistema axiomatico cla-
sico (que abreviaremos c@), por lo demas idéntico RA, el
principio de induccion se generaliza agn“la expresion si-
guiente:  (A(0) Ox((A(X)edx,y)—A(y)))— OxA(Xx) sustitu-
yendo A(x) por cualquier propiedad de x, se obtieneaxio-
mél’.

Esta claro que si decimos “cualquier propiedad¢|uimos
también propiedades que no pueden expresarse @alallo
predicativo clasico de primer orden con igualdaut; ggemplo,
de orden superior al primero. Pero, mas criticameambién
propiedades especificamente semanticas, de nunmeuda
hiperinnumerable Por consiguiente, ya se puede argumentar
gue el Sistema sera innumerable y por eso intdnsecte se-
mantico y no formal. Sin embargo, éste es el Seterginal
para los naturales, introducido, independientemeite Dede-
kind y PeanoTC nos permite representarlo, aunque sea parcial-
mente, como precisaremos. En primer lugar, hayfauealizar
el concepto deropiedadA(x), haciéndolo lo mas general posi-
ble. Siguiendo el ejemplo de lpsedicados parece espontaneo
gue a una arbitraripropiedadde los nUmeros naturales se haga
corresponder una sub-coleccion de los mismos. GEnte hay
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una primaria hipotesis de fondo: que dicha subecta se
pueda expresar en lenguaje conjuntista, es deeisea propia-
mente ursubconjuntoAdemas, debiendo generalizar lo mas po-
sible, parece espontaneo requerir también el visayes decir
guecualquier subconjunto de nimeros naturales repitesena
propiedad aquella que caracteriza a todo elemento querte-pe
nece. Por lo tanto, representaremoprtgpiedadA(x) de la que
se habla en la regla inductivdegral (normalmente llamadia-
duccion completa con unarbitrario subconjunto del universo
De aqui deriva la primera inevitable limitacionldeepresenta-
cion enTC del Sistema, que reduce lEperinnumerabilidagdno
tratable en lenguaje matematico, a una cardinalitagmerable

(ZDO, como veremos); pero mas adelante descubrirentas ot
restriccion. Confirmaremos que dicha correspondeexige la
consideracion no solamente de las usuales promedadma-
les [de las cuales son ejemplos: “divisibilidad el subcon-
junto de los numeros pares)”, “que sumados a 3t€¢al sub-
conjunto{5}), “de los numeros primos pares mayores de 2" (el
subconjunto vacio) “de los nUmeros pares que aa#isfla con-
jetura de Goldbach” (un subconjunto todavia destidog pero
un subconjunto formal)], sino también de propiedaue enun-
ciables con caracteres privados de significadoresgbles sélo
con un lenguaje metamatematico intrinsecamentergsmma
Empecemos a definir el conjunto de los axiorisde esta
Teoria. A sus axiomas, corresponden las condicideésito-
rias:

(1)  (C* x*(x* =*0%)") 0OH
(2) (O x5 (* C*y*s (xy)s ) UH
(3) (0% x*, (xy)s —* y*, Z* 0%) UH
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donde, por completitud, se ha introducido un simbol
conjunto incluso para las paréntesis (que en imaio son
necesarias, como hemos sefialado). Con el objeéivgedera-
lizar el principio de induccién a un arbitrario sohjunto A)
del universo (), podemos establecer el criterio de indicar con
la secuenciaA,(* ,x*,)*” la propiedad correspondiente al hecho
de quex* pertenezca A. Esta convencion hace que el conjunto
de las proposiciones dd sea innumerable (ya qué=N, co-
mo descubriremos pronto). Para que la nueva seieusea
equivalente a la que expresa la propiedad a tideds conoci-
da secuencia de simbolos-conjunto (en todos lasscas que
esta Ultima existe), podemos convenir el siguieegguema
axiomatico “de comprension”

(O*x*,(*A*(X?),  *A,(5x*)*% )% UH, OA*X*)UP;

dondeA*(x*) es la secuencia de simbolos-conjunto que ex-
presa la propiedad?; el conjunto de todas las proposiciones
formales deAl (es decir, todas y solas aquellas defin@lates
de introducir la nueva secuencia) con al menosvanable li-
bre (llamadax*) y A el conjunto:A={x* LIU(A(x*))}}, siendo
A(x*) la expresiérconjuntista correspondieneA*(x*) *2.

32 El lector podria dudar, a razén, de la formalii@ail enTC de laco-
rrespondencia conjuntistg, por lo tanto, del entero esquema axiomatico
esbozado. Para disipar la duda sin recurrir al comgplejo lenguaje d&C
(aun en su formngenug, nos valdremos de una escapatoria: en la tercera
Parte (ap. 111.3), observaremos que el lenguajé@es capaz de represen-
tar I6gicamente el funcionamiento de uméquinacualquiera. Piénsese,
pues, en una maquina concreta que, dada una secumcsimbolos-
conjunto, sea capaz de componer la expresion cistaury viceversa: jsélo
hay que quitar/afiadir asteriscos y comas!
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Susodicho esquema axiomatico conjuntista generaiome-
ro de axiomas de la represent#&daigual a la cardinalidad de
P;, que es infinito numerable. De hecRpsoélo se diferencia
del conjunto de las proposiciones del Calculo logitasico
formal con igualdad (que es numerable), por la &izacién
de algunos simbolgsropios (como “+*”), sin alterar la cardi-
nalidad.

Seguidamente, la induccion completa se puede tirachuT

(A,(*’O*’)*’e*’ D*,X*,...,—>*, D*,X*,(*,A,(*,X*,)*,)*) DH’
OALP(U)

Esta ultima condicién hace qi(y por enderl) sea innu-
merable, porque se le asigna un elemento paraetagdeento
de P(U). En consecuencia podemos afirmar que el originario
SistemaAl no es formal y la citada definicion pertenece a la
Semantica estandar. Obviamente, esto no signifieala ex-
presion 'OALP(U)’ tenga algo de informal, puesto que esta
perfectamente definida y formalizada™®@ para todo conjunto
U. Sencillamente, el hecho de glisea innumerable hace con-
cluir (metamatematicamente) que el Sistema axi@marigi-
nario no puede ser formal. El Siste@, en cuanto formal,
so6lo puede reproducir sus enunciados formaleseEis, depre-
sentar parcialmente dicha Teoria, pudiendo efeuivae ex-
presar sélo su parte formal (que coincide Bé). Aqui esta la
segunda limitacion expresiva de la que se habka&ta. no qui-
ta que la misma TeoriBC, mostrandonos que(U), y entonces

Sefialamos también que hubiera sido equivalenteancalbesquema
axiomatico de comprension, en lugar que con latesar [1 A*(x*) LIP,”,

con “LJ ALJP(U),”, siendoP(U), definido andlogamente como en una nota
del apartado 11.10.
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T, es innumerable, nos habilita a concluir metamateamen-
te que la originaridl es una Teoria informal mucho mas am-
plia que la representada formalmente.

Desde la perspectiva de los axiomas de comprenkan,

infinitos casos (en concreto, el invariaﬂBO) en los cuales la
secuencia A, (* ,x*,)*”, o bien la definicién del conjunté, no
es codificable en caracteres sin significado.

Para construir un modelo de la Aritmética integradle-
mostrar qudJ=N, se pueden repetir los mismos pasos vistos
paraPA. Puesto que hemos representado la propiedad genér
caA(x) con un elemento arbitrario dRU), se reconoce ense-
guida que la condicion conjuntista correspondiexitprinci-
pio de induccién completa edénticaa la condicion 9) que
define el conjunto de los numeros naturales (af).!Por lo
tanto, esta vez las condiciones para el genérinerso de un
modelo de la Aritmética integratpincidencon las condicio-
nes paraN. Repitiendo los mismos pasajes del apartado 11.10,
se construira entonces el mistodelo estandade universo
U=N, con la diferencia de que ahora se puede afirmaregte
es elunico modelo posible para tal Teoria menos de iso-
morfismos (lo que viene de la misma unicidad\da menos
de isomorfismos). Nétese que no hemos podido conldu
mismo paraPA, por “culpa” de la condicién (9) sobre su uni-
verso (ap. 11.10), que es més débil de la 9) pargs el mo-
mento de profundizar mas, observando en concredddeen-
cia dePA con la Aritmética integral. La representacionTéh
del conjunto de los axiomas de PA difiere solo en relaciéon
al principio de induccién, que es mas débil. Esie,necesi-
dad de ningun axioma de comprension, se puedecirachn
la condicién:
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(A*(0%),e*, O*x*,..,—*, O*x*, (5, A*(x*),)*) UH,
0 A*(x*) LIPy

dondeP; es el conjunto, infinito numerable, de todas las
proposiciones d@A con al menos una variable libre. Como al-
ternativa (para una comparacion mas directaAlprse puede
emplear el mismo esquema de comprension antedesgués
definir la induccion débil mediante:

(Al(*lo*l)*le*l D *lx*l"’_)*l D *lx*l(*lAl(*lX*))*))*) |:|H)
0 AUPU)

dondeP(U); ya ha sido definido en una nota del apartado
I1.10: en palabras, es el subconjuntoR{&J) de aquellos con-
juntos cuya correspondiente propiedad es enuncabkd len-
guaje dePA (que es formal). Este conjunto tiene la misma car-
dinalidad quédP,, es decir infinito numerable.

Por consiguienté, y entonced y el mismoPA, son nu-
merables y la definicion anterior respeta la Sercargeneral.
Ahora sabemos que la respuesta a la pregunta Ereract!
apartado 11.10 es un enérgico “no”: puesto B(i¥) es innume-

rable, existe un numero enorme (el mismo, invaniéﬁ@) de
subconjuntos d&l cuyos elementos no pueden saracteriza-
dos(todos y solos) por ninguna condicion expresableA El
principio de induccion d®A no es equivalente, sino infinita-
mente mas débil que la condicion 9) del apartado ¢ bien,
del principio de induccién completa.

Debemos ahora discutir sobre una confusion, payrdem
muy difundida. Comenzaremos con una observaciémadCo
hemos visto, la representacion €6 de un Sistema clasico
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arbitrario hace corresponder a los predicatgtlasios del Sis-
tema, unos subconjuntos ¢€ ; por lo tanto, un predicado,
considerado como variable, varia en un subconjdaf(U").
En los casos no banales de Sistemas axiomaticasi@ode
modelos, el conjunto universo de éstdssiempre es infinito;
de ello se sigue qu’(U"), para cada, tiene una cardinalidad

al menos igual @, por tanto siempre innumerable. De ello
sigue que, si en el Sistema se permite el segurdme@xpre-
sivo, es decir, si esta permitido cuantificar sdiogepredica-
dos, podria suceder que el Sistema sea innumerable. Por
ejemplo, ello se obtendria si un axioma originabdd#o Sis-
tema usase una secuencia del tip(dQ...” (dondeQ indica
un genérico predicado), sin que ulteriores axioneagizcan
la cardinalidad, por defecto innumerable, de laecclbn de-
ntro la cualQ puede variar: la correspondiente representacion
en TC del Sistema estaria permitida en Semantica estanda
mediante una expresion del tipo OQUP(UM...” conP(U")
innumerable (o, mas generalmente, coild QLIR...”, siendo
R un subconjunto dB(U") atn innumerable).

De este hecho indiscutible, principalmente, detavaon-
fusion de considerar que todos (es mas: por nogoatodos
y solos) los Sistemas del segundo orden sean imailnhes.
En primer lugar, si un Sistema usa cualquier ogigrerior al
primero, perfectamente puede ser numerable; ponpe lo
sera siempre si es realmefemal. Como ya se ha dicho (ap.
1.6), el respeto de lBormalidad o bien, de l&eméantica gene-
ral, impone explicitar en concreto, eventualmente costgzo
riores axiomas especificos, todo aquello que puediicirse
sintacticamente a partir de cualquier enunciadosea del
primero, del segundo o de cualquier otro ordenhblp espe-
ciales peculiaridades para hacerlo en el caso derden ex-
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presivo superior al primero (y, por otro lado, edds los ca-
sos la traduccion enC convierte la expresion en un enuncia-
do de primer orden). En el ejemplo en examen, sgle® de
la formalidad para el Sistema, impone afadir abma que
usa la expresion “00Q...”, otras premisas que expliciten en
concreto como se debe deducir sintacticamente dadana
“0Q". La correspondiente representacionTéhdard lugar a
un enunciado definitorio (de primer orden) del cong de los
axiomasH de la Teoria del tipo “0QLS..", dondeS tendra
gue ser un subconjunto necesariamente numerabt®dgin-
to P(U")*,

Para observar en concreto un caso de este tipofiguedno
la TeoriaPA quitando la regla axiomatica de la induccion e in-
troduciendo en su vez el axioma:

DA ((A(0) e Ox ((Alx) e 2x,y))-A(Y))) - UxAKX))

donde sabemos que el predicaddebe variar dentro de la

coleccion de las “proposiciones con al menos umeahi li-
bre” para que esta nueva Teoria coincida BAnEl Sistema
ahora es de segundo orden vy, si no se afiade najaieréa-
mente informal, ya que 0 A” debe interpretarse semantica-
mente. No obstante, la formalidad es recuperalendCse ha
dicho, el hecho de que el Sistema sea de segudda ap im-
plica que tenga que ser inevitablemente informalfdrmali-
dad podria restablecerse afiadiendo otros axioniasegendo
orden que especifiquen las oportunas deducciongcttcas a
partir de la secuencie[JA”; pero hay dos maneras sin dudas
mucho mas simples. La primera es la de reconséturigina-

¥ Léase a propésito H. B. Enderton: “Second-orde¥ ldigher-order
Logic”.
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rio PA, suplantando el axioma con uno esquema axiomaticac
metamatematico. La segunda, siempre infalibleaatelrepre-
sentar la Teoria eMC (lo cual hace superflua la intervencién
de cualquier tipo de creatividad): asi haciendogxébma in-
ductivo del segundo orden resulta convertido, pesuente
como hemos descrito, en un esquema axiomatico rebsiieo

gue genera una infinidad numerable de enunciadosignifi-
cado esplicito; lo cual testifica el respecto déotanalidad. En
particular hemos observado que, exactamente coalmaams

de predecir, el esquema contiene la secuencia
“...0A0P(U)...", siendoP(U); un subconjunto numerable de
P(U).

En segundo lugar, un Sistema que admita solamepte-e
siones de primer orden puede perfectamente seminalle.
Nada mas que la semantica que defingtasisasdecide co-
mo debe ser el Sistema. Como ejemplo se puede symnla
Teoria, la presencia de un esquema axiomatico gfieadun
axioma del primer orden en funcion de una variajie varia
dentro de un conjunto no numerable. En un caso @ste la
representacion efC establecerd un esquema axiomatico con-
juntistico que generara una cantidad innumerableciemas
(de primer orden también en relacion a la Teongpaesentada).
Esto es precisamente lo que se ha obtenido paraldacion
completa deAl (a pesar de que en este caso la origirfdriao
es del primer orden, porque el esquema inductiviammatema-
tico admite axiomas de cualquier orden expresivainbién en
este caso el Sistema representado no es formabgfsucion
enTC se clasifica como perteneciente a la Semantiéadst.

O bien, en la definicibn metamatematica de las masde
tal Sistema de primer orden, se podria estableg@icégamen-
te de usar un valor intrinsecamente semanticolpanaroposi-
ciones, decretandolas como innumerables. Por egeraghi-
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tiendo la posibilidad de interpretarlas “simultameate” en
todos los modelos posibles. Mas adelante revisaseasi@ cri-
terio, que llamaremos eiso intrinsecamente semantide un
Sistema formal; y lo observaremos para el propstegiaTl C.

Ciertamente, las ilimitadas capacidades de la séradno
estan vinculadas necesariamente al segundo orgesaseso, ni
a cualquier otro en particular; y son capaces gdagar toda
su potencidiperinnumerablancluso limitandose al primer or-
den.

Por desgracia, la confusion se consolida a caus&rae dos
equivocos. El primero es la extension del significde la ex-
presién “Légica clasica de primer orden” (es ddaigoleccion
de todos los “Calculos predicativos clasicos foamale primer
orden”: Sistemas cuya definicién se ha precisadel epartado
1.6, excepto por los predicadpsopios que, de todas formas,
deben obedecer a axiomas clasicos generales; ycqu&)
hemos visto, siempre sarumerablel al caso de un genérico
“Sistema clasico de primer orden” (una Teoria gme¢ambio,
puede afadir al Calculo predicativo clasico formelprimer
orden en el que se basa, unos esquemas axiomatmoies
gue nada prohibe que puedan generar incinsomerables
axiomas, aunque expresados en el primer ordengedtindo
esta ligado al enunciado del teorema de Lindstrdeh,cual
hablaremos mas adelante.

Naturalmente, dicho malentendido implica otros; por
ejemplo, a menudo se critica el caracter no fomedlbs “Sis-
temas de segundo orden”, basandose en la intrissecanti-
cidad dealgunosde ellos. Y otros, en lugar de evidenciar que
el problema no reside en el tipo de orden expresito en
todo caso en la innumerabilidad de los enunciaslostienen
gue también algunos Sistemas del segundo orderepusatt
mitir una estructura perfectamente formal como ‘te$ pri-
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mero” (en todo caso, conalgunosdel primero, rectificamos
nosotros). Y asi sucesivametite

En el marco de este grave malentendido se sit@usinlos
nombres habituales que se emplean para las TdeAigsAl,
respectivamente: “Aritmética del primer orden” yritnética
del segundo orden”. Si se decide de considerar anibas de
induccion como esquemas axiomaticos metamatemAt&ns
indudable que la Aritmética de Peano resultadseprimer or-
den pero la Aritmética integral admite enunciados cdeal-
quier orden expresivgpor lo menos, hasta que en el principio
de induccién completa no se restrinja el signifccale la ex-
presién “cualquier propiedad”). Sin embargo, spefiere ex-
presar cada una de las inducciones mediante un @nimcia-
do simbdlico, se obtendmn ambos casosina expresion del
segundo orden (como hace poco hemos observadoPpgra
por consiguiente, en este caso taPfocomoAl serandel se-
gundo orden Aunque el primero formalizable, el segundo no
(el anico asunto, en realidad, de efectiva traseecid). A esta
tltima conclusion se llega representando las Tea@nael seno
de TC, donde, por otra parte, se restablpaea ambas el pri-
mer orden expresivo

Por lo visto, la acostumbrada clasificacion de $ostemas
axiomaticos clasicos en base a su orden expresiswial por
lo general, de sus propiedades l6gicas fundamentale cua-
les, estan ligadas sencillamente al respeto o spete de la
formalidad

3 por lo tanto se llega, a menudo tacitamente, ral efe considerar
siempre comalel primer orderun cualquier Sistemfarmal (o incluso, mas
en general, un Sistenp@r cuyo lenguaje vale el Teorema de s-completitud
un concepto que definiremos mas adelante).
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[1.15. Sistemas innumerables

Si un lenguaje semantico es numerable, se puedsaesp
gue una axiomatizacién lo haga formal; pero shesirinerable
y por tanto intrinsecamente semantico, esto es sinlgo Se
nos plantea, pues, qué problemas surgen en est® diipo de
Sistemas axiomaticos, cuya representaciom@mesta permiti-
da en Seméantica estandar.

En primer lugar, debemos decidir BC es “numerable” o
no. Las comillas se deben al hecho de que la Gl no
puede definirse formalmente para las colecciondasipropo-
siciones y teoremas dEC, en cuanto éstos no seonjuntos
La cuestion, por otra parte, posee una unica edrateeres-
puesta. Puesto que el Calculo predicativo clasatgidmer or-
den con igualdad que funda es formal, lo mismo conclui-
remos paraTC, que anade una lista finita (o infinita
“numerable”, en otras versiones) de axiomas progiosigni-
ficado explicito. Asi, admitiendo como hecho esponab que
TC sea un Sistema formal, se observara algo des¢antzrel
lenguaje derC, “numerable”, no es suficiente ni siquiera para
denotar individualmente a todos los elementos Ri#N) (que
todavia son conjuntos), siendo dicho conjunto inenatle; ni
a los sucesivo®(P(....(N))) de cardinalidad todavia mayor.
Esta situacion, no es peculiar por si misma, \epé&a en otros
Sistemas. Por ejemplo, en la Teoria axiomatica dbwhe los
reales de Tarski (de la cual hablaremos), que etrable y
esta dedicada al estudio de los numeros realesmienables.
¢, Hay agravantes paf& a causa de su naturaleza fundacional?
Solo en el plano epistemoldgico. La Teoria, deéirpdra estu-
diar ciertos objetos fundamentales, ni siquieraag®mz de de-
notarlos a todos de manera exclusiva: ¢no serieoldgdefi-
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nirla sélo para aquellos objetos para los que phederlo? La
respuesta es que esto no se puede hacer si seveoekaxio-
ma de las partes, que establece la existencia antos in-
numerables; pero dicho axioma es necesario paiairdef
modelo estandar de la Teoria de los nUmeros réaleetir del
estandar d®A, como se ha indicado en el ap. 11.10): sin él los
reales no tendrian la acostumbrada descripciéruntisia que
les asigna la cardinalidad &€N). Una condicion que no ofre-
ce ninguna ventaja, sino muchas limitaciones. legpeeferible
aceptar la situacion anterior, la cual, por otrdeyano es en si
contradictoria. En todo caso, como aclararemostardge, son
posibles dos criterios distintos para arreglarctzsas en el pla-
no epistemoldgico. El primero esta ligado al pragacécter in-
formal de la “numerabilidad” del lenguaje @€ (es decir, pre-
cisamente, a las comillas) y en la practica, hasaphrecer el
problema; aunque con una tactexh hoc El segundo criterio,
mas radical, es una estrategia oportuna, y de hsmhlo gene-
ral sobreentendida, que consient€Gdescribir efectivamente
todos los objetos para los que ha sido pensad@uaudicho
criteriono respete la formalidadel Sistema.

Volviendo a los Sistemas innumerables, se obseatzwéa
gue, a pesar de qU& pueda simbolizar perfectamente el con-
junto de los teoremas de uno de tales Sistemas;Testia no
es capaz ni siquiera de denotar individualmentegais ele-
mentos, siendo éstos innumerables. Este es el degaentido
(que ya observamos patd en el apartado anterior) por el cual
la representabilidad ehC de Sistemas de este tipo no queda
plenamente realizada. Diremos, en pocas palabuasyig Sis-
tema innumerable no eéstalmenterepresentable eRC. Vice-
versa, no hay dudas de que todo Sistema formald&énido
seatotalmenterepresentable enC: en efecto,TC es capaz de
reproducir cualquier enunciado suyo, es decir cuatgse-
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cuencia finita de caracteres sin significado. Oimaate, una
representaciomo total es también una representaciim fiel,
porque siTC no puede mencionar algunos teoremas de la Teo-
ria reproducida, fallara también en deducirlosdm$o Por otra
parte, recordemos que el hecho de que una repaegensea
total no implica que seéel (en realidad, hasta ahora solo es
una sospecha, pero lo confirmaremos).

Alguna perplejidad podria surgir sobre la naturalde los
modelos de los Sistemas innumerables: puesto gadaca-
dena se asocia mas de un significado, parece qumadida
respetarse la condicién b) del ap. 1.3 y por lotdatampoco
realizarse la formalizacion de un modelo suydrén En rea-
lidad hay que observar que, en el plano l6gicoedettistin-
guirse dos niveles distintos de interpretacionpimero es
capaz de asociar mas de un significado a la misadana y
genera un numero innumerable de enunciados. Ehdegu-
vel semantico es aquel propio del modelo y se zaatior-
malmente: en efecto, la condicion b) requiere gmificado
para cada&nunciadoy no para cada cadena. La Unica peculia-
ridad es que la funcion de verdad implica un nunenome-
rable de enunciados. No obstante, no debe pasporosito
una diferencia fundamental con el caso formal, dizlai sim-
ple hecho de que los citados niveles semanticaoncclara-
mente desemparejados en realidad: en los casosnesnse
juntan en uno solo, o estan intimamente ligadosell@edes-
ciende que la operacion de “cambiar el modelo” @oo no
isomorfo, es decir de cambiar ®gundonivel interpretativo
por otro, normalmente desbarata también el primeoo; el
resultado de que, en general, se modificaran logigs enun-
ciados y por ende el mismo Sistema examinado. @&sdar-
vacion, por consiguiente, sugiere una dificultatenior, en
general elevada, para que un Sistema innumerabkeapdis-
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tintos modelos no isomorfos. Y los casos comunesoldir-
man, como el ya visto de la Aritmética integral.

En cuanto a laxorreccion manteniendo la convencion de
introducir solamente esquemas axiomaticos, evitamekvas
reglas deductivas, ésta sigue valiendo para talstensas,
puesto que vale para las reglas deductivas clasicas

Aparte de los limites de su representaciéi €nlos Siste-
mas innumerables tienen otros dos defectos: enepiingar,
justamente el hecho de que no sélo para deduco,también
para enunciar individualmente todos los teoremasprecisa
una semantica irreducible. Nunca, pues, es posdxar to-
talmente de significado a los enunciados, comcepdatria el
formalismo hilbertiano. El segundo defecto es qaeapestos
Sistemas, como veremos en el proximo apartadoeeergl no
vale el teorema de completitud semantica. Al narestegura-
do que sean s-completos, podrian entonces tenerolase-
cuencias negativas discutidas en el ap. I1.9: eticplar, po-
dria ser imposibléistinguir todos los enunciados indecidibles;
y, entre ellos, podria haber algunagidos es decir, verdade-
ros en cada modelo. Consideremos por ejemplo el dada
Aritmética integral; hemos visto que su modelo reddd es
unico, a excepcion de isomorfismo (por lo tantodemos
afirmar que lo que es verdadero para ésteakgo). Si dicho
Sistema no fuera s-completo, podrian existir eradus verda-
deros en el modelo estandar (y, por su unicidadnteopreta-
bles comofalsosen ningdn modelo) que no son teoremas (ni
negaciones de teoremas: por lo tanto, indecidib¥s)o que
es peor, no reconocibles metamatematicamente coteaidi-
bles. Consideraciones analogas (incluida la unicakl mode-
lo estandar a excepcion de isomorfismo), se repma la
Teoria integral de los realegue definiremos mas adelante.

Como se ha dicho, la consideracion de este tifgistemas,
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mas que una necesidad, es una toma de concieiecigare en
Matematicas éstos se han usado, se usan y se.Usardincaso
de las Teorias integrales de los naturales y kssggincluso se
puede decir que tales Sistemas son aquellos quatematico
normalmente y espontaneamentmsidera en sus andlisis. La
razon se debe a la posibilidad de “sumar” al paietuctivo
formal, la ventaja debida a la unicidad del modelo a meat®
isomorfismos (en efecto, veremos que dicha unicitadale
para los Sistemas clasiclismaleg. En sintesis, la convenien-
cia es eposibleuso de laverdad referida al inico modelo es-
tandar, para “deducir” (no siempre teoremas; dé Eagucomi-
llas). En efecto, dado que lafalsedades no pueden
interpretarse correctamente, poco importa, epidtagitamen-
te, si no todas las “deducciones” obtenidas a srae¢ concep-
to de verdad son propiamente teoremas.

Veremos que el mismo lenguaje BE€, es decir, la osamen-
ta de toda la Matematica, se interpreta normalmsateanti-
camente; e incluso de manera totalmente “libre"desr, ad-
mitiendo la posibilidad de usar simultineamenteosogus
posibles “modelos”. Ello — que constituye el yaaaéiouso
intrinsecamente semanticel Sistema — significa de hecho tra-
tar la Teoria como innumerable y por tanto, no fdrm

[1.16. Teoremas de completitud semantica y sus prie3
ras consecuencias

Finalmente, es posible formalizar aC el Teorema de
completitud semantica. Recordemos que éste afmneaisten-
cia de al menos un modelo si el Sistema es congsteque
implica la s-completitud. Incluso su version formmatia tiene
un caracteno constructivoLa demostracion se puede genera-
lizar atodos los Sistemas clasicos formalés cualquier orden
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expresivo}°. En otros términos, el Teorema de completitud
semantica vale para cualquier Sistema axiomatéasiad cuyo
lenguaje respete la formalidad.

Diremos que el Teorema de s-completiade para el len-
guajede un Sistema clasico dado, cuando no sélo éktguaa
ra el Sistema, sino que también se verifica loisiga: si mo-
dificamos sus axiomas, quitandole alguno o afadiendstos
una coleccién, todo lo mas infinitumerable de enunciados
del propio Sistema (incluyendo la posibilidad dadifinuevos
simbolos no semanticos, sin modificar, en todo ,dasoreglas
gramaticales y deductivas) de modo que se obtengauevo
Sistema consistente, entonces también dicho Sistendra
modelos. Como ejemplo elemental, el Teorema de s-
completitud vale para el lenguaje de cualquiereSist clasico
formal, es decir, paral lenguaje formalpero, en principio, no
se excluye que pueda valer también para un lengeapnti-
co. Evidentemente, la validez del Teorema de s-tetinl
para el lenguaje de una Teorés una condicion mas fuerte de
la simple s-completitud: ésta implica la s-completide la
Teoria misma, pero no viceverddas adelante pondremos un
ejemplo (importante) de un Sistema intrinsecamseeantico
para cuyo lenguaje no vale el Teorema de s-coryuleta pe-
sar de resultar s-completo (y también completo).

El Teorema de s-completitud tiene consecuencias imuy
portantes que requieren una paciente reflexion.

Empecemos enunciando el teorema de Lindstrom;afiste
ma queun Sistema clasico para cuyo lenguaje valga el &eor
ma de s-completitddl puede expresarse en el primer orden

% L. Henkin:Completeness in the Theory of Types
% En realidad, el teorema original (P. Lindstrd®n Extensions of Ele-
mentary Logi¥ tiene como hipoétesis que para la Teoria valgaeaema
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Noétese que el teorema no afirma ni que el primeermres
siempre productor de s-completitud, ni que paréenguaje de
orden superior al primero no valga nunca el Teorelmas-
completitud. Sélo expresa que, en este ultimo castenguaje
podriasiempre ser sustituido, redefinido, por otro qugahaso
solamente del primer orden expresivo. Ciertamestie hecho
confiere al primer orden una importancia espegaf Otra par-
te ya manifiesta con las propiedadesid® todo Sistema for-
mal, en efecto, en cuantotalmenterepresentable eRC, pue-
de expresarse en el primer orden). Pero esto nifigas
confundir, en general, el lenguaje de segundo ocdenla no
validez del Teorema de s-completitud, ni el de primarden
con su validez o con la formalidad del lengtiaje
Pasemos a las repercusiones del Teorema de s-c¢ibatble

sobre el “nimero” y el tipo de modelos de la Teclésica ar-
bitraria para cuyo lenguaje éste valga. Para empezgemos
gue si dicha Teoria es incompleta, entonces existetelos
suyos no isomorfos entre si. En efecto, para cadacedo in-
decidible I, deben existir, en base al teorema, al menos do:s

de compacidad semantica y el de Léwenheim-Skolesnsideramos aqui,
por simplicidad, una hip6tesis mas fuerte: en efec@dremos que estos dos
teoremas descienden de la validez del Teorema abenpietitud para el
lenguaje de la Teoria.

37 A veces dicho teorema es enunciado diciendoningin Sistema que
use un orden expresivo superior al primero puedisfs@er el teorema de
compacidad semantica y el de Léwenheim-SkoEvidentemente, segun
esta forma del enunciado, se da a entender queSisttmaformal (0, mas
en general, para cuyo lenguaje vale el Teoremaadenpletitud) de orden
superior al primero, deba considerarse como “dehgarorden con mas de
una salida”. Una posicién manifiestamente innedé@sambigua y forzada
gue sélo se explica con la incorrecta categorizadi los érdenes expresi-
vos de la que hablamos. Léase a propésito M. Rasdbiest-Order Logic,
Second-Order Logic, and Completengss307 y ss.

170



modelos del Sistema en los cudle® tiene el mismo valor de
verdad; por lo tanto, al menos dos modelos no istmsoPero
¢cual es el problema representado por modeloonmwifos?
Para hacer una comparacion con la Fisica, considsréein
motor eléctrico reversible. Se trata de un objetoaz de fun-
cionar de dos maneras complementarias. Atravesad@@
rriente eléctrica produce trabajo (motor); vicewersl objeto
produce corriente eléctrica si se realiza trabbjp@ver su eje
(dinamo). Ambas interpretaciones del objeto, “esmator”,
“es una dinamo”, son igualmente correctas (serdarigptanto
“modelos” del objeto). Pero son profundamente difegs. Por
ejemplo, la afirmacion “el objeto produce trabajorathte su
funcionamiento”, tiene distintos valores de verasdlos dos
“modelos”. Entonces, en esta comparacion oriengados dos
“modelos” no serian “isomorfos”. ¢ Cual es el prod® Sim-
plemente que el objeto no puede definirse ni matiodjnamo;
no es un representante exclusivo de ninguna de @staclases
de objetos. Si un Sistema axiomatico tiene un nwodel iso-
morfo al modelo “espontaneo” para el cual el propistema
habia sido pensado (tipicamente, un modstanday, signifi-
ca que el Sistema no es exclusivo de este modelcanmacteri-
za solamente a los objetestandar sino que puede representar
igualmente bien objetos de naturaleza diferentegaudo, to-
talmente diferente). No sOlo no existen razonesataraleza
sintactica, o sea puramente matematica, para prafemode-
lo en lugar de otro, sino que ningun instrumentonfd de la
Teoria es capaz de diferenciar los dos modelostedelspunto
de vista del lenguaje matematico, estos son alagoéitte in-
distinguibles. Por lo tanto, las consecuencias d®ripo se-
mantico y, como veremos, comprometen la represiidtab
matematica de conceptos metamatematicos fundaresnbid
obstante, también son capaces de producir loafiesf

171



Inicialmente, la falta de unicidad del modelo aepa@on de
isomorfismo (abreviado: deategoricidad fue vista s6lo como
un defecto. Hilbert supuso tacitamente que la cetitpd sin-
tactica implicase también tategoricidad ademas de las cosas
agradables que ya hemos sefialado. En efecto sm®lofiie en
un Sistema clasico completo, dos modelos distiot@quiera
deben seelementalmente equivalentésp. 11.11): si la inter-
pretacion de cierto enunciado es verdadera enreépy, dicho
enunciado no puede ser la negacién de un teoremes; pera
un teorema; pero entonces sera también verdaderwoues
interpretado en el segundo modelo y viceversa. @ginvere-
Mos que esto no es suficiente para asegurar Igocatielad.

Dado un Sistema clasicg§ definimossub-Sistema finito
de S, todo Sistema clasico que tiene como axiomas bR su
conjunto finito de axiomas d& El teorema deompacidad
sintactica valido en ambito del todo general, afirma @ues
consistente si, y solo si, cada su sub-Sistem#fes consis-
tente Exponemos una facimetademostracion que usa la
hipétesis debuena definiciérpara el Sistema. La condicion
necesaria es inmediata: supongamos $jgea consistente y
gue, por absurdo, exista un sub-Sistema suyo instense.
Entonces, seria inconsistente tamb®rya que contiene to-
dos sus axiomas: absurdo. Supongamos, ahora, doestd-
Sistema finito de5 sea consistente, mientr&spor absurdo,
inconsistente. Dich& un enunciado cualquiera, existe &n
pues, una demostracion #ey otra denotE Segun labuena
definicibn de S, las dos demostraciones deben usar, juntas,
una cantidad finita de axiomas 8ePero entonces, cualquier
sub-Sistema finito d& que los incluya es capaz de derivar la
misma contradiccion, resultando asi inconsisteatteurdo.

En un Sistema para cuyo lenguaje valga el Teoreens-d
completitud, vale en especial también el teoremaamhepaci-
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dad semanticael Sistema tiene modelos si, y solo si, cada su
sub-Sistema finito tiene modeldssto es una facil consecuen-
cia del teorema precedente, dado que ahora lastensia im-
plica la existencia de modelos.

Detengdmonos ahora &A Tratandose de un Sistema for-
mal, a su lenguaje se puede aplicar el Teorema -de s
completitud y de compacidad semantica. Considerezh8ss-
tema,PA’, obtenido afiadiendo a las premisa$delos infini-
tos axiomas:

cz0

S0,y)—c#y

(S0y) e ¥y,z))—>c#z
(S0,y) e §y,2) e &,t)) > c#£t

siendoc un nuevosimbolo de constante. O bien, indicando sin-
téticamente cos(x) el sucesor dg:

cz0, £s(0), #s(s(0)), #s(s(s(0)), -.-....
0, todavia mas sencillamente (ap. 11.1):
c£0, (#1, (#2, #3, ...

Los puntos suspensivos son un recurso semanti¢ecfzer
mente admisible (puesto que perfectamente clar@sencon-
texto, que es el contexto metamatematico del esg@moma-
tico. No obstante, cuando se formalle&’ enTC, el conjunto
de estos infinitos axiomas puede ser rigurosameeatmido
como el conjunto que contiene la genérica cadena
“c*, 2*n*", On*[IN, dondeN es el conjunto de los niumeros
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naturales, unico a menos de isomorfismo, que dagetiel
universo del modelo estandar BA. Ahora consideremos un
arbitrario sub-Sistema finito d@A’ y construyamos un modelo
suyo a partir del modelo estandarRi& Si no contiene ningu-
no de los nuevos axiomas es el mismo modelo estéedA.

Si contiene un cualquier numero finito de los nig\w®lo hay
gue considerar la interpretacion constituida pometielo es-
tandar dePA junto a la interpretacion decon una constante
suficientemente grande de su univelkk@or ejemplo, los tres
axiomas: cz0, ¢£57, (#8202 son verdaderos asumiendo
c=42307. Para el teorema de compacidad semantica, enfonce:
el SistemaPA’ tiene al menos un modelo, llamémodio; el
cual, en particular, también es modeldde

Por lo visto, existe un modelo A que admite una cons-
tante,c, que no coincide con ninguna constante estandgar: e
efecto, es distinta d& 1, 2,... etc. En términos mas rigurosos:
la interpretacion de la constanteen M’ no puede asociarse
isomorficamente a ninguna interpretacion estaridaho mo-
delo, pues, no es isomorfo al modelo estandar;oeasppala-
bras, basta decir que “no es estandar”.

Por consiguiente, el Sisten2A se adapta perfectamente
también a la descripcion de objetos, camnen absoluto distin-
tos de los niUmeros naturales conjuntistas. Dicliosernos satis-
facen todos los axiomas &# admiten un Unico sucesor y pre-
decesof (también éstos no estandar), las operacionesnde pu
producto, y todo lo que se deriva de los axiomaRAld_a es-
pontanea interpretacion de dichos numeros, sieada ono de
ellos mayor que cualquier numero natural, es qae de “gran-

3 Se puede demostrar facilmente por induccién qda oatural, excep-
to “0”, admite un Unico predecesor, 0 bien es eksar de algin natural.
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deza infinita®.

Resumiendo, aun admitiendo que los nUmeros nasucale
juntistas sean una representacion satisfactofiasd@imeros na-
turales metamatematicos (lo cual, como se ha patloj sera
pronto puesto en discusion incluso para la mejdasi@leccio-
nes del conjunto que satisface las 9 condicionkesapddl.6), re-
sulta que el SistenBA no puede caracterizarse coaguelde
los numeros naturales conjuntistas. He aqui lafigastion de
por qué los naturales “intuitivos” ni siquiera paeddefinirse
comoel modelo dePA, como se ha anticipado en el ap. 1l.1. Sin
embargo, pueden definirse comlomodelo de la Aritmética in-
tegral, aparte de isomorfismo; pero ello no nosfeae plena-
mente por el caracter irreduciblemente no formatlidea Teo-
ria.

La metademostracion vista no parece depender denfa
pletitud o incompletitud sintactica d®A. En efecto, veremos
en la tercera Parte g es incompleto; sin embargo, una me-
tademostracibn muy similar se puede repetir par8istema
formal de los reales, demostrado ser completo @oskl. Lo
haremos a continuacion.

[1.17. Otras consecuencias del Teorema de completd
semantica

La Teoriaintegral de los numeros reales admite, entre las
premisas propias, quedo conjunto de numeros reales limita-
do superiormente tiene extremo superiBrendo su universo,
R, un conjunto infinito, el conjunt®(R) es innumerable. Se
puede demostrar érC que el conjunto de todos los subconjun-

% Otras curiosidades sobre dichos nimeros son peeizen sintética-
mente por ejemplo en G. LolkE possibile concepire gli infinitesimi?
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tos de reales limitados superiormente tiene la misardinali-
dad deP(R). De este modo, si se interpreta el citado principi
COmo un esquema axiomatico, resulta que éste ganaraan-
tidad innumerable de axionfdsEntonces, el Sistema es intrin-
secamente semantico (no formal). Se puede demastra€
gue dicho Sistema es categorico (se trata de unaoial teo-
rema de unicidad). Asi, pues, podemos afirmar queadelo
es, a menos de isomorfisimal,de los numeros reales, con los
sabidos limites debidos a su no formalidad. Paparsw su na-
turaleza no formal, se puede considerar una vergduacida
del Sistema, que limita los citados axiomas a @amidad nu-
merable: el analogo deA, para el caso de los naturales. Esta
Teoria formal de los reales (en adeladtER) es sintactica-
mente completa, como ha demostrado Tarski. De plesello
se deduce que también GE es completa: en efecto, a cada
enunciado indecidible suyo, a través de la int¢ésprén del
Espacio cartesianoequivalente al modelo euclidiano, corres-
ponderia un enunciado indecidible TR SiendoTFR formal,
para su lenguaje vale el Teorema de s-completittiel gompa-
cidad semantica. Consideremos el SistaiRR’ que afiade a
TFRla siguiente coleccion infinita de axiomas:

Cc(c>0), Cc(1/2>c>0), Cc(1/3>c>0), Cc(1/4>c>0),...

siendoc un nuevo simbolo de constante. También en este
caso dicha coleccion puede ser definida formalmente
TC. Cada sub-Sistema suyo posee un modelo. De hechc
para cada fijada, siempre es posible determinar €RR

0 Este es el tnico hecho que aqui nos interesanQigigee saber qué
exactas propiedades matematicas signifiquen “ldoitauperiormente” y
“extremo superior”, puede consultar un cualquiardide analisis.
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un real positivar tal quel/n>r; dichor hara que sean veri-
ficados todos los enunciadosCc(c>0),Cc(1/2>c>0),...
Cc(1/n>c>0). Entonces, para el teorema de compacidad se-
mantica este Sistema posee un modelo, el cual éamds
modelo deTFR Se concluye enseguida que dicho modelo no
es isomorfo al modelo estandar: porque admite onatante
C que es menor d&/n, para cada valor de. En efecto esa
constante no puede interpretarse en el modelodsstationde
la cantidadl/n, a partir de ciertm, siempre es menor de cual-
quier numero real prefijado. Por lo tanto, incldaoTeoria
formal de los reales, completa, admite modelossté@nelar (si
bien, como se ha observado, to@tsmentalmente equivalen-
tesal modelo estandar) y, consecuentemente, no prade-
terizar anicamente los numeros reales, tal y coenerdien-
den normalmente. La completitud sintactica no ioglia
categoricidad, como supuso Hilbert. Por desgraste equi-
voco se prolongé durante algunos afios, despuéandeicio
del Teorema de s-completitud (1930), en todos logidos
del tiempo, incluidos Skolem y Gédel (cosa que,adidpe-
culiaridad de las metademostraciones ahora vistasjebe
escandalizar demasiado). Sélo a partir de 1934 astgula-
res implicaciones del Teorema, empezaron a dilusepara
Skolem; pero la comprension total de las mismas (aon-
terpretacion detallada del teorema Lowenheim-Skplgue
veremos dentro de poco) no se alcanzara antes 3 &6n
Malcev™.

Las metademostraciones consideradas permiten tambié
concluir quelos lenguajesde la Aritmética integral y de la

“1 para una explicacion histérica detallada, aconszgda lectura de P.
Mancosu; R. Zach; C. Badesghe Developmentof Mathematical Logic
from Russell to Tarski: 1900-1935
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Teoria integral de los reales son semanticamentampletos.
En efecto, éstas se pueden repetir, inalterades,dichos dos
Sistemas no formales, pero aplicando el teoremeodgaci-
dad sintacticaen lugar que semantica. Se formaran analogos
nuevos Sistemas que afaden los infinitos axiomadas, con-
sistentes por el teorema de compacidad sinta@icaembar-
go, estos Sistemas no pueden tener modelos, ptaqusen
serian modelos no isomorfos (por las razones egds) de
los Sistemas originales, en contra de su catedadciPor con-
siguiente, existen extensiones consistentes de &staias in-
tegrales, pero sin modelos.

No obstanteel hecho de que para los lenguajes de las
Teorias integrales de la Aritmética y de los nurseesales no
valga el teorema de s-completitud no implica quaeseSiste-
mas sean necesariamente s-incompleksa argumentacion
merece un poco de atencion, puesto que no hemadopen-
contrar ninguna bibliografia al respecto. Veamosjeamplo.
Considérese el Sistema clasico cuyos axiomas sms tp so-
los los enunciadogerdaderogde la Teoria aritmética integral;
naturalmenteyerdaderosen su modelo estandar, el Unico a
menos de isomorfismo. Tal Sistema puede ser olatengwhrtir
de la Aritmética integral, afiadiendo precisamentsmo es-
guema axiomatico, “todos los enunciados verdademas mo-
delo estandar”. Representa, en efecto, la Teoitia&rca mas
potente. Evidentemente, este Sistema sigue adutiehmo-
delo estandar como Unico modelo aparte de isomarfigde-
mas, es completo y s-completo por construccion.s[kla ge-
neral, para un Sistema categorico, la completitud y la s-
completitud son equivalenteBe hecho, se& un enunciado
arbitrario de un Sistema categérico y s-completesSverda-
dero para el Unico modelo (a excepcidén de isomod)ssera
un teorema, por la s-completitud; si es fafsatE sera verdade-
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ro y sera un teorema por la misma razon. Por atree psabe-
mos que si un Sistema cualquiera posee al menasodelo y
es completo, es también semanticamente completdl @)p.

Sin embargopara el lenguajedel Sistema ahora definido,
no vale el Teorema de s-completitud. Para conelstio basta
repetir la acostumbrada metademostracion que désdlefini-
tos axiomas citados: el nuevo Sistema que se fesmaonsis-
tente, por el teorema de compacidad sintactica pertiene
modelos o se violaria la categoricidad. Se puederhan dis-
curso analogo para el Sistema clasico cuyos axismasodos
y solos los enunciadogerdaderosen el modelo estandar de la
Teoria integral de los reales.

Volvamos ahora a los Sistemas integrales de lanétita y
de los reales. ¢ Es posible que éstos sean competpse es o
mismo, s-completos;oincidiendoasi con los dos respectivos
Sistemas ampliados ahora considerados? La incatoflete-
mantica de sus lenguajes no lo prohibe. Volveremeste te-
ma en la tercera Parte. De momento, podemos yantangie
la (s-)completitud de tales Sistemas nos revetpréacualquier
nuevo tipo de “deduccidon” semantica, come la basadda
consideracion de los modelos (en nuestro casosénie mo-
delo) para “deducir” (por ejemplo, deducir empleamd con-
cepto de verdad), en teoria seria inutil, no sieragmz de con-
cluir nada nuevo (sin merma de que en la practmadrig
resultar comodo). Aquello, sin olvidar que, poirinseca no
formalidad de estos Sistemas, las propias deduegisimtacti-
cas, esto es, realizadas s6lo en base jprégsisas en general
requieren valor semantico para las proposiciones.

La no categoricidad de las Teorias formales deritm&tica
y de los numeros reales ha sido concluida por restastra-
ciones muy particulares; las cuales, no esta @am puedan
repetirse para cualquier otro Sistema formal. Baahto, hasta
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ahora, nada impide que otros Sistemas formalesapuset ca-
tegoricos. Otra esperanza es que los universossdmddelos

no estandar tengan siempre cardinalidad distintzqdellos de
los modelos estandar. Por ejemplo, reconsidereincase de
PA. En base a sus axiomas (ap. Il.1), todo modelBAldebe
contener al menos todos los nimeros del@jsg0), s(s(0)) ...,

o bien,0, 1, 2, ...., es decir, objetos isomorfos a los naturales
conjuntistas estandar. Si el modelo no contienesadntes es
(isomorfo al) estandar; si no, es no estandar. d&leio no es-
tandar que hemos considerado antes, contiene tarabg®ns-
tante no estandary todos los nimeros no estandar obtenibles
por ella mediante los predicados “sucesor” y “poeder”; por
consiguiente, su universo parece “mas grande”’NJugEs po-
sible, quiza, distinguir entre si modelos no isdogrsegun la
diferente cardinalidad de sus universos?

El teorema de Lowenheim-Skolem frustra estas espasa
al menos en lo que respecta al caso de modelosraearsos
de cardinalidad infinita (seguidamente diremos [@dmeeviar:
modelos de cardinalidad infinita inclusomodelos infinitos
Sin duda alguna, el caso de modelos con cardirmhlitfanita
es el caso ordinario para las Teorias matematieasayor in-
terés; aun asi, existe un sector matematico denli@bestudio
de losmodelos finitosen relacién a Teorias utiles en el cam-
po de la computaciéon. Pero en adelante supondreieogre
gue los modelos sean infinitos.

El teorema de Léwenheim-Skolem (a menudo L-S en ade
lante) se aplica aun a todo Sistema para cuyo &egalga el
Teorema de s-completitud; y por lo tanto a todesSstemas
formales. Se puede demostrar B@G a partir del teorema de
compacidad semantica (de cuya formalizaciérT €rhablare-
mos después) y del axioma de eleccion; y afirfea dado un
Sistema, dotado de un modelo infinito, para cuyglaje val-
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ga el Teorema de s-completitud y tal que sus piopoes
tengan cardinalidad mayor o igual al numerable. &des, és-
te admite modelos de cualquier cardinalidad inéffitPor
consiguiente, no solo no vale nunca la categouncjkra tales
Sistemas (modelos de cardinalidad distinta, obvieieno son
isomorfos por definicion deardinalidad sus universos no son
equipotentes), sino que para éstos se verificaps@nma “ex-
plosion” de modelos de todas las posibles cardiadés. Por
ejemplo, volviendo al Sistenf2A’, puesto que éste es numera-
ble (es decir, lo es el conjunto de sus proposaspy el uni-
verso de cada uno de sus modelos debe ser infemtbase a
la definicion formalizada denfinito introducida en el ap.
[1.12), se obtiene que éste admite modelos de ciglgardi-
nalidad, ninguno de ellos estandar. En especiatjtadncluso
modelos numerables, que también seran modelostandes
dePA. Se concluye, pues, queA admite modelos numerables
estandar y no estandar! Lo mismo se repite p& existen
modelos suyos no estandar de la misma cardinatjdace! es-

tandar: 270 . Ademas, jexiste también un modelo suyo nume-
rable! El Sistemd FR pensado para la descripcion de los nu-

meros reales de cardinalida?™, describe perfectamente
también objetos completamente distintos, de caidagh nu-
merable. Pero, después de todo, tampoco seriadoansiar-
prendernos demasiado: de hecho, aun cudiddescribe el

universor usual, de cardinalidag™®, sélo puede hacerlo par-
cialmente, en tanto sus proposiciones, numeratteson sufi-
cientes ni siquiera para denotar individualmentiosolos ele-
mentos der.

2 Con esta formulacién pretendemos juntar las dséntis versiones
del teorema, llamadas “para arriba” y “para abajo”.
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No presentaremos, por cierto, la compleja demaétrac
formal del teorema de Lowenheim-Skolem; no obstamtel
justificacion de la explosion de modelos implicgma el teo-
rema no esta lejos de la intuicion. ConsideremosSisitema
clasico cuyo conjunto de proposiciones tenga uedaccardi-
nalidad, dotado de un modelo infinidd. Teniendo presente
gue existe siempre la posibilidad de afadir nueiodolos,
incluso semanticos, parece razonable que sea sepagible
agrandar el Sistema y su lenguaje, eventualmeme@ando
sin limites su cardinalidad, manteniendo la coesisa. Si
empujamos suficientemente el agrandamiento, seafomSis-
tema consistente que no puede tener yacmo modelo (por
ejemplo, si las constantes del Sistema excedezidasentos de
Su universo). En consecuencia, en el caso de qaeebden-
guaje valga la s-completitud, existe siempre otcnl@o de di-
cho Sistema ampliado, que también es modelo dedrsasori-
ginal y que no es isomorfo M; considerado que dicho
discurso se puede repetir hasta el infinito, hé pacptificada la
explosion de modelos no isomorfos. Si, por otrdepaal Sis-
tema original es categorico, entonces, ningunansiie con-
sistente del Sistema, empujada lo bastante hasteerto M en
inadecuado para ser un modelo, puede tener un mddaual
indica que para el lenguaje de tal Sistema no pwatkr el
Teorema de s-completitud. Por tanto, el teorema-&nos
aclara que categoricidad y validez del Teorema de s-
completitud para el lenguaje de un Sistema con foedsfini-
tos son propiedades complementarias, imposiblesatisfacer
simultdneamente

Llegados a este punto, es oportuno sefalar uneaajdn
util de los modelos no estandar, debida a Robingsta: revela
gue, después de todo, la categoricidad tiene tambiéesen-
lace negativo; de hecho, inhibe el desarrollo deSstemas,
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por el hecho mismo de que el afladido de nuevasigasipue-
de hacer decaer sus interpretaciones validas,cassts mode-
los. Volvamos al SistemBFR’. En él, la constantetiene esta
vez el aspecto de unfinitésima Tal concepto no encuentra
una interpretacion correcta en el modelo estanddogreales.
Aun asi, resulta muy util usarlo en la practicaae®s hablan-
do de aquellos objetos indicados por normadxqmly, df, etc.,
muy usados en el Calculo no por casualidad llamafitoite-
simal ¢ Son cantidades nulas o no? Segun como convastga,
receria... La historia de los infinitésimos en Maddicas es
muy interesante pero no es ésta la sede oportuaatrasarlo.
Digamos solamente que se ha siempre usado siredaypa-
cion de definirlos formalmente, ni de interpretarkitidamen-
te. Sin embargo, los nuevos infinitos axiomas B&’ son ca-
paces de definirlos formalmente, a través de |sstanitec,
como numeros como los demas. El hecho fundamestqlue
modelos deTFR’ existen y son también modelos (no estandar)
de TFR Hay, pues, que construir un modelo concretd e’
gue pueda considerarse como una ampliacién de#bssres-
tandar (llamados a veces pseudo-reales) y queymdbs infi-
nitésimos; cosa que, efectivamente, se puede fiater cual
cierra del todo la cuestion; no obstante, se cong@®& que no
merece la pena trabajar &R’ s6lo para poder disponer for-
malmente de los infinitésimos; ni esforzarse derpretarTFR
con el nuevo modelo no estandar: claramente, neseVaim-
ple resultado de que el uso informal de los irdsiinos dentro
del modelo estandar (por otra parte tampoco neogsse en-
cuentra legitimado en un ambiente mas general.

Afadase que el uso de modelos no estandar, ndadle-

3 Como fue revelado por primera vez por A. Robingn1960; su pu-
blicacién mas reciente al respectd\em-standard Analysis
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suelto problemas conceptuales como éste, sino éanyiio-
blemas matematicos concretos antes sin re$élver

Cuando el teorema de Lowenheim-Skolem se aplicaisl
mo SistemaTC, se obtienen consecuencias indudablemente
dramaticas; pero éstas se han exagerado (y noeatarse Si-
guen exagerando) de manera imposible de compastito in-
tentaremos mostrar.

11.18. Limites expresivos de los Sistemas formales

Consideremos un Sistema axioméatico clasico formal-c
quiera, dotado de un modelo con un univedsd.a pretension
ingenua, normalmente sobreentendida frente a tatidees
gue ésta puede describir y aclarar cualquier asplctas pro-
piedades ddJ. Parece razonable, por ejemplo, pedir que la
Teoria formal de los niumeros naturales, es d®&jrsea capaz
de decidir todas lgsropiedadesle los nUmeros naturales. Pues
bien, en el caso de qu& sea infinito, es decir en el caso nor-
mal, esto se revela un burdo equivoco. De hechopseisto
gue el conjunto de todas las propiedadebl de representa en
TC con el conjuntd®(U), de todos los subconjuntos dePero

paraU infinito, la minima cardinalidad de(U) es 290 siem-
pre superior al numerable, es decir a la cardiadlk las pro-
posiciones del Sistema. Por tantb Sistema no es ni siquiera
capaz de denotar individualmente todas las propledade U
Si U es infinito, el lenguaje en el cual se pueden tdamtodas
las propiedades del universo es intrinsecamenté@rdem; y

4 Los méas famosos en relacion con algunas propisdieloperado-
res lineales compactppor obra de Robinson y Bernstein. Otros, se aantr
en los métodos estadisticos de resolucion, confa étbeverioet. at Non
standard methods in stochastic analysis and mattieatghysics
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por tanto, siempre mas rico que el lenguaje deefia. Inclu-

so mas rico que el lenguaje dealquier Sistema formal. Con-
tinuando con el ejemplo de los naturales, es ihidigicar alter-
nativas formales RA para resolver el problema.

El lenguaje de los alabados Sistemas axiomaticrsicols
formales posee asi una embarazosa y grave insufi@ieSe
reafirma que la metamatematica es insustituiblesdio para
definirlos, sino también para denotar individualteetodas las
propiedades de su universo. Debemos subrayar tgidirage
no tiene nada que ver con el famoso Teorema denipleditud,
gue veremos mas tarde; y sin embargo, esta confesite.
Evidentemente, el limite del que hablamos es inadipate de
que el Sistema axiomatico sea sintacticamente aimpl in-
completo; por ejemplo, vale también para el Sisteomapleto
TFR Si el Sistema es completo, cuando sus teoremiadese
pretan en un modelo, seran capaces de establecerdad o
falsedad en el modelo de todos los enunciados Igeaguaje
matematico pueda enunciar; pero ciertamente noqdellas
gue no puede enunciar. Y, como se ha visto, des égtionos,
aun limitdndonos a aquellos que s6lo mencionapragieda-
des del universo, existe siempre una cantidad tapias con
respecto a los que pueden formularse en el Sistema.

La estrategia que se podria usar para intentaraupste
limite es de ambito interpretativo: en concretambiar” el
modelo. Pero sobre ello discutiremos después.

[1.L19. Limites expresivos fundamentales para la Mat-
matica

Cuando se toman en consideracion los “modelos'Sasé-
maTC, se manifiestan profundas repercusiones en tolfaia
tematica. Indicamos co@ (de Céantor) el universo de un gené-

185



rico “modelo” suyo; éste representa la coleccionatos los
conjuntos. Sabemos ya qdeno puede ser un conjunto. Se ob-
tiene un absurdo, por ejemplo, suponiendo @Quenga cierta
cardinalidada. En efecto, hemos visto que &€ se puede
demostrar que existen conjuntos de cardinalidadrgupa o,
cualquiera que sea el valor a3? cuyos elementos son todavia
conjuntos, es decir, elementos del universo. Ee®no podri-
an pertenecer todosG absurd8®. Sin embargo, aunqu@ no

€s unconjuntq es una coleccion a la que es posible asociar, er
sentido metamatematico, los conceptos de “finitofinito”, y
también una “cardinalidad”, si bien no formalizalff®r ejem-
plo, no se obtiene ninguna contradiccion suponienteC sea
“numerable”. Tal hipbétesis metamatematica implizayie, en
realidad, no pueden existir conjuntos de “cardd@all’ supe-
rior al “numerable”; no obstante, sucede d&Eno es capaz de
“darse cuenta” de ello. Aclaremos este punto. Bntixpreta-
cion dondeC es “numerable”, cuandd@C demuestra, por
ejemplo, queé®(N) no es numerable, es porque no puede admi-
tir comofuncion es decir, comgoonjuntq una correspondencia
uno a uno entre los elementos RIN) y N concebida por la
metamatematicaEn otros términos?(N) es correctamente no
numerable dentro d€C, pero puede ser “numerable” fuera de
éste, es decir, en sentido metamatematico: la sppnelencia
uno a uno de sus elementos ¢ddmo puede ser descrita for-
malmente como un conjunto, sino s6lo metamatenmatoge.
Un razonamiento de este tipo, en general, puediégas cual-
quier “cardinalidad” supuesta pafa todas las cardinalidades

> Esta falsa paradoja es conocida coparadoja de Skolem'y, nor-
malmente, se concluye con la hipétesis de Queea numerable; pero, en
realidad, se mantiene también admitiendo @atena cardinalidad cualquie-
ra, como hemos visto.
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mayores a ésta se deberian solamente a la limtalgblen-
guaje matematico y desaparecerian en el ambitonmaetana-
tico.

La argumentacion ahora expuesta consiente tambgoi-r
ver el problema de landescriptibilidad individualde elemen-
tos innumerables del lenguaje “numerable”Td& observada
en el ap. 11.15. En efecto, del mismo modo, sélauerplano
metamatematico seria posible establecer una “q@mnelencia
biunivoca” entre los elementos de un conjunto inenadle y
(un subconjunto de) las denotaciones individuatddethguaje
“numerable” deTC. Asi, el lenguaje “numerable” deC seria
de verdad capaz de cualquier descripcion individosio, co-
mo de costumbre, el propibC no puede “darse cuenta”. Sin
embargo, este criterio de resolucion no es gemperaue vale
solamente en el caso en que se asum&mee‘numerable”. Si
se asume como “innumerable” (de manera que louctoy
innumerables resulten admitidos en metamatemayics® si-
gue considerando, como normalmente, “numerablEhguaje
deTC, el problema reaparece. Mas adelante describiremnos
criterio de resolucion mas drastico, basado eninteapreta-
cion no convencional (no formal) de las proposiemdeTC.

Los ejemplos ahora vistos plantean las primerassiadbre
la posibilidad de que se pueda tener siempre uact@xorres-
pondencia de los conceptos idénito y cardinalidad entre el
plano metamatematico y el puramente matematicayd,uesta
incertidumbre desorbita si se aplican las consegzagsndel
Teorema de s-completitud al propio lenguajd e

Como dijimos en el ap. 11.15, parece del todo etpwD
considerafTC como un Sistema formal; al cual, por tanto, po-
der aplicar emetdeorema de s-completitud (ciertamente no la
version formalizada en el propicC) y todas las consecuencias
mostradas, incluido einetdeorema de Lowenheim-Skolem.
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Ahora bien, hemos visto que la definicidn conjuatidefinito,
infinito, numerabley de las sucesivasardinalidades depen-
den basicamente del conjunto de los nimeros nasiMaPero
los elementos de este conjunto, siendo todaviauotog, son
también elementos del universo del “modelo"Td& que esta
sujeto a la indeterminacion debida al metateoreenb-8 apli-
cado aTC mismo: existen “modelos” correctos @€ no “iso-
morfos” entre si y también de distinta “cardinatiiaDe esto
sigue que, sN y N’ son los conjuntos de los naturales, cada
uno unico a excepcidon de isomorfismo, que se mfiardos de
estos “modelos”, no es seguro, desde un puntosia meta-
matematico, ni que entid y N’ exista “isomorfismo”, ni que
estos conjuntos deban tener la misma “cardinalffaéor lo
tanto, elnumerablerelativo a un “modelo” correcto no coinci-
de en general con abmerablerelativo a otro; y ambos, como
se ha visto, pueden diferir del “numerable” metammitico.
En otras palabras, jel concepto rdanerable,y consecuente-
mente ddoda cardinalidadsucesiva, no es absoluto, sheta-
tivo al “modelo” deTC que se esta considerando! Y la misma
critica se extiende al propio conceptdfidéo. En efecto, si no
estd asegurado qdsea “numerable”, tampoco es cierto que
el finito matematico coincida con el “finito” metamatematico
Por ejemplo, en un “modelo” d&C con una “cardinalidad” su-
ficientemente alta, el conjunt® podria ser “innumerable”, vis-
to desde fuera. Entonces, también un conjtinito, es decir,
cuyos elementos son equipotentes con todos losrogmeN
comprendidos entre 0 y cierto nUmero natargbodria no ser

5 Por ejemplo, sN’' — al contrario déN — se refiere a un “modelo” de
TC que, en violacion de la hipotesis del continuamidéel un ndmero cual-
quiera de cardinalidad comprendido ertfey P(N’), obviamente no estara
garantizado metamatematicamente B@) y P(N’) tengan la misma “car-
dinalidad”; lo mismo, por consiguiente, podra deeitambién parsl y N'.
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“finito” desde fuera, es decir, en el sentido metwmatics’.
Pero no solo: en analogia con lo observado en.dl.&f, en
un peculiar “modelo” dg C (que llamaremos “no estandar”) el
conjuntoN podria también setumerabley, a pesar de ello, no
estandar. Si tall admite una constante no estanclaemejante
a la antes considerada, entonces la definiciofinde se aleja
nuevamente de su valor semantico, dado que losmématu-
rales estandar comprendidos etftsec son infinitos.

Hacemos notar, a propdsito de esto, una incornedoas-
tante comun con respecto a la formalizaciorm€de los dos
teoremas de compacidad (sintactica y semanticajdesos-
tracion, requiere la previa formalizacion del conceptdini¢o.
Se lee a menudo que el teorema de compacidad taiatéel
cual, recordamos, tiene validez general) tienecamsecuencia
“absolutamente intuitiva”: que toda demostraciéncdalquier
Teoria matematica puede usar solo un nurfieito de premi-
sas. La demostracion, sin duda, es sefitilgin embargo el
desliz deriva del olvido de que nos estamos refilieprecisa-
mente a un concepformalizadode finito; por lo tanto, posi-
blemente no coincidente con el significado de téihique, en
cambio, se usa en faetalemostracion (basandose en la hipo-

*" En un conjunto innumerable, los nimeros compresdientre dos
numeros distintos cualquiera pueden ser infinitwsno se verifica en el
conjunto ordenado de los nimeros reales.

“8 SeaS un Sistema consistente y s€aun teorema suyo cualquiera.
Consideremos el Sistema, por tanto inconsist@it&s+notT. Por el teore-
ma de compacidad sintactica, existe un sub-Sistdmi@o suyo,
2, inconsistente2’ debe contenenotT entre los axiomas: de otro modo,
seria consistente por el teorema de compacidaékctiod aplicado & En-
tonces, podemos indicarlo cdi= >+notT, donde2 es un sub-Sistema fini-
to deS SiendoZ+notT inconsistenteT es deducible d& (“por absurdo”,
en base al metateorema de deduccién); por constgliees deducible con
un ndmero finito de axiomas &
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tesis debuena definicidrpara el Sistema axiomatico). La pro-
clamada sensatez del corolario, en rigor, es soiEmea ilu-
sion. Si se quiere seguir el camino formalgmostrarel teo-
rema de compacidad sintactica, entonces su pléadaibi
intuitiva, 0 sea basada en el concepto propiamssgantico
de finito, esta toda por verificar (en todo casetamatemati-
camente): ésta, en efecto, estaria en relacionlac@nesunta
“espontaneidad” del “modelo” dEC al cual elfinito matema-
tico, usado en la demostracion, se refiere. Dissmibs pronto
si es posible elegir algo como “el modelo correztpontaneo
(o estandar)” paraC: un tema sujeto a inevitable nebulosidad,
como se vera.

Indiscutiblemente, todo esto tiene consecuenciamaii-
cas para la Matematica. Intentemos resumirlas.cDetepto
matematico ddinito, minado por dicho relativismo, depende,
como vimos en el ap. 11.12, la definicion conjutdisnetama-
tematicamente mas satisfactoria del conjunto denloseros
naturales; que resulta, entonces, igualmente valadi un
“modelo” prefijado deTC y no necesariamente de acuerdo
con el concepto intuitivo semantico de “numero redtu
También el concepto definito posee, pues, el mismo tipo de
relativismo y, por consiguiente, jla misma aplitidad del
teorema de L-S! Es mas, la relatividad del conceptocardi-
nalidad”, hace que la subdivision misma de losegisis en
“numerables” y “no numerables” (y, por consiguieriganbién
en “formales” y “no formales”, para cuyo lenguagga o no
valga el Teorema de s-completitud, etc.) quedeitamaemente
sometida a un consenso de tipo metamatematicou@anq
puede ser formalizada de mockrteramenteorrespondiente a
los relativos conceptos semanticos espontanedssinta “ca-
tegoricidad” esta sujeta a una critica parecide: gfilo haya un
N, a excepcidon de isomorfismo, es verdad sélo excid@ a un
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“modelo” preestablecido d€C. Pero si se considera la explo-
sion de los posibles “modelos” par&, entonces dicha “unici-
dad” entra en crisis.

No obstante, no tiene mucho sentido extraer des dishites
consecuencias extraordinariamente catastroficag ¢ las
primeras conclusiones derivadas del teorema desé-&be al
propio Skolem y es todavia compartida por alguebseore-
m&™ mostraria que en Matematicas es indtil, quizauymtes-
so, considerar modelos innumerables: de hechoarbést nu-
merables. En efecto, no se puede negar que el @omin
epistemologico de todo modelo de cardinalidad sopes ex-
clusivo de la semantica, como hemos observado.dstante,
ningun “modelo” deTC, en el fondo, puede carecer de esta ca-
racteristica, incluso si es “numerable”: lo evidaremos de-
ntro de poco. AdemasiC puede describir formalmente sin
problemas conjuntos, y por tanto modelos de lagidg@ue
representa, de cualquier cardinalidad innumerabl®jen no
pueda denotar individualmente todos sus elemek®serdad
gue esto no es necesario y hasta puede consideratisepe-
ro, en algunos casos, como en la Teoria formabsiecales, la
eleccion de un modelo innumerable parece a la rfeager los
Matematicos la mas sensata y satisfactoria. Loimperta — y
gue es indudable — es que en ningun caso y desdena
perspectiva dicha eleccién puede ser concluida aamtradic-
toria o errada. A razon de ello, esta critimapuede demoler
efectivamente los modelos de cardinalidad supealonume-
rable, ni el punto de vista de quien desea usalasi siquiera
es capaz de ofrecer mayor rigor o sanar el desaedativis-

%90, més sencillamente, una versién suya menos @etmio Sistema
con modelos infinitos para cuyo lenguaje vale elréma de s-completitud,
admite un modelo numerable
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ma ya vimos, en el ejemplo fundamental de los né&arajue
hay modelos numerables no isomorfos entre si; gaalente,
veremos pronto que fijar la “cardinalidad” de undtielo” de
TC, no significa en absoluto fijar su “modelo”, instusi dicha
“cardinalidad” es la “numerable”.

Las criticas de Quine van mucho mas alla. El pdetwista
gue las resume es la consideraciéon de que dos Matem
nunca podran estar seguros de usar el mismo “nogala
TC, y, por tanto, tampoco de que coincidan sus cdosege
“conjunto”, “numero natural”, “numerable”, “innunedsle”,
etc. En efecto, es cierto que no es posible nirigiande con-
vencion formalizable que asegure dicho acuerdienguaje de
TC, obviamente, es el mismo para todos sus “modetasigue
sean profundamente distintos (lo cual ocurre pam@qaier
otro Sistema formal). No obstante, también es kegle esto
no significa necesariamente que dichos conceptopuedan
ser distinguidoen absoluto De hecho, podrian ser distingui-
dos — y en realidad no hay otra eleccion — pordtamatema-
tica; segun un acuerdo de naturaleza genuinamentarsica.
Obviamente, se puede dudar de este poder, comaeese plu-
dar de cualquier convencion semantica que fundaanne-
tamatematica; pero hemos ya observado en la prifarge
gue, si se quiere creer como posible un tipo ciexgude co-
municacion, también se debera admitir alguna fqoneaia de
acuerdo semantico informal. Y en el caso fundanhelgdos
numeros naturales, este acuerdo, después de tm@oegdnne-
gable: realmente ¢se puede sostener que es ilusteidar
desarrollar un estudio de sus propiedades, al nlaeadssicas,
gue sea compartido por todos aquellos interesadas® una
critica filosofica exhaustiva contra el punto dstaide Quine,
recomendamos la lectura de un breve y muy efidéaubr de
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H. Hrachovet.

Estas muy sensatas razones, por otra parte, hempuesbl-
ver del todo el problema cardinal. Admitir que esiple con-
cordar un significado para los conceptos de “nunmextaral”,
“numerable”, etc., significa admitir que es posibtavenir un
“modelo estandar” paraC. Pero si se intenta especificar exac-
tamente las caracteristicas de dicho “modelo” esp@o, en-
tonces la cosa se complica. Incluso la misma “oafitiad” se-
ria discutible, pero supongamos de tenerla fijailae desea,
con la prudente “cardinalidad numerable” de Skolédnora
bien, ya observamos qUe es incompleto, siendo la hipotesis
general del continuo indecidible (ap. 11.12). Hayefiadir que
se han descubierto muchos otros enunciados intestdiy
gue, como reconoceremos en la tercera Parte, danjpietitud
de TC es ineliminable. El punto débil es que ninguncedi®s
enunciados parece verdadero o falso en el “modgporga-
neo” deTC; el cual, por consiguiente, cada vez tiene mewos d
espontaneo. Piénsese, en comparacion, en el ca¥opostu-
lado de la Geometria euclidiana: alli, el “modespantaneo
euclidiano” lo indica tan enérgicamente como veedadjue
indujo muchos Matematicos a considerarlo como usib®
teorema. En cambio, aqui ¢en qué “modelo” pensamios®
para el cual la hipétesis del continuo es verdadarao de los
infinitos — entre si completamente distintos —a&mjlie es fal-
sa? Y la misma pregunta se puede repetir para todatemas
(infinitos, como se vera) enunciados indecidibles.

En definitiva, hay que reconocer abiertamente gusentie-

0 Ontological Relativity reconsidered: Quine on LoWweim-Skolem,
Davidson on Quine

1 por ejemploJa hip6tesis de Suslirde Kurepay de Martin hay
otros mas.

193



nen las ideas claras sobre como esta hecho el foiadieTC

gue nos consiente — lo consideramos a pesar dertodgable
— una visién comun y unitaria de la Mateméatica.skasacion
tangible que se percibe es que cuanto mas nosrachest en
los fundamentos de las Mateméticas, mas pareawidusten-

tar dilucidar inequivocamente cada detalle.

A proposito se debe subrayar un hecho: manifiesteame
los problemas que han salido a la luz no se deberrifica-
cion fundamental realizada p®C. Es mas, para este aspecto,
la reduccion conjuntista de la Matematica operaacama len-
te de aumento, revelando y unificando todas lasgiretades
ya presentes en las Teorias que unifica: en toslo, ales, en
clave favorable. Por ejemplo, supongamos tener aléfiste-
ma PA, olvidandoTC; PA seria, entonces, el unico Sistema
formal que puede usarse para definir los nimeros nasuRde
ro a PA podemos siempre aplicarle mletaeorema de L-S y
reencontrar la desconcertante pluralidad de modiddotodas
las cardinalidades; en consecuencia, la represedéat en
lenguaje puramente matemético de los niumeros tegufia-
tuitivos” entrara en crisis de manera analoga acct®mos
evidenciado en senolaC.

Cuando un problema de relativismo se manifiesta sal
TC es porque tiene relacién con un concepto que $erimali-
zado so6lo e C (como, por ejemplo, el dinito): en el caso
que se decida no formalizarlo, éste, por supuestayuedara
con su propia ambigliedad semantica.

[1.20. El usointrinsecamente semanticde los Sistemas
formales y deTC

Ya se ha anunciado que la oportunidad de susatumo-
delo es capaz de ampliar la capacidad expresiven Gstema
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axiomatico formal. Para constatarlo es suficiemntesancillo
ejemplo sobre el primer Sistema axiomatico que lsededi-
nido (ap. I.1). Interpretema&, B, Cy D comoQO, 1, 2, 3y
“—” como “<”, es decir, “menor de”; puesto que losstr
axiomas se satisfacen, se obtiene un modelo. Ad&mégla
deductiva es correcta, porqueXstY y Y<Z, también valdra
gueX<Z. Con los unicos tres teoremas que se pueden aeduci
obtenemos la siguiente interpretaci@x2, 0<3 y 1<3. No
obstante, esta claro que si nos referimos al mdalelo 3, 4,

con el mismo significado paras”, podemos también deducir
0<4 y 1<4. Con esta estrategia es posible hacer que es#e ban
lisimo Sistema, de tres teoremas sélo, sea capdedieir in-
finitas propiedades de los nimeros naturales. &desdistin-

tos modelos es por tanto capaz de aumentar
espectacularmente el poder expresivo de la TeBrigparti-
cular puede ocurrir que un enunciaBHointerpretado en el
nuevo modeldvl, exprese una propiedaddel universo del
originario modelo estudiadbl;; incluso una propiedad antes
incodificable, es decir, que no puede ser expresagdiante
ningun enunciado interpretado ®h (y hemos visto que hay
siempre infinitos, sM; es infinito). En otras palabras, para
enunciar y eventualmente demostrar la propiguask recu-
rriria a un modelo distinto del modelo al cual lssmap se
refiere. Naturalmente, entre los dos modelos delearstir
una oportunaelacién Sentimos no poder traer auténticos y
utiles ejemplos aplicados para este criterio; exdbale que
normalmente estas deducciones se obtengan medibosD

de un distinto Sistema axiomatico, en lugar de istirdo
modelo (lo cual seria siempre posible cuando drefecion

es propiamente matematica). En todo caso, es plausie el
método sea subestimado, sobre todo en el casoaldicja
relacion sea intrinsecamente semantica, aun siendo metame
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tematicamente indiscutible. No obstante, podemesguprtar-
nos hasta qué punto el criterio descrito puedelvesdos li-
mites expresivos de la Teoria. Ante todo, la sendiénota-
cion de todas las propiedades del universo de udelno
infinito requeriria una cantidad innumerable deostmode-
los: ¢ hay suficientes? El teorema de Léwenheime3kagbo-
dria tranquilizarnos (!) desde este punto de vigtauantas
son todas las cardinalidades? Por lo observado@maota del
ap. 11.12, sabemos que la coleccion de todas laknzdidades
tiene siempre mas elementos que cualquoejuntode nime-
ros cardinales. Se trata, por lo tanto, de un dpoinfinito
“mas fuerte” de lo normal (recordemos que una pedilefi-
nicién de conjunto infinito es que el conjunto tertgantos
elementos como” los de un subconjunto suyo propis).
efecto, en el &mbito de latases descritas segun la Teoria de
los conjuntoNBG, se puede definir una “correspondencia bi-
univoca” (con comillas porque no es entre conjurtopor
tanto, no es ella misma un conjunto) entre estaccadn y la
coleccion de todos los conjuntos; en consecueseiqguede
afirmar que también la primera bBgperinnumerablecomo la
segunda. Pero incluso limitandose a los modelosastms
entre si, la situacion es tranquilizadora: en fbearia dotada
de modelos, el numero de modelos isomorfos esaoiente
hiperinnumerable Para concluir esto, basta observar que se
puede sustituir el universo del modelo, cuyos etgoseindi-
camos cor, b, ¢, ..., con un universo que contiene los ele-
mentos(a,x), (b,x), (c,x) ..., siendax un conjuntocualquiera

Si la presencia de es ininfluyente en las operaciones, se ob-
tiene un modelo distinto pero isomorfo al iniciBuesto que
el nimero de todos los conjuntoshgserinnumerablese lle-
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ga a la conclusiéh

Esta claro que admitir el uso de uno cualquierbbslbiper-
innumerablesmodelos del Sistema para deducir, implica con-
siderar innumerables enunciados interpretadosigneestra-
tar el Sistema como no formdtn esto consiste, pues, lo que
podemos denominar elso intrinsecamente semantide un
Sistema formal: considerarlo de hecho como no fhradmi-
tiendo para sus proposiciones la posibilidad deinmerables
interpretaciones. Todo ello sin alterar minimamesitienguaje
de la Teoria (ni mucho menos su nimero de orderesixp).

Sin embargo, por lo que respecta al ambito inteapve de
la crucial Teorial C, se tiene una situacion singular. A parte las
razones explicadas, la interpretacion de las piocipogs de
TC resultaria oportuna por un motivo mas fundamemetatte-
seo de poder describir todos los conjuntos (o)Jgatrenos, to-
dos los elementos de un conjunto innumerable).r&emnderia,
es decir, qualC fuese capaz de describir efectivamente todo
objeto para el cual la propia Teoria ha sido creediao con-
templado en el ap. 11.15.

El problema al interpretafC, como hemos visto, es que la
distincion, la especificacion, de cualquier “modetorrecto,
incluso del mas intuitivo, es incierta. No pareiogd sostener
gue son posibles interpretaciones del lenguaj@ @eapaces
de asignar a cada enunciado uno y un solo clanifisggo. En
consecuencia, tendria muy poco sentido hablar, @ntes, de
distintos modelos erelacion Por otra parte, la exigencia de
una interpretacion que vaya mas alla de las pakbiés de un
s6lo “modelo”, parece concreta y efectiva: bastamecer que
lo que normalmente se hace cuando se trabaja coretaia
TC, no es dar un significado indiscutible a susremdos se-

2 para mas detalles véase G. GePlaprieta che si conservanoap. 6.
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gun un “modelo suyo preestablecido” (¢,qué “modelp”&ino,
inversamente, se intenta transformar cualquiermaéicion se-
mantica relacionada con conceptos conjuntistasseguencias
de simbolos de T.CSe entiende que ello equivalga, en cierto
sentido, a utilizar el “modelo” mas convenientegpimrmalizar
la frase. Realmente, es como si se admitiesen tSineamente
todos los hiperinnumerables “modelos” concebibtebjen, si
se prefiere, un unico “modelo” de tipo “dinamicet) el cual la
coleccion de los conjuntos se adapta a nuestrgerias mu-
dables. Claramente, se trata de un uso intrinsetarsemanti-
co, porque maneja el Sistema como no formal. Soi jebiti-
vo, manifiestamente, es la capacidad para remeditwdo
limite expresivo del'C. de representaotalmentey fielmente
(dado que cualquier criterio semantico relativas premisas
puede ser reproducido por el “modelo dinamico”)uro a los
Sistemas innumerables. El negativo es la pérdidardealidad
y el caracter huidizo de la interpretacion, quenae debe sa-
ber arreglarselas para remediar a las emergentaigizadades
del lenguaje, como en breve observaremos.

Para intentar precisar el funcionamiento de didberpreta-
cion “dinamica” deTC, tomemos como ejemplo la descripcion
de las propiedades de los niameros naturales. Sabgueoel
lenguaje “numerable” del Sistema fornTdl es incapaz de de-
notar individualmente un numero infinito de elenosntde
P(N), es decir, de propiedades de los niumeros natutaies
ginemos de establecer un “modelo” tradicional itdinC, de
la Teorid® es decir, un “modelo” que asocie un Gnico e indis
cutible significado a cada proposicion. Puesto guenguaje

Y, si se quiere, se suponga “no numerable” pasalver el problema
de la insuficiencia expresiva déC con una estrategia mas general que la
descrita en el apartado precedente.
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de TC interpretado erC sigue “numerable”, éste seguira sin
poder describir infinitos de los elementosR{dl). No obstante,
a estos elementos habria que poder aplicar lasigasmer C,

si es verdad que son conjuntos. En efecto, espodea hacer
so6loredefiniendoC, o sea “cambiando” el “modelo”. La rede-
finicion del “modelo” puede (y debe) consentir kesdripcion
propiamente matematica de propiedades, que todawieon-
juntos antes incodificables. Naturalmente, tal redef@amcno
puede establecerse de manera oficial o conscidatly que
todo “modelo”, realmente, es indistinto; sencillantee se rea-
liza cuando se codifique en lenguaje conjuntistartapiedad
(es decir, el conjunto) que cada vez nos interesadiar.
Cuando se haga estm general podra cambiar el “mode(®,
pudiendo incluso tener otra “cardinalidad”. Lo dgomplica que
itambiénN y P(N) podran cambiar! Por ello, no hay duda de
gue considerar la coleccion de todos los “modetmsho un
anico “modelo dinAmico” no convencional, da lugam, gene-
ral, a una situacion de ambigiiedad de la cual Bda@mas que
la sencilla suposicion de saberse desenredar; Ugstaraque
cabia esperar. Otro precio que se paga es queasusjempre
nuevos conjuntos no formalizables (entre éstogagaigunos
gue “antes” lo eran). Pero esta claro que el “tipleede tedri-
camente repetirse hasta el infinito para permatidéscripcion
de cualquier conjunto.

Naturalmente, el uso intrinsecamente semanticd Clee-
suelve solo aparentemente los problemas discutidterior-
mente. Es verdad que el Sistemdistinto de TG- obtenido de
TC interpretando libremente, de la manera desciits psopo-
siciones puede escapar al metateorema de s-comglgta sus
consecuencias. Pero la pluralidad de “modelos’oy, €llo, la
relatividad de los conceptos a€imerq finito, cardinalidad
categoricidad etc., se reencuentra intacta en seno al propio
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“modelo dinamico”, por como ha sido definido. Adenél uso
de dicho “modelo dindmico” comporta, claramenteg erpli-
cita renuncia a resolver los enunciados indecidideTC, da-
do que éste absorbe tanto los “modelos” para lagesuson
verdaderos, como aquellos para los que son faB®diecho,
por su capacidad de poder describir cualquier quoasonjun-
tista, este uso de TC equivale al empleo de la tradicidieal-
ria “ingenua” de los conjuntas

Intentemos ahora extraer algunas fundamentaledusomc
nes al final de esta segunda Parte. La Teoria a@ticande los
conjuntos, aun con limites, permite unificar y falimar €n
teoria desde luego no en practipar la intratabilidad de su
formalismo) toda la Matemética. Al hacerlo, las giibdades,
antes esparcidas en los fundamentos de cada uaa Besci-
plinas, se concentran todas en la base de estéaTblimguna
de las “rofias” del edificio desaparece, sino serede bajo sus
cimientos. Esta Teoria consiente formalizar corasepiuy im-
portantes y fundamentales (como losfidéo e infinito), aun-
gue con el amargo descubrimiento de que ni estosas pue-
den considerarse certeramente correspondientes sa
metamatematicos; que son, naturalmente, el verdadgetivo
del conocimiento. Por otra parte, este problemaeaebe a
TC, sino que reside en los fundamentos de todo Sastédsico
formal. La Teoria, ademas, no puede deschibimentetodos
los Sistemas formales, a menos de perder, comoshantiwi-
pado, su caracter deterministico de tipo “mecaniesto se
concluird e ilustrara en la tercera Parte; hastaaalsélo hemos
sefalado la duda de que todos los Sistemas forreadatiel-
menterepresentables). Para el ambito interpretativobserva
gue sus “modelos” estan sujetos a una nebulosidaggrece
inevitable y ademas, para que la Teoria misma pdeskeribir
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todos los objetos para los cuales esta pensadajda posibi-
lidad de caracter general es una interpretacida tile sus pro-
posiciones, es decir admitir el uso “simultaneo’todos sus
posibles,hiperinnumerables“modelos”. Este uso, si bien re-
suelve todos los limites expresivos de la Teomasintiendo
representatotal y fielmentetambién a los Sistemas no forma-
les, equivale pero a considefid@ como innumerable y por tan-
to no formal.

En ciertos aspectos, pues, la situacion parectadazén a
una famosa critica atribuida a Poincail@: Teoria axiomatica
de los conjuntos es un error del que algun dianecsiperare-
mos. Su unificaciontedricay nodehechq tiene limites déi-
delidady no resuelve ni mejora ninguna ambigledad. La-natu
raleza de sus “modelos” es oscura y se necesitaamtalad
innumerable de ellos — es decir, se precisa quSistéma
abandone el riguroso formalismo, reconvirtiendoseTeoria
“ingenua” de los conjuntos — para poder descrimliotaquello
para lo que ha sido creada. Todo esto manifiestautdidad
de su aspecto formal y parece justificar un ret@na “inge-
nuidad” cantoriana.

Sin embargo, resumiremos su defensa en tres punNtes:
es capaz de formalizar algunos metateoremas fundales y
representafielmentelos Sistemas formales mas comunes e im-
portantes. 2) Toda Teoria formal tiene analogogdsrexpre-
sivos, insalvables en el respecto de la formali@d.a con-
centracion de todas las ambigiedades de las Disspl
matematicas en los fundamentos de una Unica Teapaz de
unificar toda la Matematica mas importante, es esultado
epistemologicamente loable que consiente revisaataraleza
de dichos problemas de manera unitaria y exhaustiv@or
ejemplo, de concluir definitivamente que las raideda Ma-
tematica no pueden ser dilucidadas en todos saledet
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TERCERA PARTE
INCOMPLETITUD E INDECIDIBILIDAD

[11.1. Sistemas clasicos efectivamente axiomatizats

El objetivo de los siguientes apartados sera pchian en la
naturaleza de los sistemas formales. En partiadarinteresa
estudiar en qué condiciones éstos pueden tend¢asigropie-
dades favorables que acentlan su determinismo.

Recordemos que las demostraciones, segbndaa defini-
cion, sondistinguibles.Esto quiere decir que, dado un objeto
cualquiera, es posible determinar metamatematicmsnes
una demostracién o no. Pero un razonamiento metamsto
puede referirse al significado de las palabrasm®o mas ge-
neral y arbitrario y por lo tanto obtenerse pomité de una es-
trategia inclasificable; sin embargo, es espontaliesear, co-
mo ya mencionamos en el apartado 1.5, un método de
conclusiéon “automatico”, “mecanico”, que no estgedigado
a la fantasia o habilidad del Matemético. Nos nefes concre-
tamente a unaaquinaque, ante las premisas de un Sistema
formal, sea capaz de responder siempre con uno“stin un
“no” a la pregunta de si un objeto cualquiera es demostra-
cion de algun teorema.

Una coleccion se dicdecidiblesi es numerable y si existe un
procedimiento mecanicalescribible finitamentecapaz de esta-
blecer, dado un objeto cualquiera, si éste le peceo nb Un

! Es evidente la importancia del orden de los téomien la definicion:
no es lo mismo decir “dado un objeto cualquierastexun procedimiento
mecanico capaz de...etc.” Esta Ultima definicion rige2 que dicho proce-



Sistema matematico se diedectivamente axiomatizablgue
abreviaremos coef. ax) si la coleccion de las demostraciones de
sus teoremas afecidible El procedimiento mecanico que hace
decidibleuna coleccion numerable se llama, concisamdatde-
cision Naturalmente, ldecidibilidades una condicién més fuerte
gue ladistinguibilidad.

Pero ¢ qué debemos entender exactamente por “praeadi
to mecanico describible finitamente™? Parece quia sgportu-
no definir mas rigurosamente este concepto. Ofegces, en-
tretanto, una aclaracién informal de la idea. Galneenté, nos
referimos a una Estructura (evitamos el términaté&na” por
motivos obvios), con uprogramaprefijado que:

- Admite un numero finito de objetos finitos y simbi-
guedad, que llamaremasputs los cuales arrancan su
funcionamiento.

- Es capaz de sefalargarada es decir, la espera de nue-
vosinputs

- Cuando se para tras ioputs habra producido un nume-
ro finito de resultados (output$ finitos. La misma sefia-
lizacion deparada es otrooutput particular. De todas
formas, cabe la posibilidad de que nunca se pareyyo
caso es posible que produzca infinitogtputs finitos
(aunque, como caso particular, podria no prodacias

dimiento sea Unico para todos los objetos y egeigalinadistinguibilidad
que introduce como Unica novedad el caracter mega® las conclusio-
nes. También en metamatematica, como en un lengimf®lico, es im-
portante el orden de los términos en un periodmoctjue no es frecuente
encontrarse con sutilezas de este tipo en el lgmgoandn.

2 Seguimos aqui, como ejemplo, algunas trazas oRtagna:Teoria
della computabilita
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un outpud.

Ademas, debe poseer estas otras caracteristicas:

- Una vez fijado eprograma cadaoutputdepende sélo y
Unicamente de losputs Con lo que, repitiendo en un
momento cualquiera los mismiguts se vuelve a obte-
ner el mismo resultado.

- El programa es un conjunto finito ohstrucciones cada
instrucciones un objeto bien determinado que no cambia
en el tiempo.

Lasinstruccionesse traducen en operaciones simples y
necesarias que no requieren ni fantasia, ni prefereni
especial inteligencia. No pueden implicar operagsode
azar como el lanzamiento de un dado o de una maneda
Dan siempre resultados parciales unicos (y pori€ons
guiente un anico resultado final): por ese motivo,
pueden consistir en elecciones arbitrarias entrersis
acciones posibles.

- Tiempo, dimensiones fisicas, energia absorbiotaog li-
mites practicos, no influyen en el funcionamieradalma-
quina.

La eventualidad de que la maquina pueda no papaichea
haber sorprendido alguien acostumbrado a contarpsécon
recursos agotables. El lector que no esté acosadola la in-

3 Esta condicién, por lo tanto, excluye explicitareecualquier proce-
dimiento que utilice algo parecido a una funciértige random(que gene-

ra, al menos en teoria, nimemasualesndtese que se trata de una técnica

de calculo muy usada). Retomaremos el tema eraeiaalo I11.6.
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formatica, puede pensar en el ejemplo de un cdehaput
podria ser jvamos a la playd! El conjunto de las instruccio-
nes, dejando a un lado las operaciones de condysgE@®uede
sintetizar con $eguir el itinerario marcado en rojo en el ma-
pa’. El resultado (o parte de ello, si asi lo decioines todo lo
gue el coche produce: aceleracion, humo, el tassibre una
colina o por un litoral, etc. Un ejemplo en el cleprocedi-
miento no se para, es el siguiertgut “jen marchal; pro-
grama: seguir el itinerario marcado en rdjpdonde dicho iti-
nerario es una curva cerrada en si misma. No nexesa tener
en cuenta la gasolina o el desgaste del cocha;duracion fi-
nita de la vida del coche, del conductor o del ersg. Porque
lo que queremos es descubrir los limites tedrimsadteoria
gue tratamos, al margen de las dificultades pr@&tiPor otra
parte, el caso deo paradano debe ser considerado en princi-
pio como necesariamente “negativo”, como veremos.

De todas formas, existe una posterior hipétesiiim
cadora que, en nuestro caso, parece oportuno adroérca
de los objetos, tanto daput como deoutput que éstos se
limiten a cadenas alfa-numéricas (de longitud &inicomo
dijimos). Esto se asume en consideracion de lzagbn de
las méquinas a los Sistemas axiométicos concrelmsde
estan asi representadas tanto las proposiciones Esrar-
gumentaciones de la metamatematica (como las desmost
ciones, segun lauena definicioh Por otra parte, desde un
punto de vista logico, dicha hipotesis no limita mngan
modo las maquinas: baste pensar que un normal adden
(que soblo maneja cadenas binarias @& y “1") puede
hacerse capaz de efectuar cualquier tipo de adan@fuso
poner en marcha otra maquina cualquiera) y quededes
nuestro punto de vista, no nos interesa el objetartutput
en si, sino solo su representacion simbolica caristica. En
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consecuencia de tal hipotesis,pgbgramade una maquina
cualquiera provoca exclusivamente un procesamidattas
cadenas alfa-numéricas deput, produciendo, cuando si,
cadenas alfa-numeéricas detput

Ciertamente, estas aclaraciones sobre las maguonitigsn
so6lo en parte el descontento por la necesidadaderiea ellas,
a estos nuevos conceptos informales. De hechosegife mas
oportuno, por ejemplo, tratar de reconducir esdrlietura me-
canica” a un simple Sistema mateméatico? Dejemossjauesta
para mas adelante.

Hay que notar que en la definicién de colecalénidiblese
usa el concepto informal de “numerable” (efectivatageste
término deberia ir entre comillas). No obstantegrms que
gracias a la convencion representada pordsis de Church-
Turing, a cualquier coleccion decidible corresponde efect
mente un particulaconjunto numerable Por este motivo,
hemos omitido y continuaremos omitiendo las comiilla

Si un Sistema axiomatico es ef. ax., entoncesresifoEn
efecto, como el conjunto de las demostracionesugterable,
también lo es el de los teoremas. Ademas, en uen@ef.
ax., la maquina, discriminando todas y solas las d&mcio-
nes por orden de longitud, puede producir en satidas y so-
los los teoremas del Sistema. Ello puede llevarsab®, por
ejemplo, si se conviene que, en cada demostracojmgmente
dicha, la dltima cadena tenga siempre que simbdhzeonclu-
sion, es decir el teorema. En definitiva, al selosoutputsde
una maquina, tanto las demostraciones como logres no
poseen un caracter semantico ineliminable. Assjstema res-
peta la formalidad en lo relativo a sus teoremastpnces se
puede calificar deleductivamente formalAhora, conforme a
la convencién simplificadora que hicimos al pringidel apar-
tado 11.14, podemos desatender el caso en quesaa gde ello,
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la Teoria sea informal a causa de una semanteduible en
proposiciones que no son teoremas: una situacidng ©iemos
explicado, poco interesante en si, inusual y en tado eludi-
ble.

Viceversa: ¢ un Sistema axiomatico formal es sierefire
ax.? Dado un Sistema formal arbitrario, para buscame-
todo de reconocimiento “mecanico” de las demosbraes,
se podria considerar ante todo una generacion caidria
y ordenada de todas las posibles cadenas finitdgsdgim-
bolos finitos admitidos. Si éstos son los caracteada-
numeéricos, podemos convenir que las primeras “ffasean
todas aquellas constituidas por un solo simboloreen al-
fa-numérico. Después consideraremos todas aqumdlasti-
tuidas por dos simbolos y asi sucesivamente, semgspe-
tando el orden alfa-numérico. Una maquina autoraatic
puede generar sin problemas esta secuencia. Aetesié
surja una cadena que contenga enunciados del Sigtepor
lo tanto, posiblemente una demostracion), seré saeme
“aguardar” bastante, ya que las combinaciones quewbar
a frases de este tipo s6lo seran una minima partasdtota-
les. Pero éste es un problema de caracter purameatgco
gue de momento no nos interesa. A continuacion,etab-
jetivo de que el Sistema seh ax, la maquina deberia dife-
renciar dichas frases en demostraciones y no-
demostraciones. Sin embargo, nada impide que cach@st
tracion dependa de modo singular y exclusivo dealdicu-
lar expresiéon formal del enunciado a demostrarque que-
remos decir concretamente es que,Eses un enunciado
genérico del Sistema, el razonamiento que conduyE es
un teorema podria dependatrinsecamentale E; es decir,
ser distinto para cada (aungue no asocie ningun significa-
do aE). En tal caso, si los teoremas son infinitos (hipg-
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tesis, recordamos, de no trivialidad para el Siajermpodria
ser imposible establecan numero finito de indicaciones no
semanticagara reconocer todas las demostraciones; es de
cir, transferir la l6gica demostrativa del Sisteman proce-
dimiento mecanico. Por tanto, parece razonahldar de

gue todo Sistema formal sea efectivamente axioiualiz
Precisamente descubrir si es asi 0 no, serd uhwsd®inci-
pales objetivos de los temas que trataremos.

En un Sistema&f. ax, como acabamos de observar, el pro-
cedimiento mecanico de decision de la demostrasiesague-
de modificar facilmente para que produzca en sabdas y
solos los teoremas del Sistema (he aqui un ejefppkaitivo”
de maquina que no concluye, salvo en el caso ltdeajue el
Sistema tenga un nuamero finito de teoremas); estziqulad se
indica brevemente diciendo que los teoremase$ectivamente
numerablesEn general no vale el caso inverso: si en una Teo
ria clasica el conjunto de los teoremagfestivamente nume-
rable (es decir, si existe una maquina capaz de hacelenico
de todos y solos sus teoremas), no quiere deciésfaeseaf.
ax. (lo observaremos mejor en el apartado 111.3)tatkas for-
mas, en los casos de interés practico, este cageciEidamen-
te insalito.

Si existiesen Sistemas formales efo ax, como hemos su-
puesto por logica prudencia, sus teoremas, siempnerables,
podrian no serlefectivamentees decir, podria no existir nin-
guna maquina capaz de generarlos todos y solos.

Hay que subrayar que &ectiva numerabilidado implica
la decidibilidad el procedimiento mecanico, ligeramente modi-
ficado para controlar si un determinado objetorsgientra en
la lista exhaustiva de elementos de la colecci@ é&umismo
genera, puede ciertamente reconocer, antes o degbué ob-
jeto determinado le pertenece; pero si no le pecental pro-
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cedimiento no se pararia y nos quedariamos “pamapse”
con la duda. Por lo tanto, en un Sisteshaax, no es seguro
gue el conjunto de los teoremas deaidible

Para de que lo sea, basta con que también el ¢orgeros
enunciados que no son teoremasefeativamente numerable
en efecto, presentariamos el enunci&l@ ambos procedi-
mientos y esperariamos la primera respuesta deeitas dos,
durante un tiempo finifo La condicién, por otra parte, también
es necesatria: si el conjunto de los teoremas edilole¢ el pro-
cedimientode decisiorpuede hacer un elenco exclusivo y ex-
haustivo tanto de los teoremas como de los no+tesebasta-
ra con enviarles emput todas las posibles secuencias finitas
de simbolos del Sistema, ordenadas por longitudlfa- a
numericamente.

Si el conjunto de los teoremas @scidible se dice que el
Sistema mismo lo es. Inmediatamente es precisatadde los
peligros de esta terminologia. Obviamente, queTgwia sea
decidibleno implica que no pueda contener enunciaddsci-
dibles es decir que tenga que ser completa; en efectm s
enunciadol es indecidible, la decidibilidad del Sistema com-
porta solamente que una maquina sepa reconoceskg oon-
cluir que nil, ni su negacion son teoremas. Es verdad que le
terminologia usual en este caso es poco aforturmata, hay
gue resistir a la tentacion de modificarla, porgoe desgracia
ya esta muy difundida. Una buena norma para refomfusio-

*No hay que dejarse engafiar por las referenciasrapo, cuya Unica
finalidad es la de ilustrar mejor el asunto: “resg@r en un tiempo finito” o
“responder antes o después” equivalen simplemeftereluir’; mientras
“no pararse nunca” a la imposibilidad de hacerlo.
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nes es evitar las formas verbales del verbo “degigliusar so-
lo los adjetivosdecidible e indecidible especificando siempre
si se refiere a un Sistema 0 a un enunciado inavid

Ciertamente la decidibilidad, para un Sistema matem,
representa un grado sumo de su conocimient&.eSiun enun-
ciado cualquiera, poniendo en marcha el procedimiereca-
nico de decisibnque siempre termina, una vez doput E y
después conotE se podria concluir siempre Bies un teore-
ma, la negacién de un teorema 0 un enunciado it Y,
por lo tanto, también establecer que el Sistemacesnpleto,
si lo es (en cambio, si es completo, en general mstpuede
concluirse basandose solo en el procedimientoofié deci-
sion). También el problema de la consistencia selveria in-
mediatamente: fijado un enunciaB@rbitrario, el Sistema sera
consistente si y sélo si al menos uno de los doe@ados en-
tre E y notE no es un teorema. La genialidad de los Matemati-
cos, en dichos Sistemas, jquedaria sustancialnieritada a
la brevedad o elegancia de las deducciénest suerte para
ellos, de todos modos, los Sistemas decidiblesesoefecto
una utopia. Para empezar, en todos los casos,rkalEmsis-
tencia solo puedsuponerse&omo verdadera, como veremos. Y
s6lo en pocos casos (que pronto ejemplificarensgsta se
admite, se concluye que el Sistema es decidible.

Un caso trivial de Sistemadecidiblees el de cualquier Sis-
tema clésico formal inconsistente: en él, cada @ado es un
teorema. Por lo tanto, un Sistemdecidible es decir naleci-

® Como en: “decidir un enunciado”, usado en el dentie: “establecer
si es un teorema o no”. De hecho, si se “han ddwidin enunciado y su
negacion como “no teoremas”, el enunciado es... giddde!

® Esta bastante difundida la idea de que este dieismo haya repre-
sentado “el suefio” de Hilbert; sin embargo, comegtucomentaremos, es
muy probable que se trate de una generalizacidyeexda.
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dible, es necesariamente consistente.

Consideremos ahora un Sistema axioméatic@x.y consis-
tente. Se& un enunciado suyo cualquieraEses un teorema, el
mencionado procedimiento mecanico de comparacionla®
teoremas deutputde la maquina esta capacitado para descu-
brirlo. SiE no es un teorema, se tienen dos casos: en elrprime
E es la negacion de un teorema y esto se puedebdiesarifi-
candonotE en la misma manera; no hay que pasar por alto que
para hacerlo, se necesita la hipétesis de la ¢ensia. En el se-
gundo caso, en el guees indecidible, este procedimiento, sin
embargo, fallaria: en efecto, éste no se pararia godriamos
llegar a ninguna conclusion. Naturalmente, depewcidielel Sis-
tema, es posible que existan diferentes procediosgrara lle-
gar a la correcta conclusion; pero, como no semistan méto-
dos generales, hay que dudar de ello. Como dijieTosel
apartado 11.9, el conjunto de los teoremagslistinguible para
cada Sistema con modelos y s-completo (y entoaceisién en
nuestro caso particular, en el cual el Sistemamsal y consis-
tente) en la hipotesis en que todos los modeloSidegma sean
individuables (en el peor caso, metamatematicameait&ipo-
tesis es sobradamente optimista solo para el cels8istema
TC, como veremos mas adelante): en efecto, los eadogin-
decidibles se pueden reconocer considerando modplasu-
nos. Asi, pues, se pone de manifiesto que afiadertecho de
gue el Sistema formal sea tamb@&fnax, ademas de consistente,
las cosas no cambian sustancialmente: en efeaiquawahora
se disponga de un procedimiento mecanico que rrastpae-
conocer los teoremas y las negaciones de teorgraes,los
enunciados indecidibles sélo nos queda, en genarahnside-
racion metamatematica de modelos.

Por consiguiente, se diria que, en general, enisiansaef.
ax. y consistentdos Matematicos no deben temer ser “reem-
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plazados” por los informaticos. No so6lo por lasorees practi-
cas ligadas a las limitaciones fisicas de las nrmagu{que, co-
mo pronto veremos, de hecho hacen inviable lauesnl me-
canica de problemas incluso de modesta complejidadd
también, precisamente por la no-mecanizabilidadgesreral,
de preguntas como: “¢es indemostrable tal enurgiado

Por otra parte, en un Sistera& ax, consistentey com-
pleto, el procedimiento antes descrito es, obviameddeje-
cision al faltar los enunciados indecidibles, éste fiessito-
dos los enunciados en teoremas y no-teoremasubiesen
este caso coinciden con las negaciones de losni@sreAsi,
un tal Sistema serdecidible pero hay que recordar que para
llegar a esta conclusion es necesaria la hipotiesia consis-
tencia. Un ejemplo importante de este caso es ¢aid dor-
mal de los numeros realeSHR), o bien la Geometria eucli-
diana GE); Sistemas que, como hemos sefialado, son
completos: una maquina podria entonces clasificdac
enunciado, presuponiendo la consistencia. Perodesgra-
cia, este hecho posee un interés exclusivamentieded

En muchos sitios se afirma que si una coleccidimga en-
tonces es decidible. Se trata, claramente, deauegrror. An-
te todo, la coleccién tampoco podria resuiatinguible como
observamos en un caso donde esta involucradaifedividua-
bilidad de los entes (ap. 1.12). Mas aun, una cubecfinita
podria ser distinguible y no decidible. Asi resuftar ejemplo,
si al menos un elemento de la coleccidén posee @ctea irre-
duciblemente semantico. En este caso, solo la nag¢anatica
podria discriminar perfectamente todos los elensedéola co-
leccion, mientras toda maquina fallara. En el aulartlll.9 se
considerara un ejemplo muy fundamental.

Volvamos finalmente a la idea, que antes apuntad®$a
posibilidad de definir eprocedimiento mecanicsirviendonos
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simplemente de un Sistema matematico. Deberiameglar
las cosas de manera que para cada cadena deljerguque
estén expresadas las demostracionespuisuts“esta cadena
es una demostracion” o “esta cadena no es una tfaios”,
sean sencillamenteoremasde un oportuno Sistema matema-
tico, llamémosloS. No existe alguna particular dificultad para
hacerlo, pero la cuestién es que dicha propiedageria equi-
valente a lafectiva axiomatizabilidadntes definida. Para ser-
lo, si reflexionamos, deberiamos estar segurosugelag teo-
remas deS sean efectivamente numerablegs decir, que
puedan ser generados exclusivamente y exhaustivanpen
una maquina Entonces, el concepto de maquina volveria a
surgir.

Para traducir en lenguaje matematico la idegbeedi-
miento mecanices necesaria una apropiada convencidheta
sis de Church-Turingde la que hablaremos mas adelante.

lll.2. Ejemplos de Sistemas clasicosf. ax. Dos
consecuencias del axioma de eleccién

La efectiva axiomatizabilidad ¢ es una condicidfcilipara
los Sistemas clasicos formales comunes? Desde sgmo.
Las cuatro reglas deductivas clasicas poseen @atearque se
puede mecanizar perfectamént€onsideremos, por ejemplo,
el modus ponenspara reproducirlo exactamente en una méa-
qguina, basta con programarla de modo que, teniéAdoy
“A—B” comoinputs produzca B” como output. Algo analogo
ocurre con la regla de sustitucion y las restanftambién es

" Contando con resolver sus “inocentes” ambigiiedagesérdense, a
este propdsito, las consideraciones del apartad8 Hobre eimodus po-
nens
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posible programar una maquina de modo que pueddutoa
excluir si una determinada deduccion, represenpaddinitos
caracteres alfanumeéricos, hace un uso correctasdeuktro re-
glas deductivas clasicas. Entonces, acordandonasiesras
convenciones generales sobre los Sistemas classodecir
gue usen soOlo esquemas axiomaticos y reglas graiestiper-
fectamente claras (en particular fielmente reprides por
una maquina), se puede repetir una metademostrdeldodo
analoga a la del apartado 1.9, para concluir queaéla Sistema
clasico de este tipda decidibilidad de las demostraciones es
equivalente a la decidibilidad de los axiom&e hecho, la
efectiva axiomatizabilidadle un Sistema se define corriente-
mente mediante la condicién decidibilidad para sus axio-
mas. Sin embargo, si de esto se quiere derivafeldiva nume-
rabilidad de los teoremas (como normalmente se hace) hay qu
dar por descontado que las reglas deductivas ddnsa sean
solo las clasicas 0, mas en general, que las pasprigpiasde

la Teoria sean sin ambigiedad y mecanizables. tigpaqqué
nuestra alternativa, perfectamente equivalente mreSiste-
mas de interés comun, parece mas general.

Por otra parte, la decidibilidad de los axiomasims condi-
cion habitual en los comunes Sistemas axiomatit@sicos
formales: PA, TFR y el mismoTC, sonef. ax Este ultimo
hecho podria empujar apresuradamente hacia coomchssi
muy optimistas sobre la Matematica entera, perneegsario
recordar el problema de e fidelidadgeneral de las represen-
taciones e C.

Sin embargo, antes de profundizar en el asuntecpapor-
tuno ofrecer un ejemplo concreto de Sisteshaax.,con el fin
de verificar de forma tangible sus propiedadespé&remos un
ejemplo sencillo, pero al mismo tiempo general. <igremos
un Sistema con una infinidad numerable de axioWgshy,...
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An,... y dos reglas de deduccion perfectamente mecangable
como las clasica®); y D,. Supongamos que; sea aplicable a
cada axioma o teorema individuBl produciendo siempre un
nuevo teorem&. Indicaremos este razonamiento deductivo
con:Dy(T)—Z. En cambid,, imitando elmodus ponengpe-
re sobre cada pareja de distintos axiomas y/onesetambién
produciendo siempre un nuevo teorema. Supondredersds
queD,(X,Y)ED2(Y,X), es decir, que B, no le importe el orden
de la pareja a la que se aplica, como panacelus ponens

Ante todo, busquemos un criterio mecanico parargere-
das y solas las demostraciones. Es obvio que nenpasl pro-
ceder de un modo arbitrario. Por ejemplo, la ide&mnumerar
primero todas las demostraciones que Wag luego las que
usanD,, no es buena, ya que el primer grupo es infieitaon-
trariamos la misma dificultad si decidiésemos eamte sélo
tras haber agotado todas las demostraciones queAusBero
el hecho de que algunos criterios para enumerarfitadad
numerable de los elementos de una coleccion fallemuiere
decir que tengan que fallar todos. Una buena idea $a de
proceder por “niveles de deduccion”. Suponiendopdder
disponer solamente dg, apliguemos ambas reglas deductivas.
Ya que laD; no se puede aplicar, obtenemos sélo:

D 1 (A]_)—>T1

gue completa el primer “nivel” de deduccion. Fiergie en
este ejemplo, los axiomas no son teoremas; pero@$mita
de ningun modo la generalidad. El segundo “nivefrespon-
derd a todas las posiblesevasdeducciones obtenibles de,

T,, mas el siguiente axioma,. Esto es:

D 1 (T]_)—>T2
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D]_ (Az)—>T3

D2 (A, T)— T4
D> (Ag, Ap)—Ts
D2 (T1, Ao)—Te

El tercer “nivel” considerara todas las posiblaggevas, de-
ducciones obtenibles de los axiomas y teoremassigue aho-
ra disponemos, mas el siguiente axiohga

D1 (T2)—Tr

D1 (Te)—T11

D1 (As)—Ta2

D2 (A, T2)—>Ti3
D (Aq, Te)—>T17
D2 (A1, As)—T1s
D (T1, T2)—Tag
D, (T1, Te)—Tas
D2 (T1, Ag)—T2a
D> (A2, T)—Tos
D2 (A2, Te)—Tag
D2 (A2, As)—Tao
D> (T2, T3)—>Ta1
D, (T2, Te)—Taa
D2 (T2, Ag)—Tss

216



D> (T3, Ta)—Tse
D2 (Ts, Ts)—>Ts7
D> (T3, Te)—Tas
D2 (T3, Ag)—Tag
D> (Ta, Ts)—Tao
D2 (T4, Te)—>Ta1
D2 (Ta, Ae)—Taz
D, (Ts5, T6)—>Tas
D2 (Ts, As)—Taa
D> (T6, A)—Tas

Se obtienen 39 nuevos teoremas. El cuarto “nivpBra-
ra sobre 49 entre axiomas y teoremas y producio&s d200
nuevos teoremas. El quinto, mas de 720000; el serto
cantidad jdel orden de centenas de miles de m#lokste
simple ejemplo es suficiente para hacernos comperert
caracter ideal, puramente logico, de nuestro tdraa. ma-
guinas pueden ayudar a los Matematicos y ya loHeao
en varias circunstancias (como en la demostraca&neb-
rema “de los cuatro colore$” pero no es realista considerar
gue los puedan sustituir en la obtencion de losetaas de
un Sistema axiomaticef. ax.de lo mas comdh

Fijense en como el método descrito produzca t@tapdsi-

8 Una presentacion divulgativa en K. Appel y W. Hakél problema
dei quattro colori.

° Al menos, en base a las conocidas leyes fisiaassi@erando una ma-
quina que trabaje, en paralelo, con todas lascpdati del universo y que
realice cada deduccién en el tiempo que tardazl@tuatravesar un proton,
se necesitarian unos 7°18fosde trabajo para completar el décimo nivel
de deduccion del Sistema del ejemplo (que tiens @120’ nuevas de-
mostraciones). jSin haber llegado todavia a invahs;,!
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bles demostraciones y, por ende, todos los podidesmas. En
efecto, el método procede tanto “hacia atras”,eesr,dconside-
rando los teoremas ya producidos, como “hacia tilatuando
aflade nuevos axiomas. No es el Unico, como prasrEmos.
Por otra parte, dentro de poco describiremos uericrigeneral
muy intuitivo para enumerar todos y solos los eld@ogde una
union infinita numerable de conjuntos infinitos rerables.

Por cierto, las demostraciones se podrian esclémanera
gue sélo mencionen los axiomas y la conclusiorjexsr de

formaextensgap. 1.9); entonces, si los axiomas son decidibles,

también las demostraciones los son (y viceversagfécto, el

criterio generalle decisionde las demostraciones, puede con-

sistir en un control de tipo sintactico sobre lafijgda cadena
de caracteres: que no haya simbolos no admitideshgya el
mismo nuamero de paréntesis abiertos que cerradesDqy
D, operen, respectivamente, con uno y dos enuncididtn-
tos, que todos los enunciados mencionados explieitte sean
axiomas y, para terminar, que el teorema finalaeadena co-
rrectamente producida por las operaciones mecanicase-
producen el razonamiento; la penultima condicioquiere
precisamente la decidibilidad de los axiomas. Ezgsnun mé-
todo alternativo para generar todas y solas lasodgationes
podria ser simplemente el de enumerar, en orddastias ca-
denas alfa-numéricas y luego seleccionarlas codestrito
control sintactico. Naturalmente, seria mucho meefasente
gue el método anterior, porque se descartarian isioes ca-
denas.

Por lo que respecta al conjunto de los teoremasgmbar-
go, no podemos concluir su decidibilidad, a pesaqde los
procedimientos descritos los enumeren todos y sdims
hecho, los teoremas son cadenas en las que, eralgemegu-
na propiedad esta relacionada con la posicion distéagene-
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rada por uno de los dos criterios referidos. Pemejo, no es
seguro quel,, sea una cadena mas larga quey mas corta
que T43. Consideremos como pruebaabdus ponensjue de
“A’y “A—B” deduce B". Nada prohibe queB” sea una ca-
dena mucho mas pequefa qu€;“si es asi, la maquina, tras
haber demostrado el largo teoremda—B”, generaria el corto
“B” (suponiendo que antes hubiese deducidd.“Es decir,
“A—B" y “B” serian sucesivas en la lista, aunque sus longitu-
des sean muy diferentes. Como en el caso de laudngin-
guna otra propiedad, en principio, nos podria gerata bus-
gueda del teorema en la lista, ni inducirnos aatémcel tener
gue comprobar, en teoria, infinitos elementos. Easopala-
bras, parece que el inico método mecénico genaralverifi-
car si un enunciado determinado es un teorema, @snhpara-
cion con la listaly, Ty, Ts,... Pero dicho procedimiento sélo
concluird si realmente se trata de un teorema.oSores, no
podra concluirlo, porque no terminara.

El ejemplo descrito nos ha mostrado como una udén
conjuntos infinitos numerables puede ser numeraiepbs-
tante, quedan dudas sobre su validez general,eyamunuestro
caso lo hemos concluido gracias a una enumeracistuta”
gue no es dicho que deba existir siempre. Sin egobaiene
validez generalla unién de una infinidad numerable de con-
juntos infinitos numerables siempre es numeraPéa llegar a
esa conclusion, seaq, Ay,... A,,... €S0S conjuntos §3, azo,...
ain,... los elementos d&;: el primer indice se refiere al con-
junto. Haciendo lo mismo para los otros conjunfasjemos
representar los elementos de la union de todosdogintos,
mediante la matriz infinita:
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Se puede apreciar que el movimiento de las flegiea$gc-
tamente mecanizable (llamado “del serpiente”), @saz de
enumerar todos y solos los elementos: ninguno padde es-
capat®. Esta deduccion, a la que hemos llegado a travéma
argumentacion convincente pero informal, puede déase
formalmente ed C a partir delaxioma de elecciarPor lo tan-
to, en este caso, el axioma de eleccion nos ayudiedacir
formalmente una propiedad “visual” absolutamentisituti-
ble, como es el movimiento “del serpiente”.

Sin embargo, ya avisamos que no todas las consgasete
dicho axioma son igualmente razonables. Aproveckapana
mencionar una famosa consecuencia “paraddgjica”, stof@o-
cida como la “paradoja”’ de Banach-Tarski:

es posible subdividir una esfera (euclidiana de tliemensiones) en un

9 No es el Gnico; también valdria, por ejemplo,iglignte movimiento
de los “lados cuadradosés, &y, 8, 821, 831, A3z B3z A3, A3, Auay A4y ..
gue recorre los lados de las submatrices cuadradas.
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numero finito de partes tales que, mediante traslas y rotaciones
isométricas, se puedan recomponedesesferas idénticas a la primera.

Una especie de multiplicacion de los panes y laggeEl teo-
rema tiene caracter no constructivo: no descrilpictamente
la descomposicion cuya existencia afirma. De tododos, esta
claro que a tales porciones no se les puede asm@amedidas
numéricas correspondientes a aquellas del munétm.fi&n
efecto, como otras veces, no hay nada realmerad{ano: “so6-
lo” el hecho de que, precisamente, ningun concépico de
“medida” puede definirse paraalquier tipode porcion tridi-
mensional. De esto también sigue que no es pasdbieir nin-
guna medida, invariante para traslaciones, pamdodconjunto
de la recta re&l. Aunque permanece indiscutible la “locura” del
resultado, estas consecuencias, a pensarlo bisonn@an catas-
tréficas como muchos afirman. El hecho tranquiliages justo
gue estas porciones no medibles implicadas en Udtifica-
cion”, y no concebidas por nuestra intuicibn cormmson con-
cretamente ejemplificadas ni en la demostraciéannias pro-
piedades de interés ordinario. Desde siempre |la@rvkgica nos
acostumbra a la existencia de objetos de dichaabera: parece
inevitable que éstos deban afiadirse a los objefssimuitivos
gue se pretendia describir exclusivamente. En reldfpbasta
con la aceptada y habitual interpretacion analiteeda Geome-
tria para obtener consecuencias del mismo modadpacas”,
tanto en el plano como en el espacio. Por ejerspiiemprese
admite la posibilidad de asignar una masa no nula finite-
simal a cada segmenpoopio (es decir, que no se reduzca a un
punto), se concluiria que un rectangpiopio (es decir, que no

1 G. vitali: “Sul problema della misura dei gruppi di punti diauret-

ta’.
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se reduzca a un segmento) tiene masa infinitaugacqntiene
infinitos segmentopropiosdistintos. Un analogo absurdo se al-
canza si suponemos poder confer@mpreuna masa nula y no
infinitesimal a cada rectangupwopio: un paralelepipedpropio
(o sea, que no se reduzca a un rectangulo), contigice infini-
tos rectangulopropiosdistintos, tendria igualmente masa infini-
ta. ¢Qué particularidad especial tendria el cadomgnsional
para que esto no se repita para un paralelepipegda (es de-
cir, gue no se reduzca a un rectangulo)? Parectaguazones
estarian ligadas s6lo a nuestra incapaciisida de observar
mas dimensiones espaciales; pero dicha limitad¢i@iydable-
mente, no esta relacionada con la Teoria geomédrnicsi. En
concreto, lamedidade un paralelepipedo propio también debe
ser considerada como infinitesimal en el caso ensguquiera
gue un hiper-paralelepipedo (de cuatro dimensigoegjio (es
decir, que no se reduzca a un paralelepipedo) tengedida
anéloga (de masa, de volumen, etc.) finita. Y motpge una es-
fera infinitesimal se escaparia a la “paradojaBdeach-Tarski.
Luego, si esta ultima propiedad no se desea (eonpdp para
hacer que el espacio geométrico resulte mas afisi@), esto
deberia imponerse explicitamente en el seno den$dsgeomé-
trico; pero, como normalmente no se hace nadaidargam-
poco parece sensato pretender que a cada panadelepiropio
se le puedaiempreasociar unanedidano nula ni infinitesimal.
Quizés el rol del axioma de eleccién en la “parataie
Banach-Tarski sea sencillamente el de “detonadelrtaracter
inimaginable y no fisico del continuo. Como otraces, la
molestia que representan estos resultados comtraria intui-
cion, tan sélo revela la presuncion de que la Bemadtematica
adoptada reproduzca con exactitud el mundo reahquaves
de ella pretendiamos representar. Cuando las gpegaialez-
can sobre las aprobaciones, convendra modificé@istema
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matematico.
[11.3. La Tesis de Church-Turing

Busgquemos ahora la forma de traducir en lenguajadb
el concepto deprocedimiento mecanicaConsideremos una
magquina genérica que con loesnputsiy, i,,... in, haya produ-
cido, tras detenerse (lo cual suponemos)nosutputs o,
02,...0m. Recordando que cadiay o; es una cadena finita de
los finitos caracteres alfanuméricos, podemos asign co-
digo numéricoa cada simbolo y representar cada cadena me
diante un numero natural. Pongamos un ejemplo etwicr
admitamos que la maquina sea una videocamararfgadada
mediante palabras, con dos inpitse i;. La maquina sabe
obedecer a 6rdenes como “accién” y “enfocar a 7rosét
asignados a; e i,. Establezcamos, por simplicidad, los si-
guientes caracteres alfanuméricos sabidos: 29d&itals mi-
nusculos, 10 numeéricos, coma y espacio en blaraa @epa-
rar las palabras). En total, pues, 41 simbolostérieente, en
un caso real, no hay dificultad para incluir mucbtr®s mas,
como las mayusculas, los simbolos de operacioagsjritua-
cion, etc.). A continuacion, establezcamos el sigi@ codigo
de dos cifras: “01” para “a”, “02” para “b",... 29" para “z”,
“30” para “0”, “31” para “1”,... , “39” para “9”, 40” para “," y
“41” para el espacio en blanco “ ”. Asj,ser& representado por
la cadena “01030310...”, mientrgspor “06160718...”. Como
la coma también tiene un cadigo, finalmente podsecoalifi-
car con un solo numero toda la secuencia de loseB@s iy,
i,”: “01030310...4006160718...". En definitiva, avéa de un
codigo oportuno, el ingreso total, es decir todadeuencia de
los inputs, se puede representar mediante un sohenmo natu-
ral; lo mismo se repite, analogamente, para laesesa de to-
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dos los outputs. Toda la informacion contenida es ih-

puts/outputs es reproducible a partir del numencluso el

mismo namero de inputs/outputs: en nuestro cassedaencia
“40” nos indica, en efecto, el inicio de un nuewput (obvia-
mente, si se quiere usar el simbolo “” dentro de i+

put/output, se podra usar un nuevo caracter distagmo “/”,

de codigo “42", para separar los diferentes inputgputs).

Muchos de los lectores sabran que, en efecto,eexisicodigo
numérico estandar de este tipo, llamado ASCII;uall,cade-
mas, para simplificar las técnicas de céalculo endomunes
ordenadores, representa cada caracter a través @édigo

numerico binario. De hecho, dos solas cifras, panplo “0” y

“1”, son suficientes para cualquier codificaciére iddos mo-
dos, para nuestra perspectiva, es decir para et@spuramen-
te 16gico, esta simplificacion no es necesaria.

Por lo visto,cada procedimiento mecéanico puede considerarse
como una elaboracién de un nimero natural de irgoese, si fi-
naliza, finaliza con la generacion de un nUmerairatde salida
De primeras, este indisoluble vinculo de las marguicon los
nameros naturales podria sorprender, pero enadatiol hay nin-
gun misterio: solo es la consecuencia de habedpeglie tanto
los inputs como los outputs sean de longitud fimieanamero fi-
nito y representables a través de la combinaciamd®&imero fi-
nito de simbolos. Como ejemplo hipotéticamenteradnt el lec-
tor podria pensar que, realmente, no hay dificyi@ enviar en
ingreso a un ordenador ciertos numeros reales, («/3igpor
ejemplo; la maquina, segun parece, sabra trabajegctamente
con ellos. Ademas, sabra proporcionar en outpmpa@spuesta
a oportunos programas, nimeros reales ¢7mm+/52 . Lo que
se esta pasando por alto es precisamente quetiatesde verda-
deros numeros reales, sino de simbolos o secuelecsimbolos
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(cuya codifica en todo caso es un numero natucedyepresen-
tan numeros reales. En particular, represenfaracionesapa-
ces de obtener cuantas cifras se deseen del n@amernoestion;
pero, en todo caso, cualquier maquina trabajarapseey solo
con un namerdinito de ellas, es decir, con numeros racionales
(mejor dicho, con los nimeros naturales biunivocdeneorres-
pondientes a éstos). Se trata, pues, de una téqumecao puede
representar a todos los numeros reales, sino uerolohesprecia-

ble de ellosy, respecto EQDO). En efecto, todas las combinacio-
nes posibles de los simbolos alfanuméricos (o,ema@general, de
una infinidad numerable de caracteres) solo sorerabies. En
base a lo que ya hemos observado, Unicamenteieecarra se-
mantica ineliminable podriamos realizar (en priagigno de
hecho) una denotacion alfanumérica de todos loerogmeales;
pero ninguna maquina, por definicion, podria demt#, asig-
nando valores diferentes a una misma cadena degerasa

En definitiva, cualquier elaboracién mecanica cstesides-
de una perspectiva légica, en una operacion aitenéds de-
cir, que se efectla sobre numeros naturales, padugr, en
caso de gque se detenga, otro numero natural), gaelano in-
fluyen comportamientos casuales ni intervenciongsrgquie-
ran originalidad, inventiva o una inteligencia espak Real-
mente parece que se trate de algo que puede kesacabo
dentro de una Teoria aritmética suficientementerget

El programade la maquina es una lista finitaidstrucciones
podemos partir de la sencilla hipotesis de que icesttaiccion ba-
sica sea traducible en un nimero finito de openasiale suma y
producto de nimeros naturales, mas la posibiligadudrdar el
resultado en una memoria que puede ser leidagoeies ins-
trucciones. Tal archivacion se llama concisamasignacion(se
sobrentiendeen memoria La maquina sigue las instrucciones
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una detras de otra y, en nuestras hipotesis basieagre termi-
na. La sefalizacion de la parada es precisamealianta instruc-
cion. ¢ Qué mas puede hacer una maquina? Hastar@ntwes
equivalente a una calculadora de bolsillo (de las sencillas, no
programable) que siempre contesta algo (posiblentemtor”)
cuando se pulsa “=". Pero una maquina puede hégernaas.
Una evolucion posible se tendria, por ejemplo, dmm que la
maquina pudiese poner en marcha a otra; ya queilésia po-
dria poner en marcha la primera, esta incluido i&mél caso de
gue una maquina ponga en marcha a si misma. Clatgnesta
posibilidad permite que la elaboracién no termiP&ra generali-
zar al maximo, basta con suponer que la maquindapuaver a
ejecutar una parte de las instrucciones de su npsogvama (Si
una maquina apela a otra maquina, podemos consimigzase
trate de una sola maquina: aquella constituidaapdras). Si el
namero de veces en que este grupo de instrucalebesrepetirse
estd establecido con exactitud, entonces, despiengd de vista
l6gico, esta evolucion es solo una simplificaci@h chso prece-
dente y el célculo siempre termina. Por ejempla, instruccion
gue dijese “repetir el grupo de instrucciones camgido entre la
ndmero 7 y la numero 29, 2300 veces” lo Unico qaeefes acor-
tar un programa que de otro modo seria muy largw;, plesde el
punto de vista légico, no hay un verdadero progresccambio,
la verdadera novedad se obtiene cuando el nimecizlde que
se debe efectuar no es conocido a priori; estaegepconseguir a
través de unéeracion condicionadaPor ejemplo, consideremos
un programa que, dados dos numerosm, calcula el natural
mas pequefibtal quen-k=m. El programa seria el siguiente:

1. Introduce en la memorael valor numérico del input
2. Introduce en la memoriael valor numérico del inpum
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3. Introduce en la memor@el valor numéric®

4. Multiplica el valor numérico da por el deC e introdu-
celo en la memoriB

5. Si el valor numérico db es igual al dé3, salta a la ins-
truccion numero 8. Si no, continua con la instréwcsi-
guiente

6. Suma 1 al valanuméricodeC y vuelve a introducirlo en
C

7. Salta a la instrucciGmimero4

8. Imprime en salida “la respuesta es” seguida vadbr
numeérico deC

9. Termina

Como se puede constatar, el programa proporci@mapse
la respuesta exactarsines un namero natural. Si no es asi, el
grupo de las instrucciones 4-7 se repite, en tebaista el infi-
nito. “En teoria”, porque tras un cierto tiempont@quina, si
esta bien configurada, sabra indicar, en salide, spile esta
requiriendo un calculo demasiado grande que yauedegefec-
tuar. En efecto, los valores Bey deC crecen indefinidamente
y cada maquina real tiene limites en la represg&mtade los
nameros. Pero ésta es s6lo una circunstancia eelpé): no
siempre los ciclos infinitos provocan errores da tdemasia-
do grande”, “demasiado pequefio” o cualquier otre lguma-
guina sepa reconocer. Por ejemplo, para limitaamlafio de
los niumeros, podriamos introducir entre las instores 6 y 7
otra nueva: “si el valor numérico @es mayor de 1000, asig-
na aC el valor numérico 1”. Ahora, si la maquina puedda-
jar con numeros grandes al menos hasta b)@dertamente
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continuara hasta el infinito (mientras le quedergiaeo no se
rompa...).

Este ejemplo es mucho menos trivial de lo que pangaor-
gue se puede generalizar facilmente: el mismo esges ca-
paz de encontrar, si existe, el valor minimokd®@l que una
condicion genéric&(ny, ny, ..., Ny, K), del todo arbitraria, sea
satisfecha. Al variar de la condicion, se obtiena clase de
problemas que, como hemos observado, enriquegeolagia
del célculo, aun con el posible inconveniente @éodnfinito,

0 sea de que la maquina nunca se pare; el cuakesyia preci-
samente el caso en que dicho minimo no existe.

Ahora volvamos a preguntarnos si la maquina pduxézer
algo mas. La conviccion que se ha alcanzado esgymiede
hacemada magqaparte de calculos que hagan uso de la sefala
da generacién de niumeros casuales, de la cualrbaigs mas
adelante). Esta conclusion empirica, llama&dais de Church-
Turing, estd corroborada principalmente por los sigugente
hechos:

1. Existendistintos modelod? elementales, definibles rigu-
rosamente, representativos de la maquihawxipnes re-
cursivas, maquina de Turing —calculo, maquina RAM
otros) y todos son equivalentes entre ellos (yvedemntes
al esquema que hemos trazado sintéticamente).

2. De éstos, el modelo mas famosomiaquina de Turing
se obtuvo con ebbjetivo de simular la actividad de un
ser humandgel ser mas imaginativo; al menos, desde el

12 Evidentemente, aqui nos referimos al significadditional de “mo-
delo matematico”; un conjunto de proposiciones yditiones matematicas
gue intentan reproducir el comportamiento de urugtsira real determi-
nada.
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punto de vista humano...) empefado a llevar a cabo ca
culos con un criterio de tipo determinista, sin tpi€ésis
de Church-Turin@un se hubiese formulado.

3. Todos losntentospor ampliar el campo de la calculabi-
lidad, hasta ahora han fracasado.

Una linea de investigacion que generalizandauina de Tu-
ring revela que una maquina que admitiese ac@Eon a dis-
tancia instantdnea podria transgredir Taésis de Church-
Turing™. Como la mecénica cuéntica admite este printipio
se podria pensar que un ordenador cuantico podriagir la
Tésis de Church-TuringPero, aunque la cuestion no puede
darse por cerrada, ninguno de los actuales modeiésticos
de célculo viola la Tesis. Retomaremos mas adelardéescu-
sion sobre la validez de Teésis de Church-Turingjue como
facilmente se puede imaginar, ha provocado algooasover-
sias.

El modelo matematico de las maquinas que mas féotkn
se puede formalizar €rC lo constituyen lagunciones recursi-
vas La definicion rigurosa y detallada de estas fomes no es
conceptualmente dificil ni compleja y el lectoreirgsado podra
hallarla con facilidad en los textos de Logica.aPaumestro ob-
jetivo basta con una descripcidn sinéptica. basciones re-

13 R. Gandy:Church’s thesis and principles for mechanismpp. 123-
148.

1 por ejemplo, la observacién de una particula elugar determinado
hace “desaparecer” instantdneamente la parte deupo de ondas que se
encuentra en cualquier otro lugar, aunque a unarendistancia. Una par-
ticula, en efecto, se representa por un conjuntondas espaciales; a cada
onda se le asocia una funcién espacial que repeefisitamente la proba-
bilidad de que la particula sea realmente obsereadan determinado lu-
gar.
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cursivasson todas las funciones definidasNh(siendom un
numero natural arbitrario) y con valores l¥nque se pueden
asignar medianteomposicion recursién y minimalizaciéna
partir de ciertas funcioneslementalesque se asumen como
recursivaspor convencion. Las funciones elementales son: la
funcion nula(que vale siempr®), la funcidon sucesor#o sea,
f(n)=n+1) y todas las funciones de proyeccion (o sea, dijad
unamupla genéricgn,, n,... Ny, lasm funciones que asocian
a esamupla uno solo de los nimeros de la mismapla; con-
cretamentefy(ny,... Ny)=ny, f2(Ny,... N)=Ny,... fo(N1,... N)=N).

Se dice que una funcidnes obtenida pocomposiciénde
las dos funcioneg y h, sencillamente si(n)=g(h(n)) Se dice
gue una funcior es definida porecursiona través de las dos
funcionesg y h, si se define mediante el siguiente esquema in-
formal:

f(0, n... Mm)=g(ne... Ny)
f(n+1, m... ny)=h(n, f(n, n... Ny), M... Ny

Formalmente, es la definicion implicita:

(f(0,ny...np)=g(n7...ny))e(d nUUNF(n+1,n...ny)=h(n,f(n,n.
),N,. M)

Como ejemplo sencillo de las muchas funciones cesiun
gue pueden definirse poecursion,podemos citar la funcion
exponenciam'™

m’ =1
m*t=m"-m

Pero, jincluso el producto aritmético “-” puedeiniese por
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recursiénde la funcion suma “+”! Por eso no es necesar&a un
funcion productelemental

Finalmente, se dice que la funcibas definida pominima-
lizaciona partir de la funciodg, cuando:

f(ny,...ny)= minimo valor den tal que:g(ny,... Ny, N)=0

Formalizada correctamente en lenguajeT@g esta condi-
cion seria:

(f(ng,...Nny)=n)—=(CNUN((g(ny,...nm)=0)e(0 MLIN(((m # n)e
(9(My,...Nn,M)=0))—(nN<m)))))

en la que se usa el predicado “<”. Péngase atersnécomo
esta condicidén corresponda exactamente al esquestadente
de iteracion condicionadaaqui se usa en lugar quek y la
condiciong(M... mn)=0 es la antes denomina@gni, ny,... Ny,
k). En efecto, con laninimalizaciénse formaliza también el
caso deno paradade la maquina: a éste corresponde el caso er
qgue dicho minimon, no existe y a la funciéifn,,...ny) no se le
puede asociar un valor numérico. En cambio, cuaneiste,
representa el codigo del conjunto de los outputsipido el
gue sefaliza la parada. Comunmente, cuanum existe, se di-
ce que la funcién “no esta definida”, pero con egicse debe
entender que no sea representable en lenguaje atetemi
gue no represente el calculo de una maquina: puisto, re-
presenta un célculo mecanico que no termina. Cgemapdo
concreto, consideremos la funcibrdefinida porminimaliza-
cion a partir de la funcidég(4,m,n¥m-n—4(de hecho, también
la sustraccion puede definirse recursivamente). €ty es
recursiva, también lalo es:
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f(4, m)} minimo valor dental que m-n—40

Observando que=4/m concluimos que: a) si existe un va-
lor den que satisfaga la condicion, éste es Unicar éjiste so-
lo para los tres valores ae 1, 2 y 4. En todos los demas ca-
s0s, por ejemplo sih=17, n no existe y la funciér “no esta
definida”; pero esto no significa que la expresi@h 17) no
tenga significado. En efecto, su definicion impgtcse obtiene
particularizando para=17 la definicion formal de |&

(f(4,17)=n)>(CnUN((17-n-4=0)e 0 pLIN(... —>(n<p)))))

Luego, que dicha no exista, es decir que el enunciado a la
derecha de<” sea falso, es un hecho distinto que, cierto, no
quita significado a la expresion. Naturalmente,ltigm se pue-
de decidir indicar Id con4/m, obteniendo que tal denotacion
tenga significado para cada aunque solo en tres casos repre-
sente un numero natural.

Como ya dijimos, se puede metademostrar que eldaso
cualquier otro modelo capaz de representar losllcdlale una
maquina cualquiera es equivalente al uso de lasdnes re-
cursivas. Esta metademostracion consiste en ehoesuiento
de que la representacion mediante funciones deklnadter-
nativo, por ejemplo, de lmaquina de Turingconduce a un ti-
po de funciones equivalentes a las funciones re@ssse tra-
ta, pues, de una conclusion que no deja lugar @slanes.
Disponiendo de las funciones recursivasTésis de Church-
Turing se expresa afirmando que: a) la elaboracion den#a
guina cualquiera es representable a través de unw@oh re-
cursiva; b) dada una funcidon recursiva cualquisiampre
existe una maquina que reproduce efectivamenta digtction.
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Respecto al segundo punto no hay ninguna dudaotab se
han definido las funciones recursivas, cualquieiaedrecono-
cer que siempre es posible programar una maquirsa quee
pueda reproducirlas. Es bastante facil, teéricaepesicribir un
programa para el calculo mecanico de las funciefmsenta-
lesy de las que se pueden obtenerse de ellas mediamizo-
sicion y recursion(tdmese como ejemplo la funcién exponen-
cial). También hemos visto, de forma concreta,elizacion
mecanica de uneinimalizacion En general, las dificultades
en la programacion se deben sobre todo a la cangalegle la
funcién que se tiene que representar (pensemaosjgroplo en
la variedad de efectos diferentes que un prografioamatico
comun debe proporcionar como respuesta a los idglissua-
rio). Dirifamos, por lo tanto, que el punto b) puedasiderarse
un metateorema indiscutible. En cambio, es el pahtel que
da lugar a discusiones; pero de eso hablaremosaefante.

Es necesario precisar que el entero programa denéagai-
na, al ser una sucesiéon de instrucciones reprégestanedian-
te funciones recursivas, también es representaltavas de
una unica funcion recursiva (como se deduce faatende las
propiedades que definen las funciones recursis)conse-
cuencia, el genérico programa de una maquina deatgse
puede representar también a través de un niméto die ca-
racteres alfanumeéricos: en dltima instancia, paecente a tra-
vés de la definicion de la funcion recursiva quedaesponde.

Pasemos ahora a traducir tantoefactivanumerabilidad
como ladecidibilidadde una coleccién, en términos de funcio-
nes recursivas. EMC, diremos que un conjunto de numeros
naturaled. esrecursivamente numerabtg existe una funcion
recursivaf, tal que:

OnON((nOL—f (n)=1) e (rdL—notCmON(m=f_(n))))

233



Informalmente:

1,sin0L
fr(n)=
“no definida”, snOL

El valor numérico 1” (al que se le asigna normalmente el
valor semantico “verdadero”) no es importante ydeuger sus-
tituido por cualquier otro; lo esencial es que & (i) le corres-
ponda un valor numérico (o0 sea que “esté definigafp cada
n que pertenezcalg mientrasno debe asociar ningun valor si
n no pertenece kA

Sin embargo, un conjunto de numeros naturRes dice
recursivamente decidibl@ sencillamenteecursivd®), si exis-
te una funcién recursivia tal que:

OnON((nOR—fr(N)=1) e (rIOR—fr(n)=0))

De nuevo, los valores numéricd®' 'y “1” no son importantes:
basta con que sean distintos. Informalmente:

1,sin0OR
fr(n)=
0,sindR

Si un conjunto esecursivamente decidibléambién ege-

!5 Que es la eleccién comun, en realidad un pocogmabide hecho, la
Tesis de Church-Turing incita a confundir los térosirecursivoy mecani-
zable Pero, para un conjunto, este Ultimo adjetivo mplica, en general,
decidibilidad un Sistema sélefectivamente numerabés, en cierto senti-
do, igualmentenecanizable
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cursivamente numerabl®e hecho, siempre se puede conside-
rar una funcion recursiva, distinta de la que daraa lare-
cursiva decidibilidag que coincide con ésta 8[JR y que no
esté definida sh(JR (en nuestro caso, por ejemplo, puede ser
la funcionl/fx(n)).

Ahora, sea una coleccion cualquiera de proposiciones al-
fanuméricasefectivamente numerabl€odificando mediante
nameros naturales los simbolos alfanuméricos, sdehacer
gue a cada proposicion le corresponda un numeroahat,
por lo tanto, & un conjunto de niameros naturales. Este ultimo
conjuntoL, rigurosamente formalizado &rC, debe serecur-
sivamente numerahl&n efecto, por hipétesis, existe una ma-
guina que con input todos los numeros naturalesapaz de
producir un listado de todos y solos los nimeras gpn codi-
gos de proposiciones d& aunque, en general, sin salear
cluir ninguno. Entonces, por la Tesis de Church-Turdehe
existir una funcion recursiva que asuma un valostantev (al
cual podria darse el significado de “si, perteraceo sea es el
cbdigo de una proposicion ) en correspondencia de estos
mismos numeros, mientras en correspondencia detlos
nameros naturales asumird valores distintog @@o estara de-
finida. Finalmente, queda solo construir otra fanciecursiva
gue respete el valor mientras, discriminando eventuales valo-
res distintos de, resulte no definida siempre qolIL.

También vale el viceversa: si el conjunto de n#tsrgue
representa, en la codificacion, la colecd®asrecursivamente
numerable entonces la coleccidf es efectivamente numera-
ble. De hecho, basta considerar una maquina que gmkeaalo-
res den tales que la funcién recursifign) tome un valor finito
(no necesariamentd imprima la proposicién de cédigo Es-
ta, que existe por la Tesis de Church-Turing, edgea todas
y solas las proposiciones Be
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Analogamente, se puede concluir facilmente quies una
coleccion cualquiera de proposiciones alfanumédeasdible
existe enTC un conjuntorecursivamente decidiblgue le co-
rresponde segun la codificacion y viceversa.

En otras palabras[C consigue reproducir, sirviéndose de
las funciones recursivas, édectiva numerabilidag la decidi-
bilidad de una coleccion cualquiera de proposicionesesail¥
tado de la Tesis de Church-Turing es la de hacedapitéermi-
nos ‘recursivamentey “ efectivamentesean equivalentes.

Para terminar, consideremos un genérico Sistenséaola
representabléelmenteen TC. Entonces, por definicion, todos
sus teoremas son reproducibles y reconocibléd&zmediante
correspondientes teoremasTe Por la efectiva axiomatizabi-
lidad deTC se tiene, pues, que los teoremasSdenefectiva-
mente numerable€sto, en general, no implica q&eseaef.
ax.. de hecho, para los axiomas, como para los tes,esdto
podemos deducir que sefectivamente numerabl€so nece-
sariamentalecidible3. Por otra parte, en un Sistema en el que
los axiomas son sélo efectivamente numerablesurg es
incompatible con el hecho de que seistinguibles segun la
buena definicid)) las demostraciones también lo son (repitien-
do la metademostracion del apartado 1.9) y, pdaitto, tam-
bién los teoremas. Asi que este caso, efectivanagte in-
usual, es igualmente bastante “bueno”, porqueudga) todos
y solos los teoremas de la Teoria se pueden obteseinica-
mente. Claramente, un caso particular, comuan e riizpi@ de
Sistemadielmenterepresentables €rC, es el de los Sistemas
ef. ax.

También vale el contrario: §es un Sistema clasico cuyos
teoremas — 0 bien axiomas, por lo visto — sfgctivamente
numerablesentonces éste @islmenterepresentable enC. No
admitirlo significaria suponer, por todo lo que lsndicho,
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gue la teori@ C no puede concluir que un determinado namero
natural (el cédigo de un determinado teorem& de reprodu-
cible enTC) forma parte de un conjuntecursivamente nume-
rable; lo que implicaria che la funcidén recursiva cagdstica

de este conjunto no es representabld @nabsurdo, por defi-
nicion de funcién recursiva.

En definitiva, como consecuencia de la Tesis dar€h
Turing, los Sistemas que no son fielmente representablé€en
son todos y solos aquellos cuyos axiomas no sohvefimente
numerablesen particular, dichos Sistemas no pueden ser, ob-
viamente, efectivamente axiomatizables.

l1l.4. Metateorema de Church-Turing

Ahora metademostraremos por absurdo qUeCses consis-
tente, entonces es incompleto.

Consideremos un inpatrbitrario (is,is,...ip), que a menudo
abreviaremos con y pongamoslo en la entrada de una maqui-
na arbitraria; considerando que el caso en que la maquina nc
haga nada es un caso particulapdeada(ya que la maquina
permanece en el estado pl@radg, podemos afirmar que, en
todos los casos, la maquina se detiene o no ssndeténgase
en cuenta que no estamos admitiendo que sepamugodds,
sino el simple hecho que la maquina se detiene blamemos
fr la funcidn recursiva que reproduce los calculotadaaqui-
na yn el nimero natural que, segun la codificacién esegg
representa la entrada,i,...l). Consideremos, pues, el enun-
ciado deTC. C mUN(fr(n)=m); éste, segun hemos dicho, tradu-
ce enTC el hecho de que la maquina se para con la entrad:
(i1,i2,...l). Ahora recordemos que, segun fostdeoremas de
s-completitud y de correccion, debe existir al nsemo “mode-
lo” correcto deTC. Entonces tal enunciado, interpretado en di-
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cho “modelo”, traduceorrectamentesl caso en que la maqui-
na se para con ingregpmientras que su negaci@orrecta-
menteel caso en que no se para. Pero, por la supuesiaato
tud de TC, dicho enunciado o su negacion ha de ser un
teorema. Asi, razonando por absurdo, deducimod Gusaem-
pre es capaz de concluorrectamentesi una maquinaual-
quiera se detiene 0 no se detiene con un irquatiquiera De
esto no se derivaria nada de absurdo; si no fuaralpghecho
de que, sienddC mismoef. ax, existe unanaquina llamé-
moslaD, capaz de producir todos y solos sus teoremasnkEnt
ces, lamaquinaD seria capaz de reconocer si unaquina
cualquierase detiene o0 no se detiene con un input arbitririo
cual, en particular, también valdrd para la midha para
cualquier maquina que contenBa Que esto es imposible lo
descubrié Turing: se trata del famgsmblema de la parada
Para resolverlo, describamos el funcionamient® dEsta ma-
guina debe recibir en entrada el programa de laumagqené-
ricaM (o bien, la definicion de la funcion recursiva qapre-
sentaM) y el input genéricoi aplicado aM; con dichas
entradas, debe pararse siempre, produciendo s@aoderas
dos posibles respuestas, que pueden ser considetadarma
alfa-numérica: M se para con el input y “M no se para con
el inputi”. Esto confirma, para empezar, ddepuede respetar
la convencion, admitida para todas las maquinagratejar
s6lo con inputs y outputs alfa-numéricos. En eligigte es-
guema (figura 3.1), se supone que el programa igenée la
magquinaM en analisispy, tenga que enviarse por el canal su-
perior de las entradas @ mientras que el inputde M por el
inferior.
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By— —= M se para con el input 7

D

i — — M no se para con el input 7

Fig. 3.1 Maquina genérica M y maquina decisional D

Construyamos ahora una maqu@acuyo input sea duplicado
y enviado por ambos los canales de una madbigantenida
en su interior; ademas, la salida “se para” de &umaD
ponga en marcha un ciclo infinito (esto siemprewsade llevar

a cabo: por ejemplo, la instruccién n. 8 podria“salta a la
instruccion n. 25”, mientras que la instrucciorRf.“salta a la
instruccion n. 8”), mientras que la salida “no seap), termine

el funcionamiento de 1®. En fin, preguntémonos qué sucede
si mandamos como input ad@su mismo programag, COMo

en la siguente figura 3.2:

Q

P, i
— —> () se para —
PQ =1 D
T,v —> () no se para ———— > STOP
3 _

Fig. 3.2 paradoja de /a parada de Turing
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Si con el inpupg la maquina se para, entonc&s en su in-
terior, respondera “se para” y ejecutara el cinfmito; por lo
tanto, la maquin& no se para: imposible. Entondg@so se pa-
ra yD, en su interior, respondera “no se para’ y entoncéa
maquinaQ se para: de nuevo imposible.

Este metateorema se puede aplicar, mas en gerenah
cualquier Sistema clasico consistente en el quelguser re-
presentadas todas las funciones recursivas y cayasmas
sean efectivamente numerables.hipétesis de consistencia ga-
rantiza, dado que se trata ciertamente de un Sisemal'®, la
existencia de un modelo correcto, por los teorem@ss-
completitud y de correccion. Por lo que respedts dunciones
recursivas, naturalmente, no se exige que puedatefiaidas
formalmente en la Teoria en cuestion: esto sOlpusele hacer
dentro deTC, ya que solo ahi el concepto de funcion (que es un
conjuntg se puede formalizar. Unicamente se exige que ésta
puedan representar operativamente en el lengudg Teoria.
Por ejemplo, la funciég(4,m,n)=m-n—4del apartado anterior,
puede representarse operativamenteP@ncon el enunciado
Ck(k=m-n—4)(en efecto, también la sustraccion se puede defini
enPA). El caso en el que el enunciado es verdadeexiste,
corresponde al caso en que la funcidn asocia etrainmaturak
a la terng4,m,n) aquél en que el enunciado es falso, si existe, al
caso en el cual la funcibn no asocia nada a ditma t(o sea,

16 La metademostracién que vimos en el apartadq Hellhecho de que
un Sistemaef. ax es formal (incluida la conclusion de que, en deIROS-
traciones, la semantica es eliminable) es valid@ién en el caso més ge-
neral en que sélo tiene los axiomas (o bien losetaas, como vimos en el
apartado anteriorgfectivamente numerable® tambiénrecursivamente
numerablescaso en que la formalidad le deriva de la misonenélidad de
las funciones recursivas.
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trivialmente, “no esta definida”). Asi mismo, lanfidn recursi-
vaf(4,m) definida por minimalizacion a partir dedgéd,m,n) se
puede expresar €A del siguiente modo:

Cn((m-n-40)e(Up(((p# n)e(m-p-4=0)>(n<p))))

En efecto, ya que las funciones recursivas sometiitas,
nos esperamos (URA sea una Teoria adecuada para poderlas
siempre representar de forma operativa. Godel, quaso pre-
Vvio a su primer Teorema di incompletitud (que vereran el si-
guiente apartado), demostré que realmente eswssitodas las
funciones recursivas y, por ende, todos los endosigue las
contienen, se pueden representar operativamefa’én

Para toda Teoria matematica de este tipo, se papdér el
razonamiento hecho: suponiendacsmpletitugd deducimos que
la Teoria podria resolver ptoblema de la paradde una ma-
guina cualquiera. Pero, de nuevo, subrayamosdguesto, en
general, no deriva ningun absurdana Teoria clasica formal
puederesolver elproblema de la paradg mas tarde veremos
incluso un ejemplo de ello. La paradoja de Turing Giemos
descrito, se manifiesta solo exigiendo que, adedidsa Teoria
tenga los axiomas, o bien los teorenesctivamente numera-
bles— en efecto, no es necesario que la Teoriafeetivamente
axiomatizablglaunque esta diferencia tenga escaso interés prac
tico) — es decir exigiendo, por lo visto, que exighamaquina
capaz de resolver @roblema de la paradale una maquina
cualquiera. En particulaPA esef. ax y, por lo tanto, el meta-

" En realidad, haciendo uso de una definiciomepeesentabilidacnu-
cho mas exigente de la que estamos refiriendo, stetncmucho mas que
esto; dicho “mas” sirve para construir concretamahtenunciado indecidi-
ble que demuestra la tesis de su Teorema.
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teorema de Church-Turing es valido pardP&es incompleto.

Acabamos de concluir la incompletitud de la Teare&ema-
tica que satisface las hipotesis del MetateoremaClalerch-
Turing, llamémosld, a través de un razonamiento informal que
involucra el concepto de méaquina y usa la Tesi€Hhlirch-
Turing. Para formalizar completamente el Metatearesmdebe,
pues, eliminar la referencia a las maquinas (yree®también a
la Tesis di Church-Turing) adoperando en sus veoasodelo
de ellas codificado efC. Sin embargo, hay que destacar que la
misma tesis del Metateorema considera el Sisteldasde fue-
ra’, asi que, en el caso en que éste sea la misord@aTC, di-
cha formalizacion no puede realizarse. Por otro,ladandor
es distinto dd C, la formalizacién del Metateorema €@ no da
problemas: cogiendo como modelo la maquina de gus@ ob-
tiene, en el modo descritel, Teorema de Church-Turingjien-
tras mediante las funciones recursivaqrigher Teorema de in-
completitud de Godel.

De todas formas, es infrecuente que dichos Tesresaa
presenten de modo totalmente formalizado, ya quealmente
el modelo usado para las maquinas (maquina de grorifun-
ciones recursivas) s6lo se maneja metamatematitamem en
veste codificada emC. Resultan de ello, pues, aoretdeore-
mas, si bien con una estructura mucho mas rigujosda del
Metateorema ahora expuesto. En el apartado siguesitoza-
remos, en dicha version (que es la version origimhlPrimer
Teorema de incompletitud de Godel, aunque citanmddibwo
donde el mismo aparece totalmente formalizadd@rComo se
puede imaginar, la estructura formal simplificaugomatiza los
razonamientos mas criticos y peculiares de la ragtastracion,
pero a cambio de un complejo e incomodo formaligcnga in-
terpretacion posee distintos “niveles” semanticBsy. este mo-
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tivo, incluso desde un punto de vista didacticagatmente pre-
ferible estudiar la estrategia de la original (jaenostracion de
Godel, la cual, ademas, es la primera historicaeent

De cualquier modo, esta claro que la mayor relesagis-
temologica del Teorema de incompletitud se obtiefiegéndose
a lasmaquinasy readmitiendo la Tesis de Church-Turing. Que
es lo haremos en el apartado lIl.6.

[11.5. Primer Teorema de incompletitud de Godel

llustrar los detalles de la compleja (meta)demogirade
Godel no forma parte de los objetivos de este;lipeoo hay que
sefalar que conseguir hacerlo es una empresa re¢alexcep-
cional’®. La demostracion propiamente dicha, precedidaipar
particular codificacion de los simbolos aritmétjcoequiere la
definicion de 45 funciones recursivas. La numeroeBel libro
de Ivorra citado en la ultima nota, jocupa 14 rengs de sim-
bolos!

Nuestra ambicion consiste, mas bien, en explickigiaa del
razonamiento de Goédel que, por su peculiaridadada lugar a
muchas malinterpretaciones; una de las mas difaadichefas-
tas (a veces del mismo Wittgenstein) es que sedratina para-
doja. Pero, ¢como podria una contradiccién denmosatgo,

18 Aparte de la demostracién original, necesariamentelensada, de
Godel (véase K. Godellber formal unentscbeidbare Siitze der “Principia
Mathematica” und verwandter Systemepp. 173-198) podemos citar la
demostracion, completa de todos los detalles, na#een el libro de C.
Ivorra Castillo:Légica y Teoria de Conjuntpp. 119-136 y 153-179 (j45
paginas en total!). Aqui, a continuacion, la demamsbn es formalizada
completamente enC. De todas formas, existe una versién mucho méas sen
cilla del Teorema, debida a G. Bool@snew proof of the Godel incomple-
teness theorem
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aparte del hecho de que el Sistema que la deduceocesisten-
te? Es verdad, en cambio, que la idea de la deswasise ins-
pira en la paradoja del mentiroso, como sugiere el miGi@del.

La hipotesis que Godel admite para el Sistemaccdasiexa-
men es que la coleccion de sus axiomasesasiva(o recursi-
vamente decidiblecomo preferimos decir), condicién que defi-
ne, por analogia con el caso mecéanico, un Sisteme
recursivamente axiomatizablRecordemos que dicha condicion
(es mas, también la mas déldtursiva numerabilidadie los
axiomas, como observado en una reciente nota)danfai for-
malidad para el Sistema y el hecho de que la s@aatnteni-
da en sus demostraciones sea eliminable. Ademdée] &ipone
gue el Sistema contenga los axioma$8e los deduzca como
teoremas, es decir que sea una Teoria aritmétasdite poten-
te”, como se suele abreviar. En realidad, la “po&rque se ne-
cesita es sencillamente la que permite represestdg manera
gue hemos descrito hace poco, las funciones rgesrsDe
hecho, esta capacidad es poseida también por wréa Teas
general dePA, llamada Aritmética de Robinson, en la que el
principio de induccidn se sustituye por un axiono@ @firma
gue cada natural distinto de cero es sucesor denatural (lo
gue, enPA, se puede demostrar por induccion). La dltima-hipo
tesis para el Sistema es que éste (0 la sub-Tadtrizética que
se puede desarrollar dentro de él) admita el moektbndar de
los nimeros naturales, o sea, el de unividféoObviamente, es-

¥ En realidad, Godel asume una hip6tesis mas délaimada
w-consistencia: resulta, en efecto, que una Teoitiaética que admite el
modelo estandar es-consistente. Sin embargo, ta-consistencia, una
condiciéon mas fuerte que la simple consistencigya® interesante en si
misma, porque el Teorema de Godel se puede gararabn la hipotesis
de la simple consistencia para el Sistema. Adesgspucho mas facil re-
producir el razonamiento de Gédel tomando en cenasaidn el modelo in-
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ta hipotesis es mas fuerte que la simple consistenpuesta por
el metateorema de Church-Turing. En efecto, la dénacion de
Godel puede generalizarse; pero, de momento, teresa des-
cribir su version original. Subrayamos que, compdrtante ca-
so particular de Sistema idéneo para el Metateqrieanamos el
mismo TC: de hecho, hemos visto que las condiciones 1-9 del
apartado 1.6 implican enunciados equivalentesaloomas de
Peano y se puede demostrar que se verifican en@lde un de-
terminado conjunt®, Gnico a menos de isomorfismo, que cons-
tituye por definicion misma, el modelo estandatatenumeros
naturales.

La primera operacioén que ha de hacerse, como hditlus,
es una concreta codificacion numérica de los siosbdPor
ejemplo, anoty a [0, GoOdel les asigna, respectivamente, los
nameros 3 y 7; esta eleccion, en realidad, esranibit EI paso
siguiente es la codificacién de las secuenciasiméatos; lo
mas natural, seria asignar el numero 37 a una @ac@mo
“not]”. Pero, innegablemente, esto no es necesariondepie
la convencion que se lleve a cabo; y ésta ultiredadinalidad
gue se persiga. Uno de los objetivos fundamentsida codifi-
cacion de las mismas demostraciones. Para conlseggiforma
sencilla, evitando usar nuevos simbolos, las deatishes
pueden ser consideradas como secuencias ordenadasuich
ciados que son axiomas o teoremas (excepto elaitjie es el
nuevo teorema, o sea el enunciado demostrado). €mmplo,
veamos la siguiente demostracion: “Del axic[8A(x)}—A(a),
por la regla de sustitucion se obtiedx(x=x)—a=a; pero
Ox(x=x) es un axioma (de igualdad), por lo tanto pwdus
ponensse obtiene el teorenaera; finalmente, por sustitucion, se

tuitivo estandar al que los lectores estan acostadals. Por estos motivos,
decidimos evitar lao-consistencia.
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obtiene el teorem@=2". El razonamiento se puede codificar
simplemente como se codificaria la cadena:

“OxAKX)~A(@) 0 x(x=x)—a=all x(}=x)a=a2=2"

El objetivo que Gddel quiere alcanzar, dado un mamatu-
ral estandar cualquiera (o sea del fipd, 2,..), no se limita a la
recomposicion de la cadena que posiblemente repeessno,
aparte de eso, incluye el poder ya reconoceryadmde una ope-
racion que se pueda expresar sélo con funcionessieas, Si
dicho numero es o no es el cddigo de una cadeneomstituye
unenunciado correctounaxiomag o unademostracionEn otras
palabras, la posibilidad de reproducir en térmide@portunas
expresiones aritméticas (aquellas que representah Sistema
dichas funciones recursivas), rizcursiva decidibilidadde tales
colecciones. Para poder hacerlo, establece urcylarticriterio
de codificacion de las cadenas, relacionado comioseros
primos. Por ejemplo, la cadenaoi]” se codifica con el nUme-
ro p.°- p,’, dondep, y p, son los dos primeros nimeros primos, o
sea 2 y 3: entonces dicho niumero es 17496. Estelmée ge-
neraliza para toda cadena. El codigo de una cadketangitud
comun, viene a ser asi un nimero inimaginablenadtuepero
€s0 no importa. La siguiente tabla representa endtieamente
la lista ordenada de todas las cadenas segun dichgo (tam-
bién llamado niumero de Goédel o gddeliano); solelesaso de
“not’ y “noil]” el codigo es el correcto: en los demas casos,
hemos puesto un numero arbitrario (jel verdaderend es
mucho mayor!) ya que lo Unico que pretendemos rexenfo-
car la I6gica de la demostracion.

3) not simbolo

17496) noi[] expresion incorrecta
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542342) 2=2 enunciado

67122260) OXx(x=x) axioma

2360928264)
OXAX)~A(@) 0 x(x=x)—a=a [l x(x=x)a=a2=2
demostracion

Sucesivamente, Gddel despliega una particular dance-
cursiva, cuya representacion aritmética indicarecooss(x,y),
dotada de un propiedad fundamental. Antes de exiagmgie-
remos sefialar que 1&(x,y) expresada enteramente con los
simbolos elementales d®A, cubriria mas de 440000 caracte-
res, es decir, unas 190 paginas de este’flibre aqui por qué
Godel se ve obligado a definir 45 funciones rewassiy a
construir laG(x,y) mediante composicion, recursién y minima-
lizacion de las mismas. La importante propiedadadexpre-
sion G(x,y) es la siguientecuando es interpretada en el mode-
lo estanday se verifica si y sélo sk es el codigo de una
demostracion que demuestra el teorema cuyo codigo kes
decir, indicando con el indide la interpretacion en el modelo
estandar, se obtiene:

Gn(X,y) es verdadera siy séloxses el codigo de una
demostracion del enunciado con cédigo

% Hemos hecho un rapido célculo aproximado, sin muymktension de
precisién; no obstante, el orden de la cifra delsef correcto.
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Por ejemplo, en base a nuestra tabla de simbalaxdre-
sion Gy(x,y) se verificaria con los valores=2360928264 e
y=542342.

A continuacién, Godel demuestra que existe un \vedtdn-
dar del numero naturgi llamémosloy, tal que el codigo del
enunciadonoiCx(G(xy)) sea precisamente O sea, en la ta-
bla, tendremos:

7)) nolLx(G(xy))

Dicho enunciadointerpretado en el modelo estandaice:
no existe un valor estadndar éal queGyn(x,p) se verifique; o
sea, no existe un codigo de demostracion (es dewiexiste
demostracion) que demuestre el enunciado de cgdiyoen-
tonces:este mismo enunciado no es un teorema

Supongamos ahora que el enuncificgsea un teorema. En-
tonces, por la correccion del modelo estangladeberia ser
verdadero cuando es interpretado en dicho mode&lam, gn
cambio, es evidentemente falso: imposible. Supongamel
mismo modo, que la negacion del enunciaglo o sea
Cx(G(xp))?, sea un teorema; por la misma razén, este enun:
ciado deberia ser verdadero si es interpretadd edelo es-
tandar. Pero aqui afirma que el enunciado de cdgiga ne-
gacion, es un teorema; por lo tanto, si fuera aieserian
teoremas tantg como su negacion, o sea el Sistema inconsis-
tente: imposible. Un absurdo inevitable, ya que, tppotesis,
el modelo estandar es un modelo (correcto, poeakima de
correccion). Solo queda concluir ggiees indecidible y, por
tanto, que el Sistema matematico es incompleto.

2L Recordemos que la doble negacién equivale armadion (ap. 1.10).
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Muchas de las confusiones sobre esta metademastraci
pueden disiparse si se considera concretamentesiailgad
de modelos no estandar. Normalmente, para lletmrcanclu-
sion de que un enunciado es indecidible, se tomasoeside-
racion dos modelos: uno en que el enunciado esaderd y
otro en que es falso (como se hizo, por ejemple@l @aso del
quinto postulado de Euclides). Aqui, en cambioc@easidera
unicamente el modelo estandar, y a la conclusiomude el
enunciadoy es indecidible se llega s6lo en base a su auto-
referencia. Interpretado en el modelo estandanodémunciado
expresa su propia indemostrabilidad; ya que ésteas#emos-
trado (en efecto, se ha demostrado que es indEniddb enun-
ciado es verdadero en dicho modelo. ¢En qué mddeles-
tandar) seria falso? Ciertamente un tal modelo dgisir: siy
fuese verdadero en cada modelo seria un teoremlia pom-
pletitud semantica del Sistema (que es formalkilY duda, en
un modelo asi el enunciadoiCx(G(xy)) no puede aun signi-
ficar “no existe el cédigo de una demostracion demuestre
el teorema con codig®: de otro modoy seria otra vez verda-
dero. En efecto, uno de los errores mas frecuerggwecisa-
mente considerar quB(x,y) signifiquesiempre(o sea en cada
modelo) lo que significa en el modelo estandarm,estiden-
temente, no es posible en el respecto de las kipdlel Teo-
rema. Por esta razén hemos preferido no llamarGi{Xg) del
modo habitual, mas intuitivo, pero también méas @&oga:
Dem(x,y)

Para proponer algo que se parezca a un caso coaer@t-
terpretacion no estandar donglsea falso yG(x,y) no signifi-
gue ‘X es una demostracion ¢& pondremos un ejemplo de
“principio”, es decir que no se debe tomar al peelal letra.
Suponga el lector que la expresiB(x,y) sea concretamente la
siguiente:
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y=127.3"*

naturalmenteno es asies solo un ejemplo ideal. Tal ecuacion,
en efecto, se puede resolver con infinitas padgasimeros
naturales, como tiene que ser para la verda@éxg) Supon-
gamos ademas quiesea realmente el numero 127. De este mo-
do, el enunciado indecidible seria:

127) nolLx(127=127-3*"

Cuando se interpreta en el modelo estandar, estecen
do afirma que el enunciado de cédigo 127, o seaaigino,
no es un teorema; y, como sabemos, en las hipdteslss,
debe ser verdadero en dicho modelo. También destie e
punto de vista, la eleccion de la expresién esectar de
hecho, la ecuacién propuesta soOlo se podria resave
127/x%=0, lo que es imposible para cualquier nimero natural
estandaix. Pero si lo interpretamos en un modelo no estan-
dar, las cosas pueden ser distintas. Por ejempkyssitui-
mos x por la constante no estandaantes considerada (ap.
11.16), la ecuacién puede cumplirse si se considgrac es
(infinitamente) mayor de cualquier niumero natuisthadar:
entonces, en efect@27/ctenderia a cero $2"°a ung? He
aqui como el enunciado indecidilgpuede resultar falso en
un modelo no estandar (y, realmertiene queser falso en
un determinado modelo no estandd). Ademas, en dicho
modeloM, G(x,y) no puede interpretarse correctamente co-

%2 para hacer riguroso el razonamiento, basta canidéé forma opor-
tuna las operaciones de divisién y de exponenaiadgdmodo que generali-
cen las habituales.
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mo “x es el codigo de una demostracion del enunciado cor
codigoy”; en efecto, si tomamos=c e y=127, resulta que,
aunqueGy(c,127)sea verdadera, no es el cédigo de ningu-
na expresion, ya que todos los codigos definidosrsdura-

les estandar.

Digamoslo de otro modo: demostrando gues indecidi-
ble, hemosgdemostraddos enunciadosnotG(0y), notG(1y),
notG(2y), etc. y sin embargo el enunciacIx(notG(xy)), o
biennoiCx(G(xy)), aunque verdadero en el modelo estandar,
no es demostrable. La situacion no es en absolstmta de
la que ya describimos en el apartado 1.13, conetspa la
Geometria eliptica: también en dicho modeld=igara cada
recta que pase por un purRexterno una recta prefijadaes
verdad (y se puede demostrar si se describe el Imaite
viéndose de la Geometria euclidiana, tal y comaortds para
el modelo hiperbdlico en el apartado 1.10) que éstas para-
lela ar. Sin embargo, e no se puede demostrar que “cual-
quier recta que pase pBrno es paralela &: lo atestiguan el
modelo euclidiano y el hiperbdlico. Del mismo modo,
noliCx(G(xy)) no se puede demostrar, de hecho es falso er
oportunos modelos no estandar.

De todas formas, subrayamos gldeorema de incomple-
titud no se debe a la existencia de los modelogstandar
(como algunas veces se lee): estos Ultimos, enoefexisten
siempre en las hipotesis (muy largas) del teoreenb-8 y de
hecho, en la segunda Parte, los hemos observadnétamn
Teoriassintacticamente completasomoTFR

Como hemos anticipado, la hip6tesis de la existedel
modelo estandar para el Sistema se puede delsliarla
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simple consistencfa Esto fue (meta)demostrado por Rosser
a través de un enunciado auto-referente, distinde &dodel.
Para terminar, recordamos que las descritas metsdean
ciones son completamente formalizablesTé€h(constituyén-
dose asi un verdadeteorema excepto en el caso en que el
Sistema que verifica las hipotesis sea el mi3i@pen éste, la
incompletitud descrita debe considerarse tajantéaneomo
un metaeorema.

[11.6. Consecuencias del Teorema de incompletitud

La importancia del Teorema de incompletitud se dele
ya al simple hecho de que el Sistema matematida dipote-
sis se haya revelado incompleto, sino mas bieneahd de
gue éste seancompletable EI Teorema, en efecto, puede
aplicarse a cualquier extension del Sistema dedparsiem-
pre que sean respetadas sus hipétesisesSun enunciado in-
decidible cualquiera de la Teoria (si queremosme&mo
enunciado de Godelde codigoy), afiadiendd o notl a los
axiomas del Sistema, se obtiene un Sistema consasye sin
duda, “mas potente” que el original. Ademad, es exhibido,
los nuevos axiomas siguen siermr@gursivamente decidibles
si antes lo eran. Por lo tanto, volviendo a aplelafeorema,
se concluye otra vez la incompletitud del Sistegnaj, por
ejemplo,l era elenunciado de Gddeke podra reconstruir un

% Pero ¢en qué casos concretos se aplicaria dicteaadjeacion? En
realidad, en el caso &, la formalizacion e C (que so6lo exige la hipéte-
sis de consistencia paf&) es capaz, como sabemos,déenostrara exis-
tencia del modelo estdndar pd@A. Sin embargo, esto no vale para otros
Sistemas que respondan a las hipétesis del teopgmajemplo para el Sis-
temaPA’ (apartado 11.16) que admite sélo modelos no estamshora, en
cambio, el teorema de incompletitud se puede apbeabién &PA'.
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nuevoenunciado de GodeSintetizando, un Sistema clasico
gue satisface las hipodtesis del Teorema de incdrmyaees
esencialmente incompletoo se puede completar afiadiéndole
axiomas, aunque sean infinitos, mientras se coadercon-
sistencia y larecursiva numerabilidaddel conjunto de sus
axiomas. Sin embargo, antes de detallar todaselass con-
secuencias, es conveniente volver a referirnoséal general
Metateorema de Church-Turing (0 de incompletituejsta-
bleciendo la Tesis de Church-Turing.

En la conclusiéon del Metateorema de Church-Turing,
hemos visto que negar la tesis implica la existen® una
maquinaD que resuelve el problema de la parada de cada ma
guina. Ahora bien, dado un Sistemfa ax.cualquiera (0, mas
generalmente, cuyos axiomas sean efectivamente ratme
bles), siempre podemos considerar una maquina pgre,
concluir si un enunciado determinado es un teor@xanine
la lista completa de todos los teoremas generaddapma-
guina caracteristica del Sistema. Si el enunciadeshun teo-
rema, dicho procedimiento mecanico no terminarip pa
través de la maquinB podriamos descubrirlo y, por tanto,
llegar a la conclusion de que no es un teorema.eBory si
existiera la maquin®, cada Sistema cuyos axiomas fuesen
efectivamente numerables seria decidible. En candieioVie-
tateorema de incompletitud se deduce que esto gasible:
en particular, se deduce gquada Sistema que satisface sus
hipotesis es indecidiblé®ara admitirlo, razonamos por absur-
do: como consecuencia, también seria decidibleorjuato
de los enunciados indecidibles. Para cada unoldg, &sco-
jamos el mas corto entre él y su negacion (o, eergd uno
de los dos segun un criterio arbitrario, pero medote) y
afladamoslo a los axiomas del Sistema. Se habradarmn
Sistema nuevo, consistentmmpletoy aunef. ax.(o, mas en
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general, aun con axiomas efectivamente numerahles) al
ser una extension del primero, tiene la misma ‘ipcite ex-
presiva’: imposible.

PA y cualquier otra Teoriaf. ax.de nameros naturales
no menos “potente” (es mas, también alguna menotefp
te”, como la Aritmética de Robinson) es esenciali@en-
decidible. Y también es esencialmente indecidibleropia
TC, o sea toda la matematica clasica formal (deduebi
conjuntisticamenté.

Lo que sucede en un Sistema matematico que saikfac
hipétesis del Metateorema de incompletitud es du®mun-
to de sus enunciados indecidibles no es efectiveename-
rable: si lo fuera, también el mas general conjui¢olos
enunciados que no son teoremas seria efectivamantera-
ble y entonces el Sistema seria decidible (af)]luna obvia
consecuencia necesaria es que los enunciados ditalesi
tienen que ser infinité3 Por lo visto, no sélo no es posible
mecanizar el proceso de reconocimiento de lositn&renun-
ciados indecidibles, sino tampoco hacer mecanictaman
elenco exclusivo y exhaustivo de ellos.

Por consiguiente, si examinamos la codificacion éuca
de los enunciados indecidibles, obtenemos un sylocimnin-
finito de numeros naturales estandar que no esivedewente
numerable, o sea, cuyos elementos ninguna maqsinapaz
de enumerar todos y solos. Pero, evidentem&nt®nclusion

24 A menudo incorrectamente denominada “de primeemiden base a
la incorrecta trascendencia asignada al orden sixprebservada en el ap.
11.14.

% gj fueran finitos, al ser tambiddistinguiblesy formales, se podria
hacer una enumeracidn explicita de ellos, siemgpeducible por una ma-
quina. Para ldistinguibilidadde los enunciados indecidibles de un Sistema
formal, recérdese el ap. 1.9 (también retomareaidema en el ap. 111.9).
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de que existen subconjuntos de naturales no eéecénte
numerableges mas, que son de niumero despreciable los que
lo son)puede alcanzarse independientemente del Metateore:
ma de incompletituden efecto, se puede deducir simplemente
del hecho de que el conjunto de todos los calaulesanicos,

0 sea de todas las funciones recursivas, es nutegraken-
tras que el conjuntB(N) es innumerabf8 De la innumerabi-
lidad deP(N) se deduce también que para definir todas y solas
las cifras de un namero real (que puede verse aomsub-
conjunto infinito de nimeros naturales), es necesacurrir

a una semantica ineliminable, excepto para un ndinmesig-

nificante de casosxdrespecto aZDO). Asi que es epistemolo-
gicamente incorrecto afirmar, como hacen algunos, ésta
es una consecuencia del Metateorema de incompletita
importancia del Metateorema, que efectivamenteallagesa
conclusion para un subconjunto especifico, se delaenatu-
raleza de dicho subconjunto y no al hecho de qisteaxsub-
conjuntos de este tipo; lo cual se puede demostdapen-
dientemente.

Para reconocer los enunciados indecidibles de @oaid
gue verifica las hipétesis del Metateorema de irgetitud,
s6lo nos quedan los métodos puramente metamat@matic
(semanticos). Por esta razon dijimos al principe libro
gue la metamatematica edrinsecamenténdispensable (ap.
1.3). Al no ser mecanizable, dicho criterio tieneecposeer la
capacidad de definir nuevos conceptos continuapeewsi-
blemente, adaptandolos cada vez al enunciado @eteue-

% Como otras veces, se podria pensar en asignadends significado
al resultado de cada célculo; pero ya hemos oldergae esta operacion,
para resolver dicho problema, deberia ser intrameeate semantica y por
lo tanto no ejecutable por ninguna maquina.

255



be probar la indecidibilidad. Por la naturaleza masdel
lenguaje semantico, capaz incluso de redefinireehay ra-
zon para creer que este proceso no sea siemprelgodie
hecho, la mismaepresentabilidadde los modelos que per-
miten reconocer un enunciado indecidible (los csialecor-
demos,deben existiren base al Teorema de s-completitud)
es un concepto convenientemente redefifiblea Unica y
fundamental excepcion a este optimismo concierra@dio
SistemaTC, por la descrita ambigiedad de sus “modelos”;
mas adelante lo constataremos con un ejemplo.

Asi, el Metateorema descubre limites posteriorescapa-
cidad de mecanizar el proceso de identificacidtodemode-
los de una Teoria que satisface sus hipotesisabiasos que
la “cardinalidad” de los modelos de un Sistemaseal hiper-
innumerable (ap. 11.20), es terreno exclusivo d8danantica;
pero ahora sabemos que también un “subsistema” nabhee
suyo (constituido por los modelos que permitirianonocer
todos los enunciados indecidibles) no es efectiveieneume-
rable, no puede ser generado exclusiva y exhaustinge por
ninguna maquina.

Otra consecuencia del Metateorema es la demostraeo
la existencia de Sistemas clasicos formalegfa@x.y, por
consiguiente, no representabfedmenteen TC. Considere-
mos, en efecto, un Sistema que, ademas de los agicm

2" Un ejemplo de dramético debilitamiento del conoeg representa-
bilidad para un modelo, se tiene en la mencionadtademostracion de
consistencia relativa de las Teorfascantorianagde los conjuntos (o sea
en las que no vale la hipotesis del continuo) zadi por Cohen: ésta
considera, en efecto, una interpretacién bastastalar (con propiedades
“forzadas”, en inglésorced en la que la hipotesis del continuo es falsa; y
dicha interpretacion, en hipotesis de consistepeiea la Teoria de los
conjuntos, resulta ser un modelo.
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PA, contenga como axiomla o biennotl, para cada enun-
ciado indecidibld. Como se trata de un Sistema completo y
“mas potente” qu®A, en base al Metateorema de incomple-
titud, no puede sesf. ax; es mas, ni siquiera puede tener los
axiomas efectivamente numerables. De esto deducieros
base a la conclusion a la que llegamos al finalagi@rtado
[11.3, que dicho Sistema no es representdielenenteenTC:
la Teoria axiomatica de los conjuntos no puede rmecer
todos sus teoremas. Un caso particular de granriapca
de este ultimo ejemplo es el Sistema en el cuah pada in-
decidible | de PA, se afiade como axioma, entrg notl,
aquello que se revelerdaderoen el modelo estandar. Este
Sistema formal, llamémosIBAV, permite asi deducir todos
y solos los enunciados ¢RA verdaderos en el modelo estan-
dar: juna Teoria indudablemente @&filAdemas, segun lo
visto, una Teori@apaz de resolver el problema de la parada
de cada maquina. Por desgracia, aunque sea fanmakef.
ax., ni por tanto representablielmenteenTC: ni TC, ni otra
maquina cualquiera, es capaz de llevar a cabo nnmera-
cion exhaustiva y exclusiva de sus teoremas. Laastna
contenidaen la definicibn de sus axiomas (en particular de
los ultimos afiadidos) no puede ser reproducidgfateente
por ninguna maquina, ni por el lenguaje conjurdgsforma-
lizado; o sea, no puede ser eliminada. De estcesigovia-
mente, que tampoco el conjunto de las demostrasi@se
efectivamente numerable.

Llegados a este punto, parece oportuno subrayayuéo

% De este modo, hemos distinguido cuatro Sistenitmméiicos:PA, la
Teoria Aritmética Integral/(l), y los Sistemas que se obtienen de éstos,
afiadiendo como axiomas los enunciados de las tespedeoriasyerda-
derosen el modelo estandd?AVy AlV. Con la posibilidad (ya sefalada en
el ap. 11.17 y que comentaremos mas tarde) deAfiyéAlV coincidan.
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realmente significa, cuando se define la Te®&#4atener op-
timistamente “delante de nuestras narices” el nodel los
nameros naturales intuitivos (ap. 11.1): significéuir una in-
terpretacion cuyas infinitas verdades no puedeneselusi-
vamente y totalmente reproducidas por ninguna nmégjen
otras palabras, significadmitir un ndmero infinito de con-
venciones semanticas que no se pueden especificaple-
tamente a través de métodos mecanifms efectivamente
numerables, en efecto). Después de todo, jno parec@os-
tura tan inocente!

El teorema de Tarskeés una especie de generalizacién de
lo que acabamos de observar en la Teoria aritm@éfan re-
lacion al concepto de verdad en su modelo estaritkie
afirma que el lenguaje sintactico de un Sistema \wréica
las hipdtesis del Metateorema de incompletitudpuede po-
seer unpredicado efectivamente numerablg(x), tal que
V(x)=1 si y solo si el enunciado del codigaees verdadero en
el modeloM, sea cual sea el moddib Un predicadd?(x) se
dice efectivamente (o recursivamente) numerables g00si-
ble calcular mecanicamenf(x) para cada valor dg. Asi
gue, el teorema de Tarski afirma que el conjunttodeenun-
ciados verdaderos para un modelo prefijado cualguie es
efectivamente numerable. Para demostrarlo, esieutéeccon-
siderar un Sistema que afiade a los axiomas deoldareri-
ginal de hipoétesis, todos los enunciados que s&ozr enM;
razonando por absurdo, se obtiene que los axioreasstk
Sistema serian efectivamente numerables. La Teat@anas,
seria mas “potente” que la inicial y completa: isipte. O
bien, con un desenlace mas interesante, se pudidaruél
hecho de que, en toda Teoria de hipotesis, cadigcpt® con
la propiedad deé/(x), puede volverse auto-referencial (como
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el de GodeB®; concretamente, deberia existir un codigeal
que:

Xo V(x)#1

una version de la paradoja del mentiroso que, cgmo
hemos visto, implica siempre el absurdo. En efextte enun-
ciado no puede ser verdaderoMnsi lo fuera, por definicion
deV, tendria que resultaf(x)=1, y asi se verificaria también
su negacion. Si fuera falso, entonces su negadfix@=1 seria
verdadera y entonces, por definicion\desl enunciado de c6-
digo x« deberia ser verdadero &h en contra de lo supuesto.
Absurdo.

Este teorema no se aplica si el predicado de veandads
efectivamente numerable o si el Sistema no respatake hipo-
tesis del Metateorema de incompletitud: por ejempudoes vali-
do para el decidibl&éFR Sin embargo, una version mas general
del teorema, dlletateorema de Tarski, es valido para todos los
Sistemas clasicos consistentes, incluso no formaleafirma
gue en ninguna Teoria clasica consistente, el agoatemati-
co, oportunamente interpretagles capaz ddefinir un concepto
de verdad universal (o sea, valido para cada eadmcicomo
debe serlo el concepto de verdad). Algo distintadeeriorteo-
remade Tarski. La conclusion del Metateorema se basal e

# En realidad, normalmente esto se demuestra easelde un predica-
do decidible(también llamadaeecursiva llamadoP(x), cuando para cada
es posible calcular mecanicamentd®6i) vale o no). Sin embargo, presu-
mimos que esto debe poderse extender al caso esbljusea efectivamen-
te numerable. En efecto, la propia demostraciéGdeel también deberia
poderse extender al caso en que el Sistema teagailomas sélo recursi-
vamente numerables, en manera analoga a cuantestamor el Metateo-
rema de Church-Turing.
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hecho de que, a fin de que se pueda definir (grasicia) la
verdad paraodoslos enunciadosncluida tal enunciacionel
lenguaje tiene que poseer la capacidad de hacerefatencias;
con el resultado de que resurgiripéaadoja del mentirosdes-
te mismo enunciado es falso”.

De este modo, ldefinicion integralde las verdades para un
modelo de un Sistema mateméatico debe efectuarsa tet
Sistem&. Naturalmente, este hecho no tiene nada que ver co
la completitud o incompletitud sintctica: el Sistepuede per-
fectamente ser capaz de deducir todos los enurscistdade-
ros para un modelo (resultando, asi, sintacticaenesrnpleto);
en un caso similar, de hecho, éste se limita aaidos;, mien-
tras s6lo desde fuera los teoremas pueden serdeoados co-
mo “verdaderos para el modelo”.

Para terminar, sefialamos que, en estricto rigohayonada
gue prohiba interpretar el metalenguaje definitolédor C ob-
viando siempre al problema denlafidelidad representativa de
un Sistema cualquiera en el misihG, como anticipamos en el
apartado I1.7. El Unico problema es el precio queaga. Pon-
gamos, como ejemplo, el caso®AV: un Sistema que define
los axiomas utilizando el concepto de “verdader@lemodelo
estandar”. Nada impide emplear dicho concepto t@mbén el
seno de la Teori&C, introduciendo, en sentido genuinamente
semantico, el conjunto de los enunciados “verdader el
modelo estandar deA’ y deducir a partir de ello. Aho@AV
esta reproducid@ielmenteen TC, peroTC se ha convertido en
una Teoria totalmentdiferente capaz de deducir todos y solos

30 Como ya intuyé Russell en 1903: en la primerameigielLos princi-
pios de la matematicse lee “...ademas de estos [conceptos], la Matematic
usa un concepto que no forma parte de las propossique considera, es
decir la nocién de la “verdad”.

260



los elementos de un conjunto de enunciados noiedentnte
numerable, como hemos visto. Asi, tipo de deduccién ya no
puede ser mecanico: ella ha perdido su efectivaraatizabi-
lidad, aun conservando la formalidad.

Recapitulandogl Metateorema de incompletitud nos aclara,
desde el punto de vista I6gico, como las maquimasspueden
ayudar en el estudio de un Sistema clasico farmal

a) Existen Sistemas clasicos formales para los quexiste
ninguna maquina capaz de enumerar todos y solagecus
remas; éstos son tambiém fielmente reproducibles en
TC. Entre ellos se encuentran los mas deseables, com
PAYV, o sea el Sistema que deduce todos y solos los enu
ciados dePA verdaderos en el modelo estdndar. Y que re-
suelve el problema de la parada de una maquingueaal
ra.

b) Existen Sistemas clasicos formales para los sp@nien-
do su consistencia, existen maquinas capaces taeecesau
todos y solos sus teoremas; peoxapaces de resolver to-
dos los problemas matematicos: por ejemplo, pada ca
enunciado fijadde, de indicarnos sno esun teorema (y,
en particular, si es indecidible); o de resolvepralblema
de la parada de una maquina cualquiera. De estestip
las disciplinas matematicas mas fundamentales, d&no
yTC.

c) Existen Sistemas clasicos formales decidiblese Supone
Su consistencia; o sea, para los que existen naEgjoapa-
ces de resolver cualquier problema matematero,tal
hipotesis Algunos ejemplos soMFR, GE, asi como una
parte de la Aritmética aun mas restringida queriamieti-
ca de Robinson; la consistencia de estos Sisteigas de
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la hipotesis de consistencia par€. Sin embargo, estas
Teorias son limitadas en cuanto a expresividacells,
por ejemplo, no pueden ser representadas todasnieis-
nes recursivas, o sea, todas las maquinas.

Ahora parece un buen momento para discutir la pmsd
de sobrepasar estos limites, o sea, de consid@guinas que
violen la Tesis de Church-Turing. Pero antes quereatla-
rar la naturaleza exacta de esta convencion, eteapi tan
peculiar. En realidad, sélo se trata de la fornaaiian de un
concepto. Reconsideremos |lo que sucede con el ptunde
conjunto. Adoptar los axiomas d€ significa definir un ente
matematico que deberia parecerse al concepto matenda
“conjunto”. Anélogamente, las funciones recursiaslos
otros modelos equivalentes) representan una defimima-
tematica de “maquina”. La “Tesis de Church-Turieg’ efec-
to, es la suposicion de que esta definicion comzuieon el
concepto semantico de “maquina”. ¢Por qué no skerwia y
discute la convencion analoga para el caso de Uoooi|?
Ademas, existen razones de peso para dudar decesala:
en efecto, hemos visto que en cuanto se estudsafufaa-
mentos del'C resurge el concepto, necesariamente semantico
de “coleccion”; esto demuestra que la formalizaaiéh con-
cepto de “conjunto” no puede acaparar todo su \sdaranti-
co. Viceversa, para el caso de las “méquinas”, qgareal-
mente que dicho problema no exista; ¢cOmo se explta
incongruencia?

Con dos motivos. Paradojicamente, el primero se geb-
cisamente a lo concreto que es el concepto de ‘im#ues-
pecto al, mas abstracto, de “conjunto”. Los axiom@3C se
consideran, desde el punto de vista epistemolégiamo un
intento de concretar esa abstraccién. El hechoudeegte in-
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tento tenga sus limitaciones, o, si se prefiere,fglie en parte,
no nos molesta demasiado porque nos confirma quaraater
ideal no es definible rigurosamente; asi, sus cuEsEias —
gue, en realidad, son graves: la nebulosidad dénoslelos”

deTC, con todas sus dramaticas repercusiones — soadeps
tables filoséficamente. En el caso de “maquina’cambio, la
idea aun concreta que tenemos es tan amplia queanese
sospechoso que pueda abarcarse totalmente confiad@de
reglas matematicas. Mas aun, por las fuertes lioit@s epis-
temologicas que, como hemos visto, tal convencioduyce (el
segundo motivo).

Ya se ha sefalado que, dejando a parte el uscdaifoe-
ros casuales (que discutiremos dentro de pocadia lahera no
se han encontrado extensiones efectivas de laslidemnitss de
un célculo mecanico. Sin embargo, podemos obs@edec-
tamente qué tipo de operacion deberia ser capeeatiear una
“maquina’ capaz de reconocer todos y solos los @adas in-
decidibles de una Teoria que satisfaga las higdtkdi Meta-
teorema de incompletitud; lo cual, como sabemoglidaria la
decidibilidad para el Sistema. O bien, de qué &pda “supe-
rioridad” humana, exaltada por algutémespecto a una cual-
quier maquina que respete la Tesis de Church-Tuity
ejemplo, como se ha visto, el saber reconocerracidad, en
un modelo prefijado, de los enunciados indecidillielsSiste-
ma matematico. Se trata, por lo tanto, de operasiale tipo
genuinamente semantico que, mas bien que “intaligéiten
el sentido tradicional dado a este término), reguiel uso de

31 J.R. LucasMind, Machines and G6dglmas recientemente R. Penro-
se:La nuova mente dell'imperatar&e trata de un punto de vista, ya supe-
rado totalmente, que ha sido desmentido por musbgsiones; pero para
desmontarlo basta con precisar el argumento, coemtaremos hacer a
continuacion.
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una convenciéon dinamica acerca de los significapgesse de-
ben asignar a los enunciados. “Dinamica”, porquestaategia
para asignar esos significados no puede precisaeszamente
de una vez por todas: si asi fuera, se podria neecain otras
palabras, nuestra superioridad primaria respeatnaamaqui-
na, entendida tradicionalmente, es poder dar uor s@manti-
co redefinible — segln un contexto o una converaemc pre-
visible mecanicamente — a los enunciados de laidepoder
gestionar de algin modo (en un ambito que a prioresta
exento de ambigiedad), la cantidaigerinnumerablede los
conceptos semanticos. Obviamente, este tipo decicaok
aunque sea “maravilloso”, también esta sujeto knpede la
ambigiedad: de hecho, no se considera deseabldagana-
quinas, en su definicion tradicional. Queremos rdqae, en
Logica, el concepto de “maquina” se introduce ma@Tiente
para exigir un tipo de determinismo riguroso e imsmente de
la deduccion, excluyendo cualquier comportamiensomnda-
ble.

En definitiva, para que una maquina pueda simuleaz®-
namiento humano, no basta con una ampliacion nadmalis
capacidades de calculo, sino que se vuelve neaesaa ca-
racteristica de naturaleza totalmente diferentéageque tra-
dicionalmente se asocian al concepto de “mecanieoposi-
bilidad de interpretar (imprevisiblemente) los eciados.
Una capacidad que calificar sin mas como “intela@rsupe-
rior” parece, al mismo tiempo, inmodesto y resiviazt

Una vez aclarado esto, se puede entender que, €lesde-
to de vista logico, no debemos esperar demasiadi@ldalos
mecénicos basados en la casualidad. Ante todo e=saré
precisar la naturaleza exacta de dicha casualidadsidere-
Mos una maguina capaz de lanzar dados sobre urayntEs
leer el resultado para usarlo en sus célculos saesesPara
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“agitar su mano mecanica” antes del lanzamientpusele re-
currir a distintas tretas: en funcion de la hoagiéndo uso de
las cifras imprevisibles de los nimeros realesréatidad si-
mulados mediante niumeros racionales, como sabemasn-
do diferentes algoritmos especificos, a menudoltezku de
complejos estudios. Célculos que usan esta funtamados
random,sirven sobre todo en ambito estadistico, paranta-si
lacion de eventos reales. En realidad, un célceleste tipo
sblo aparentemente emsual en el estricto significado del
término. Lo que queremos decir es que, por ejemypla;alcu-
lo randoma partir de las cifras de la hora, en realidathts
gramente deterministico: si se considera la homocono de
los inputs la maquina respeta la Tesis de Church-Turing. Lo
mismo vale para cualquier otra modalidad de ger@raan-
dom por eso, seria mas correcto hablasideulacionde la ca-
sualidad o bien degpseudo-casualidad\No obstante, en los ca-
sos practicos ordinarios dicha simulacion puedamie
realizarse satisfactoriamente.

Ahora bien, el lector juzgara sin duda como ricidal espe-
ranza de obtenerasualmentdos enunciados indecidibles de
un Sistema matematico o las cifras de un deterraingdnero
real. Sin embargo, es muy probable que los procesogales
humanos, incluidas las imprevisibles asignacioresighifica-
do a los simbolos, usen, entre otras estratagiabiénalgunas
de tipo casual. Por lo tanto, un procedimiento miecapseu-
do-casual, corregido por un cierto grado de detasmio, po-
dria simular, aun parcialmente, ese criterio isg@amente
semantico. Asi, debe considerarse posible obteoarun cri-
terio de este tipo, una ayuda a la deduccion.

Resumiendo, de momento no existe un uso reguladasde
operacionesandomen el ambito de la Ldgica: en ella, tradi-
cionalmente, nunca se deduce haciendo uso de Ualicksl.
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Sin embargo, en principio, nada impide admitir @stsibilidad
en alguna circunstancia; por ejemplo, intentandwkir, aun-
gue parcial o aproximadamente, el criterio intréaseente se-
mantico de la asignacion de significado a las psmpanes ma-
teméaticas.

[11.7. Gloria de Chaitin

En 1974 G. Chaitin formulé una interesante versidar-
matica del Metateorema de incompletitud. En pritogar,
demos una definicién: una maquina se dioéversalcuando
su comportamiento entrada/salida puede reprodemmno ca-
so particular, el comportamiento entrada/salidacdalquier
otra maquina. En otras palabras, una maquina walpuede
simular Iégicamente cualquier maquina. Asi, su oo
miento entrada/salida representa todo lo que esllehle me-
canicamente. La existencia de maquinas univeryales cri-
terios para obtenerlas estan asegurados por las Tasi
Church-Turing y por los descritos modelos represardgs de
todas las maquinas. El modelo de las funcionesrsa@s,
como hemos visto, describe la elaboracién de unquma
cualquiera a través de las operaciones fundamsrdaleom-
posicion, recursiory minimalizacion Por lo tanto, cualquier
maquina en la que es posible poner en marcha wrgma
donde las instrucciones correspondientes a digh@saciones
puedan aparecer en un punto arbitrario (del misrograma)
y con una frecuencia arbitraria, es universal. ¥embs con-
cretado cuales son las instrucciones légicas cap@eeaepro-
ducir dichas operaciones: 1) suma de nameros Hes;ira)
registro de datos en la memoria y posibilidad déusura lec-
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tura; 3) iteracién condicionatfa Cualquier computadora pro-
gramable (incluidas muchas calculadoras de boJsplusee
estos instrumentos operativos y, por tanto, reptasena ma-
quina universaf. La maquina de Turing/ la maquina RAM
también son universales. Obviamente, la existetheimaqui-
nas universales implica también la existencia deitines re-
cursivas universales: aquellas que representannmsita-
mente su comportamiento.

Ahora consideremos una maquina universal arbittana
supongamos que trabaje elaborando exclusivamenteise
cias finitas de cifras binarias constituidas pos gmbolos
“0” y “1” (llamados bits), como normalmente sucede en
realidad. Cada programa es una secuencia de bualguier
secuencia de bits puede considerarse un progfaBlacom-
portamiento de la maquina cuando se arranca qieogra-
ma, que consideraremos siempre completo de todomputs,
no esta determinado solamente por sus instrucgisimestam-
bién por un primarigprograma interno(que equivale abiste-
ma operativomas elfirmware, éste ultimo un conjunto de
instrucciones no modificables que maniobran direetate
los dispositivos fisicos de la maquina). Dicho peoga in-
terno, también constituido por una secuencia dg, l@sta-

a

32 Ejemplos de iteracién condicionada, para quiere sabpoco de in-
formatica, son los ciclo®O, FOR etc.

% En rigor, sélo en teoria: el hecho de que en eadanador real la
memoria sea limitada (aunque, desde el punto da Migico ampliable sin
limites) hace que su universalidad siempre sedmnuitelideal; pero la ma-
quina puede aproximarse cuanto se desee a tahatiétr, ampliando opor-
tunamente su memoria.

3 Un programa que usa instrucciones incorrectas sighificado de-
termina en todo caso una respuesta, COmo un mesaaor 0 una no pa-
rada.
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blece convenciones de representacion (es deciodigo)

de los niumeros naturales y de las instrucciones) pase a
ellas concretiza las reglas con las que elabosad&tos. Por
el caracter universal de la maquina, el mismo derecapaz
de reproducir operativamente todas las funcionesrsevas.
Anadiendo la hipotesis de correccion, o sea laratigaede

errores, el programa interno de una maquina uravendbi-

traria representa una ejemplificacion concreta nie Teoria
formal que satisface las hipo6tesis del Metateorelmain-

completitud.

Por lo dicho, la secuencia binatiatal que representa un
programa genérico de la maquina univetsatompleta de to-
dos sus inputs, esta constituida por las instrnespropias
del programa (nos referimos a las que constituyesiedicho
programaexterng P, a cargo del usuarid mas los bits de sus
inputsl, mas el programa interris.

Asi, indicando cori(s) la longitud de una determinada ca-
denas, la longitud totalde un programa genérico tdeviene
dada porL(M)+L(P)+L(l), dondeL(P)+L(l) es un valor varia-
ble, mientrad (M) una constante que depende de la maquina
U.

Se definecomplejidad de Solomonaofd de Kolmogorov o
de Chaitin) de una determinada secuencia bisatealongitud
total, K(s), del programanas cortode U capaz de producir en
outputsdlo y solaments. Una secuencia binaria se denomina
casual respecto a la maquina i su complejidad no esis-
tancialmentemenor que su longitud. El término “sustancial-

% En realidad generalmente el programa externo mscgbe en codigo
binario, sino en un lenguaje @#o nivel (que usa términos comeRINT,
DO, etc.). Una adecuada operacién, llamadepilacion traduce el pro-
grama externo en codigo binario. Este Ultimoegsutableefectivamente
por la maquina y comandapiograma interno
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mente” parece, justamente, inoportuno: su objevoefecto,
es simplemente dejar abierta, por generalidadpfevencion
sobre el “grado” de casualidad deseado. Nosotiadblesere-
mos, como referencia, que una diferencia superidr hits sea
“sustancial”; por lo tanto reformulamosna secuencia se dice
casual respecto a la maquina U Kis)=>L(s)-10

En términos mas sencillos, una secuencia binasaaa
no essustancialmenteomprimible(o sea, en mas de 10 bits)
a través de ningun programa; es decir, de ninguaaena.
Para una secuencia no casual cualquiera, en canesiolia
que K(s)<L(s)-1Q lo que significa que existe al menos un
programa dé&J que la genera Unicamente, cuya longitud total
es menor dé.(s)-10Q por lo tanto, la cadena asistancial-
mentecomprimible.

¢ Siempre existen secuencias binarias casuales?i@omdb
de todas las formas posiblesifras binarias se pueden obtener
2P secuencias binarias distintas. O sea, el nimerdistiatas
cadenas de la misma longitpdes 2°. Por ejemplo, existen
16=2* secuencias binarias distintas de longidug Podrian ser
todas la® cadenas no casuales para ga@l&€ada una de ellas
deberia ser el Unico output de un programa cuygitleh total
fuese menor dp—10bits. Pero ¢cuantos son todos los progra-
mas de numero total de bits menorpd (? Con longitud de
un solo bit existen los dos programas “0” y “1"ndongitud
de dos bits existen cuatro programas, etc.; cogitlochp—11
bits exister?”** programas. Por lo tanto, el nimero de progra-
mas de longitud menor de p-10 bits resulta de Iaasu
2'4+2%+.. +2PM igual a2”'®-2. Pero este niimero es manifies-
tamente mas pequefio gefe Suponiendo que cada uno de es-
tos programas imprima sélo y solamente una dé”laadenas
de longitudp (claramente, una situacion extremadamente opti-
mista) tendriamos que s@§'°-2 de las?” cadenas son no ca-
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suales. Pero la relaci¢g’%-2)/2° es aproximadamenig1024
para cada valor dp. Esto significa que, en la situacidon mas
exageradamente optimista, sélo un numero sobre ,1024
aproximadamente, jno es casual para cada valpi e ca-
sualidad respecto a una prefijada maquina univéises, de
este modo, la condicion normal para una genéricaeseia
binaria. Indudablemente, esta propiedad se puatRdmyar de
validez general, puesto que una reduccion de E)dsitnor-
malmente considerada una pequefia reduccion.

Ahora, muchos lectores se habran quedado perplgjda:
mayor parte de las cadenas binarias son incompgssicomo
se explica la difusion y eficacia de los variosgoamnas de
compresion que nos permiten reducir las dimensialeetos
archivos informaticos (por ejemplo, antes de etngapor e-
mail)? Ante todo, debemos subrayar que la compresi@ qu
agui estamos considerando no admite ninguna pédgida-
formacion: de la cadena comprimida siempre se detder re-
construirexactamenteada bit de la cadena original. Este caso
se llamalossless(“sin pérdida”). Otro caso logico, totalmente
diferente, se obtiene admitiendo una (limitadadpker de in-
formacion: hay muchisimas cadenas no casuales ajaies
rencian en pocos bits de una cadena casual. Larmaye de
los programas de compresion audiovisual (formatgseg
jpeg mp3 etc....) opera con una pérdida de informacion (cuyo
grado puede ser establecido por el usuario). Pelltissless
en cambio, deben ser las compresiones de textosgygmas
ejecutables (comunes archivos comprimidiossless por
ejemplo, son los que tienen la extensigm rar, etc.). En estos
casos, la técnica de compresion consiste en lanaaidn de
lasredundanciasSi tomamos en consideracion un texto en una
lengua cualquiera, observaremos que algunos cegact®n
mucho mas frecuentes que otros; en un texto erfielsdas
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“a” son mucho mas numerosas que las “z” y éstamast mu-
cho mas numerosas que el simbolo “$”. La técniceotepre-
sibn que puede usarse, equivale a una redefingebrrodigo
binario de los caracteres: los simbolos mas freegese codi-
fican con pocos bits, mientras que los mas rarogseeian a
las combinaciones binarias mas largas. Esta redéfinse es-
tablece, tras un estudio sobre la cadena, medisnpeograma
adecuado que emplea un ulterior numed bits; de este mo-
do, la compresion sera efectiva soélo si el numerdits aho-
rrados es sustancialmente mayor gue

A menudo (pero no siempre) también los programfas-in
maticos son redundantes, sea por la presencixiea@orque
a algunas instrucciones, estadisticamente, legrsigtras de-
terminadas. Reflexionando un poco, nos convenceselmaue
es realmente dificil que un producto humano cuelgusea
(fuertemente) casual. Normalmente, no lo son lésrea de la
frecuencia y de la duracion de las notas de cuadgqu@mposi-
cion musical; y tampoco las imagenes de cualquaticyda:
por ejemplo, los objetos superiores son estadiséote mas
claros que los inferiores. En el fondo, todo tigo“dreacion”
no puede no constituir una diferenciacion con retspal caos
de la casualidad; la cual, si realmente es absohatgpuede
significar verdaderamente nada. Y tampoco debe preocupar €
hecho de que haya poquisimas cadenas no casuatespa-
racion con las casuales, puesto que, en todo pademos dis-
poner de una infinidad numerable de ellas.

Un archivo comprimido a través de una técnica ésssl
ideal, es decir capaz de eliminar todas las redundgnessita
casual;, se puedsimular este caso intentando (inutilmente)
comprimir otra vez un archivga comprimido con la misma
técnicalossless

Una maquina univers&l siempre es capaz, dada una arbi-

271



traria secuencia binaria, de constituir el programe ésta re-
presenta y ejecutarlo. Por lo tanto, siempre eazae con-
cluir si una cadena no es casual: debera individongsrogra-
ma de longitud total sustancialmente mas corta gque
longitud, que la imprime Unicamente. En cambiogparmas
problematica la conclusion de casualidad para igracca-
denas (cuya longitud suponemos, naturalmente, mayor de
10): un programa que use un método directo delaedéizar
las salidas de todos los programas de longitud no¢@or de
L(s)-1Q para descubrir si imprimen solo y solament@ero,
para llevar a buen puerto tal analisis y, posiblaeeconcluir
la casualidad ds, deberia ser capaz de reconocer todos los
programas que imprimen a lo sumo una cadena yrnortan.
Si consiguiese hacerlo para calalicho programa seria ca-
paz de resolver el problema depdarada para una clase de
programas muy general. Esta observacion sugiees, puna
relacién entre la posibilidad de concluir siempue qina ca-
dena es casual, si lo es, con la de resolver &g de la
paradade un cualquier calculo; lo que, como sabemognes
posible para una maquina, conforme al Metateoreemand
completitud.

Efectivamente, la interpretacion de Chaitin del alebrema
de incompletitud para una maquina univerdaltiene como
consecuencia quée puede reconocer la casualidad de un nume-
ro necesariamenténito de cadenas. La formulacion exacta,
mas general, es la siguientxiste un namero natural c, que
depende de la maquina U, tal que U no puede cangara
ninguna cadena s, qu&s)>c. En otras palabras, cada maquina
universal tiene un limite superior para la comgegi que pue-
de concluir de una cadena.

Antes de la metademostracion, observemos como dtd-M
teorema se deriva, otra vez, una incompletitudpte dsencial
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para el Sistema formal representado por la maguir@aas
exactamente, por su programa inteiip Hemos visto que
existen cadenas casuales arbitrariamente grami@syrgcular,
habra infinitas para que resultés)>c+10, siendos: una arbi-
traria cadena casuastfing randon). Tenemos entonces que
todos los “enunciados” del tipo «la cadesnapara la cual re-
sultalL(s)>c+10, es casual» son “indecidibles” para la maqui-
na universal. Por absurdo, o sea admitiendo quedquina
pueda concluir tal enunciado, la misma maquinahase a la
relacionK(s) =L(s)-10, valida para toda cadena casual, dedu-
ciria tambiérK(s)>c, transgrediendo el Metateorema que aca-
bamos de formular. Los enunciados de este tipardmitos y
reaparecen inexorablemente en cualquier maquineensail,
independientemente de cuantos “axiomas” se quiaefdir,
incluso un ndmero infinit, al programa interno

Otra consecuencia del Metateorema (no mencionadans
parece, por ninguna de las publicaciones consuae® que
ningun programa mecanico que termina siempre pusgte
certificado como un programa ideal de compresidslesso
sea, capaz de eliminar todas las redundanciasaeuaiquier
cadena. De hecho, dicho programa sélo no consaguom-
primir las cadenas casuales; entonces, sirviénddadd, po-
driamos reconocer una cadena casual arbitrariargeartde, 1o
gue es imposible.

Para demostrar el Metateorema de incompletitudhdetia,
razonamos por absurdo: supongamos que, para caderamu
naturaln (arbitrariamente granddy] pueda demostrar el enun-

% Del metateorema se deriva que el conjunto derifisitos axiomas
(que suponemaos correctosy; &s casuak, es casual,...” no efectivamen-
te numerable Entonces, un Sistema de calculo obtenido a paetipro-
grama interno de una maquina universal afadierslodadiciones corres-
pondientes a dichos infinitos axiomas, ya no posfaunanaquina
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ciadoK(s)>n para cierta cadena binagaEntonces podriamos
considerar el siguiente prograrRacon inputn, se consideran
en orden de longitud creciente todos los progradeals (se
usara un programa, llamémosk que genera todas las posi-
bles combinaciones binarias), hasta encontrar iglepo que
imprima correctamenteK(s)>n". Después, o modificaremos
para hacerle imprimir Gnica y exclusivamente laecads y
terminaremos. Indicando cat(n) la cadena que, en la maqui-
na U, representa el nimero natura{o sea el cédigo binario
del nameron), la longitud total del program@ es sustancial-
mente:

L(st(n))+L(M)+L(G)

dondeL(G) es el niumero de bits del progra@aEl tnico nu-
mero no constante es el primero. Por lo téhtde dicha longi-
tud total, imprime una cadesauya complejidad es mayor que
n.

Normalmente, la metademostracién continua asumigodo
L(st(n)) es aproximadamentegy(n), dondeb es la base esco-
gida para la representacion (exponencial) de losends natu-
rales (estandah. Por ejemplo, la habitual representacién de-
cimal de los naturales es un codigo exponencidlasel0, en
efecto largo aproximadamenkeg;o(n) para cadan. Normal-
mente, en los ordenadores se emplea mas bien igbdditia-
rio en base:

0 para0 [en base decimal]

37 De ahora en adelante omitiremos precisar que dogeros naturales
codificados en el interior de las maquinas de ¢dlondinarias son, natu-
ralmente, aquellos estandar.
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1 paras(0) [en base decimal]
10 paras(s(0)) [en base decima’]
11 paras(s(s(0))) [en base decimaB]
100 paras(s(s(s(0)))) [en base decimadi]

Noétese que todas las combinaciones que empiezarOpor
no se usan en este coédigo, excepto en el Gnico dmso’.
También aqui el numero de cifras del nUmeres aproxima-
damentdog(n), para toda. De hecho, puede demostrarse fa-
cilmente que esta propiedad vale para todas lassemtacio-
nes exponenciales en base arbitraria

No obstante, nada, en principio, prohibe que laumaguse
un caodigo particular, no exponencial y del todateatio. An-
tes de seguir, es conveniente abandonar la nota¢iofd)...)
para el genérico natural estdndar y emplear latesscn, para
indicar el nUmero natural que en el habitual codigoimal se
escribem [asi, n, y nyeg representan los numeros normalmente
indicados cor? y 26§.

Para empezar, consideremos el siguiente codigaiar de
todo criterio aparente):

0 para ng

1 para n;

10 para N7
11 para ns
100 para nNsooos

y a continuacion dos codigos no exponenciales @ueis un
criterio evidente:
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1 para ng
11 para m
111 para n,
1111 para n3

10101010 para nop
101010101 para m
1010101010 para ny

El primer c6digo no convencional es capaz de redgie-
llas cadenas que contienen muchos nimeros naturalasre-
presentacion en baé es2127y 40008 por lo tanto, podria ser
util en ciertos casos. En cambio, los otros dosgies son co-
digos bastante derrochadores de bits, porque lwanotmuchi-
simas de las posibles combinaciones binarias. fpnirakero de
los dos (en el que el biD* puede usarse como separador), la
longitud del cédigo de un nimences igual an+1; en el segun-
do, incluso an+8. Es evidente que trabajar con estos codigos se-
ria muy incomodo (por no decir insensato); persddesl punto
de vista légico, la eleccion de la representacibarta de los
nameros es irrelevante, ya que ésta determina entanel mo-
do en que la maquina debera ejecutar las operac{deesuma,
asignacion, etc.).

Para generalizar la metademostracion, utilizarerabs
hecho de que la maquina es universal; por lo tanto, sera
capaz de reproducir cualquier codigo exponencikjlarios
uno cualquiera, por ejemplo el en baeEntonces, debe
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existir un programéD de U que teniendo como input una
combinacion binaria arbitraria que empieza con firgpor-
ciona en salida el namero natural que le correspasdjin
el codigo binario en basZ este ultimo namero, por cierto,
representado a través del codigo caracteristida e o sea
mediante la caderst(n). El algoritmo mas primitivo parB
puede basarse en el precedente progr@meontando, con
otras pocas instrucciones de longitud tdtatodas las posi-
bles combinaciones binarias que empiecen figrifasta en-
contrar la misma cadena de input; después imptantuen-
ta. Entonces, la longitud total del progrania sera:
L(M)+L(G)+h+log,(n) y tendrda como salidat(n), o sea, el
input del programa precedenR Combinando los progra-
masD y P se forma un Unico programa cuya longitud total
es aproximadamente:

L(M)+L(G)+h+log2(n)

o0 seak+logz(n), conk constante, capaz de imprimir una ca-
denas, de complejidad mayor que, para cadar. Ahora
bien, como el programa imprime solamestesu longitud
debe ser mayor o igual K(s), por definicion de compleji-
dad; es decir, serak+logx(n)=K(s). Y de la hipotesis
K(s)>n, surge finalmente:

k+logz(n)>n, para cada

lo que evidentemente es imposible: la diferentieg(n),
sea cual sea la base del logaritmo, se hace araitrante
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grande al crecer de®.

Claramente, la constantedepende soélo de la maquina.
Se puede tener una idea de su valor, estimandolo &b va-
lor maximo den para que en la metademostracién no se ob-
tenga absurdo, o sea cogiend=L(M)+L(G)+h+log2(n)).
En sintesis¢ difiere de una constante de la longitud del pro-
grama interndM. Efectivamente, se puede metademostrar ri-
gurosamente quedepende solo del programa inteivio

La casualidad de una cadena depende de la maquirea-u
sal que se tome en consideracion. Una cadena gaes@alina
maquina universal, puede no serlo para otra, yeisa (fijado
en ambas el mismo parametrosustancialidagdde la compre-
sion). El ejemplo tipico que todos (incluido Chaitcitan a re-
presentacion de una cadena “no casual’, es unazape se
puede compendiar con expresiones co@@veces0l1’, “167
veces1l”, “un millon de vecedD”, etc., cuando el grado de
compresion sustancial convenido sea lo suficienéen@e-
guefio. Sin embargesto no es exactdladie duda de que estas
expresiones compriman la representacién normapgreénea
de las cadenas, pero aqui hay que preguntarseagoal res-
pecto a qué maquina? Tomemos una maguina univérgak
use un cadigo irregular del tipo de los que henpamglificado
hace poco. Si a la cadena “un millén”, o al nUmeatural que
ésta representa, dicho cédigo asocia una cadeasaade lon-
gitud mil millones, se ve bien que la Ultima de tesnbradas
descripciones, traducida en bits, de ninguna masera mas
corta que la cadena que produce. Es verdadUgpedria re-
producir siempre, a través de un adecuado progEanua co-
digo en base& capaz de comprimir fuertemente la cadena de

% Afladiendo la Tesis de Church-Turing, se obtiemelumiMetateorema
equivalente al Metateorema de Church-Turing (nndempletitud).
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input; pero, de nuevo, la longitud @& podria ser arbitraria-
mente grande, dependiendo del codigo con el quedlguina
represente las instrucciones (por ejemplo, el adbigario de
la instruccionDO podria ser de dos mil millones de bits). Na-
die cuestiona la absurdidad practica de una eleasdeste ti-
po; pero, desde el punto de vista l6gico, quedeetho de que
la cadena examinada podria sasualen tal maquina. Sin em-
bargo, es indudable que una cadena tan regulaingeon ser
no casual en cualquier maquisasuficientemente largaas
concretamente, para cada maquihaxiste un nimero natural
n, tal que la descripciénn“veces0’ (por seguir con el ejem-
plo), traducida en bits, sea sustancialmente més cue la
cadena que produce; que, de este modo, sera nal.cBswa
probarlo se puede considerar, en la maquina, ledeapcion
de un cédigo exponencial en una cierta liageepetir el razo-
namiento de la metademostracion.

Como ejemplo inverso, podemos suponer que, refioBos
al codigo clasico en bagela descripcion2127vecesl10 no
seasustancialmentenas corta que la cadena que representa: es
to, como simple consecuencia de pretender unnatiigirado
de compresion (mucho mas grandel@éits). Si no lo es por
“culpa” de pocos bits, entonces la misma descrip@n una
magquina universal que usara el primero de los o&dantes
ejemplificados, podria ahora representar una ceprsus-
tancial en efecto, el nUmer®127 aqui se representa so6lo con
“10°, mientras que en el clasico cbdigo binario tiemechos
mas bits (claro que se podria poner un ejemploatife en que
esta diferencia de bits fuera tan grande como @qaisios). En
definitiva, dicha cadena podria ser casual eniglgrrcodigo y
no casual en el segundo, en base al mismo gradordpre-
sion convenido.

Dada una cadena suficientemente larga, casualuparae-
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terminada maquina universal, no hay nada — portousé& —
gue prohibe que exisstempreotra maquina universal, que use
un codigo diferente, en la que dicha cadena sezaswal, se-
gun el mismo parametro de compresion juzgado aatio.
La impresion de que, mas bien, esto sea ciertayadeiel
hecho que, en principio, me parece siempre podddfiair, sin
emplear demasiados bits, un cédigo donde a unta dadena
arbitraria en bits y en longitud se reasocie un emande bits
bastante menor (siendo dicho “bastante” aproximaden
proporcional a la longitud de la cadena origindtis§i esto es
cierto, entonces cualquier cadena suficientemerdadg po-
dria sersustancialmenteomprimida; pero, para hacerlo se ne-
cesitaria emplear, en general, una maquina univacsdog
para la cual, como sabemos, siempre quedara urtaelazin
aplastante de otras cadenas casuales. En todoseasoimpo-
sible que un conjuntbnito de maquinas universales “dejase”,
de esta manera, s6lo un namero finito de cadersasles. De
hecho, una maquina universal cualquiera siempreapaz de
simular, con un programa finito, el comportamiedéoun nu-
mero finito de otras maquinas: entonces, tambiéa gda
habria un nimero finito (aunque distinto del aot@rie cade-
nas casuales, lo cual es imposible. En cambio, engmtdo
gue la propiedad enunciada sea verdadera, exisigriamente
un conjuntoinfinito de maquinas universales que “eliminase”,
en el sentido descrito, la casualidad de todagddsnas mas
largas de un determinado valor. Pero es eviderdeajuratar-
se de una infinidad no efectivamente numerabléa sar tipo
de “resolucion” de la casualidad totalmente ilus@m practica.

3 Se entiende que esto deberia metademostrarseségoente. Senci-
llamente, estamos adelantando una conjetura funsiatol@ una impresion
intuitiva que podria revelarse errénea.
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[11.8. Vanagloria de Chaitin

Desgraciadamente, Chaitin se concede afirmacianesfs
ciales, a menudo incorrectas, que dan lugar arpshg confu-
siones sobre la cuestidon de la incompletitud, despga no tan
facil. Sus (numerosos) defensores afirman que @stddemas
surgen solo cuando se atribuye, erroneamente, sm gege-
rado a algunas afirmaciones informales suyas, genden
Uunicamente aclarar la cuestion al gran publicooPalgunos
errores que sefialaremos demuestran que no sierapasi.e
Ademas, también es indudable que, en el empefaolleipar
lo mas posible algunos de sus resultados, él tegauna im-
portancia que en realidad no poseen.

La primera, fundamental, incorreccion que sefalae®s
precisamente su ligera proclamacion de haber destubila
casualidad en Aritmética®> Como hemos visto, la casualidad
es una propiedad quencierne a las cadenas de caracteyes
no, en manera directa, a los nimeros naturalegl Babitual
codigo en bas@ tenemos que, efectivamente, un namero infi-
nito y preponderante de las cadenas que represestadime-
ros naturales son casuales. Pero, obviameatexiste ninguna
razon légicaque imponga la eleccién de una codificacién en
lugar de otra. En los ultimos dos cédigos no expoiades que
ejemplificamos en el apartado anterior, ocurre gfle un nu-

“0Dos ejemplos: <Recientemente he demostrado que existe casualidad
en la teoria de los nimeros. Mi trabajo demuestra ¢ usando una meta-
fora de Einstein — ja veces Dios juega a tfzgloscon los ndmeros ente-
ros!”, G.J. Chaitin:La casualita in Aritmetica>; <<En pocas palabras,
Godel descubrié la incompletitud, Turing ilacomputabilidady yo la ca-
sualidad>>", prélogo del libroThe unknowableAfirmaciones de este tipo
se repiten en casi todas sus publicaciones mantesi
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mero finito de nameros naturales (0 mejor dichocdéenas
gue representan numeros naturales) es casual.dbde,ieemos
observado que una secuencia del tipp11..” termina siendo
no casual en cualquier maquina universal. El helehque co-
dificaciones como éstas sean grotescamente dispasdide
caracteres, es una cuestion que no atafie ni aoldaTee los
nameros naturales ni a la Logica. La Unica propmleda la
Aritmética (pero, mas en general, de cualquiere8iat formal
gue satisfaga las hipé6tesis del Metateorema daripletitud)
relacionada con la casualidad de las cadenas, iegtsibili-
dad, para dicha Teoria, de demostrar la casuatidathdenas
lo bastante largas. La cual, como hemos vistopasreformu-
lacién del Metateorema de incompletittid

Por otra parte, también hemos observadolguasualidad
de las cadenas tampoco es absoluta, sino relaiy@ograma
interno (con una atencion especial al cédigo) eatuepor la
maguina universal.

En el mismo articulo de «Le Scienze» citado enltisna
nota, Chaitin escribe:

La mayor parte de los matematicos no ha dado mnghartancia [a la

incompletitud]... [en cambio] quiz4 seria necesarigsdar nuevos
axiomas validos para los nimeros enteros. La cahtite problemas
matematicos que han quedado sin resolver duraetdosi 0 miles de
afios tiende a reafirmar mi tesis. ¢No podria seraguno de estos
enunciados fuese indemostrable? Si asi fuera, gjlizsd matematicos
deberian aceptarlo como axioma. Esta propuestdgppdrecer ridicula
a muchos matematicos... pero no a los cientificosireop... En reali-

dad, en algunos casos, los matematicos ya han d@swomo funda-

mento conjeturas no demostradas pero Utiles.

1 Seglin parece, ninguna de las publicaciones cadssitsefiala el error
I6gico que acabamos de discultir.
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Muchos de los axiomas que fundan las Teorias métasa
ordinarias poseen una primitividad que hace incuesble su
indecidibilidad. Ciertamente, no es siempre asar@o no lo
es, la preocupacion constante de los Matematictes @s bus-
car una demostracion/confutacion del enunciado tadeenos-
tracion de su indecidibilidad. Este criterio tradi@l, no sola-
mente parece sensato, sino es capaz de produaitades
valiosos desde el punto di vista tanto epistemotbgbmo pu-
ramente matematico. Lo hemos constatado en el adelsy
postulado de Euclides (que en efecto resistié dbafis); pe-
ro también las metademostraciones de indecidiloilidi!
axioma de eleccion y de la hipétesis del continoestituyen
sin duda resultados de notable interés, tanto Iptamea en si
como por el método empleado.

Por lo dicho, el considerar un enunciado como iratra-
ble sobre un fundamento exclusivamente empiricEnagcomo
a querer renunciar a priori al desarrollo de laitay Matema-
tica posiblemente en relacion con él. Ademas, sexdl.
Cuando un enunciado que parece esencial o impenpana el
progreso de la teoria se resiste a la demostracifasificacion
como indecidible, los Matematicos, adoptando desdeho un
criterio de tipo empirico, usan precisamente ehio conjetu-
ra. Las conjeturas se tratan como enunciados verosdes
decir, de hecho como axiomas) para estudiar susecagn-
cias, con la eventualidad de que finalmente praagluaguiva-
lencias demostrables o refutables. Consideralosmassin
MA&s que por empirismo seria, en sintesis, no $ékuptuoso y
renunciador, sino especificamente innecesario.prastincion
renunciataria” consiste precisamente en el “proatdmsin
ninguna justificacion légica ni ambicion a tenedag la Teo-
ria original, supuesta consistente, conserve |aistamcia con
los nuevos axiomas; y esto, repetimos, sin ninguerataja
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concreta, ya que cada consecuencia del suponer cenade-
ros estos enunciados puede estudiarse igualmeereeni la
Teoria original.

No se entiende por qué el Metateorema de incorhpleti
deberia cambiar este estado l6gico de las cosamido que
hace es aclararnos la naturaleza de los enunciadesidibles
de una Teoria que satisface sus hipétesis. Ercylarti nos in-
dica que éstos son infinitos, inexorablemente ptesey no
identificables integralmente de forma mecéanica.deda nor-
mal perspectiva, ciertamente malas noticias; latesyno obs-
tante, para ningun enunciado indecidible obstaanlla posibi-
lidad de un reconocimiento puramente metamatemétao la
eventualidad de nuevos progresos l6gico-matemati¥gsso-
bre todo, que en ningln caso sirven para justiitaiso de un
“remedio” insensato.

Esta actitud, destinada evidentemente a suscdarazl mas
alla del buen sentido, se repite enfaticamenteasntodas las
obras mas recientes de Chaitin: él, victima dehinso entu-
siasmo de la incompletitud, llega hasta cuestidaamisma
oportunidad de los Sistemas axiomaticos hilberg&no

Otra incorreccion ha sido destacada recientememtelp
Franzéf®>. En elabstractde un articulo suyo, Chaitin afirma
gue, como consecuencia del Metateorema de incamplete
Godel, ‘un conjunto de axiomas de [complejidad] K, no puede
demostrar un enunciado de [complejidad] sustancedta
mayor de K*. En primer lugar, en esta sentencia, sorprende el

“2 |éase, por ejemplo: G. Chaitifihe halting probability: irreducible
complexity in pure mathematigs,2 y ss.

** T. Franzén:Godel's Theorem: an incomplete guide to its use and
abuse

* G. J. ChaitinGoédel's Theorem and InformatioBn realidad Chaitin
no usa el términa@omplejidadsino “contenido de informacién”. Empero,
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referirse a los enunciados: el Metateorema de iptetitud de
Chaitin establece una limitacién al deducir la ctajgad de
cadenasarbitrarias y no sélo de las que constituyen enuncia-
dos del Sistema. Luego, la conclusion es evidentamerro-
nea. Franzén rebate asi: del Unico axio O0x(x=x)", de com-
plejidad constante, se puede obtener un teorematipe
“n=n", de complejidad arbitrariamente grande: bastaqanla
cadena que represemetenga una complejidad lo suficiente-
mente alta (en el codigo en basesto esta garantizado al cre-
cer enn). En otro escrito, Chaitin parece querer correptiro,
proponiendo la conjetura de queuando sucede, no es posible
demostrar que un teorema tiene una complejidadasosil-
mente mayor que la del conjunto de axiomas deldguiga»*>;

la frase equivaldria &ninguna maquina universal U puede
concluir que K(t) es sustancialmente mayor que K({&xom-
plejidad del programa internagea cual sea el teorema. tSin
embargo, manteniendo para el térmsustancialmentel sig-
nificado ya establecido (o sea, un valor variableriari, de-
terminado solamente por una convencion), se lldgacanclu-
sion de que esto también es falso. En efectojriaafion dista
mucho de la formulacion del Metateorema de incotitptede
Chaitin, que recordamospara cada maquina universal U,
existe un c tal que U no puede concluir que K(skea cual
sea la cadena’sSe percibe que las dos frases podrian reconci-

como se esta refiriendo al Metateorema de incomydetesta identificacion
parece espontanea. Por otra parte, en el casoedemeambio, se refiera a
un contenido epistemologico mas general (como qusaderiria otra de sus
frases de efectogterria decir que de 10 libras de axiomas no salpuab-
tener un teorema de 20 librgsse podria estar de acuerdo a condicién de
afiadir el contenido epistemoldgico de las reglakictivas; es decir, refi-
riéndose a lapremisasy no a los solos axiomas.

% G. J. ChaitinLisp Program-size complexity. Il
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liarse (pasando por alto el hecho de que la prirperale de
generalidad refiriéndose solo a los teoremas)] eas® de que
“mayor que timplicara “sustancialmente mayor que K(M)”,
0 sea sc fuera sustancialmente mayor dG@M). Peroc, por lo
gque hemos antes concluido, difiere de un valor teos de
K(M); por lo tanto, basta con aumentar oportunamenjeaelo
de sustancialidag para obtener que no essustancialmente
mayor queK(M).

Franzén continua criticando, creemos que justameirias
afirmaciones “a la ligera” de Chaitin; pero, lasitmos no
juzgandolas de interés fundamental.

Finalmente, atenderemos el tema de la famosa caesia
Chaitin 2. En una arbitraria maquina univerda) pongamos
en marcha todos los programas posibles, ordenautol®nqgi-
tud. Definimos la secuencia binakfg, tal que su-ésimo bit es
“1” si el programa-ésimo se para0” si no se paravy es una
cadena binaria de longitud infinita, cuyo conocimeresolve-
ria el problema de la parada dey, por la universalidad de la
maquina, cualquier problema matematico de cualdbearia
ef. ax.(0, mas en general, cuyos axiomas sean efectitamen
numerables). El Metateorema de incompletitud pmIgjieVy
pueda ser calculado por una maqguiges una cadena “oracu-
l0” muy interesante, pero sus cifras no son deb twakuales: si
escogemos al azar una de las posibles combinacionasas
de longitudk, la probabilidad de que represente el codigo de un
programa “sensato” (0 del que no se sepa recorcmerun
simple vistazo si se para o no), es baja, para kabarmal-
mente, cuando las instrucciones no estan bient&sco no
obedecen a reglas sintacticas precisas, se hanardga que la
maquina termine, imprimiendo un mensaje de errarldtan-
to, comunmente, la cadeNg tiene muchisimos mad™ que
“0".
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Una evolucion de cadena “oraculo” sin duda muche ima
teresante, se obtiene a través de la consi@rftpie nosotros
preferimos llamar2, para recordar que depende de la maqui-
na), introducida por Chaitin2, puede definirse como el codi-
go binario de un namero real comprendido eftsel: el que
representa la probabilidad de que un programa aedlguina
U, elegido al azar, se p4feEn base a lo que hemos observa-
do, tampoco los primeros bits d&;, son casuales: para una
maquina usual, por ejempl®y,, expresado en badé, sera del
tipo 0.9999623.,.0 sea muy cercanola(que representa la cer-
teza de que la maquina se pare). Sin embargaltrasos 97,
la cifra se hace rapidamente imprevisible, com@wsede in-
tuir.

La secuencia binaria d€, representa una especie de
“maxima compresion” del contenido informativo dg: cono-
ciendo los primeron bits def2, se puede resolver el problema
de la parada para todos los programas de longiteiiomo
igual an (los cuales so@™*-2)*". Para hacer lo mismo cafy,
en cambio, jseria necesario conocer sus prin¥ds2 bits!

De las muchas propiedades @9, quizas la mas interesante
sea la siguiente: aun siendo no calculable, désnite de una
lista infinita, efectivamente numerabtg, s,,... de cadenas fini-
tas. De un modo mas claro, tenemos quéésimo bit de,
valeb si y solo si existe un>0 tal que el-ésimo bit des; esb,

para cadg>c. En concreto, lo que se puede hacer con una ma:

“ De todas formas, para dar sentido a tal definjdiéy que restringir el
ambito de las maquinas al de aquellas cuyos pragaeamuto-limitados
0 sea, su longitud en bits debe ser uno de log agdyropio programa. Pe-
ro no nos interesa profundizar mas en el asunto.

" Una explicacién accesible del modo, en M. Gardihe@umero casua-
le Qe il problema dell'arresto
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quina para calcula€y, es intentar demostrar queiiasima ci-
fra de dichas cadenas finitass,,... “se asienta” sobre un valor
constanteb; es decir, qué ya no cambiara en todas las cade-
nas sucesivas. Haciendo esto, se habra demosttedel
ésimo bit de@y es precisamente El nUmero de cifras d&y
calculables mecanicamente (por la misma maquinzgersalU

0 por cualquier otra) siempre es finito: el misntwafiin prueba
gue, para cada maquina con programa intdétnexiste un nu-
meroc tal que cada enunciado del tipo i‘&dsimo bit de®, es
b’, coni>K(M)+c, es indecidible para la maquffiaEn efecto,
se trata de otra formulacion del Metateorema denmudetitud.
Esto no significa, naturalmente, que exista unardehada ci-
fra-limite en el calculo del nUumem@,: aumentando oportuna-
mente la complejidad de la maquiki siempre se puede cal-
cular cualquier su remota cifra; pero, ninguna nrépuede
“avanzar eternamente”, o sea calcular todas stesdién caso
de que dispusiera de un tiempo infinito).

El calculo de un nimero considerable de cifra®&den una
maquina universal oportuna, ha sido llevado a qaivaCalude
y otrog®.

El fascinante interés epistemoldgico del nUm&opes in-
discutible y su introduccién constituye sin duda de las glo-
rias de Chaitin (si no lo tratamos en el apartagdeguente fue
sélo para simplificar su lectura); las cuales, fquuesto, no se
acaban aqui. Sin embargo, es evidente que él exagempor-
tancia. La cantidad de sus publicaciones s@bfe una simple
ojeada a stnome paggbastan para demostrarl@, no es, na-
turalmente, el verdadebjetivodel conocimiento: ¢ qué debe-

48 G. J. ChaitinThe limits of Mathematics
49 C. S. Calude; M. J. Dinneen; Chi-Kou Si@&omputing a glimpse of
randomness
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riamos hacer con una secuencia casual de bitser@advque a
partir de un determinado niamero de sus cifras sel@uesol-
ver el problema de la parada de la maquina paratamero
elevado de sus primeros programas (que represehtamco
interés propiamente matematico de la historia)p,ppara ob-
tener esas cifras lo Unico que se puede hacer ggsolyer el
problema de la parada de la misma maquina paraioneno
inclusosuperior (como confirman Caludet al) de los prime-
ros programas de la maquina!! Dar algunas cifra@ges solo
un fantastico, insuperable, modordsumirel comportamiento
de los primeros programas de la maquina. Luegguéoefecti-
vamente hagan estos programas (que seria el veodalojeti-
vo), parece no interesar ni a Chaitin ni a susideges®. Cla-
ro, esto se debe a que ellos estan atraidos paspacto
puramente tedérico del tema, de cuyo innegable padelsuges-
tion participamos. Pero, después de todo, puestonqmguna
divinidad nos regala cifras d@,, éstas tampoco pueden sér
mediopara obtener el conocimieftpsélo son el inmejorable
modo de resumirlo, tras haberlo obtenido — posiblegmsobre
temas interesantes — mediante teoremas y metate®rem

*0 Caludeet al. no evidencian el interés propiamente matematictosie
programas para los que resuelven el problema par&da. Por lo que ima-
ginamos que éste sea escaso; pero, aunque asrapléuque tendria valor
matematico seria en todo caso la particular deamétr de parada/no para-
da y no el correspondiente peso sobre un hiPgde

*1 Como sin embargo estas palabras, por ejemplocgaigerir: £2is
the diamond that [...] in principle enable you tltwhether or not the Rie-
mann hypothesis is falseG. Chaitin, The halting probability: irreduci-
ble complexity in pure mathematigs 12.
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[11.9. Otras equivocaciones

Ya hemos apuntado distintos errores de interpatadel
Metateorema de incompletitifd pero hay mas, y algunos bas-
tante relevantes.

Antes de 1936 (afio en que Malcev, como vimos epai-
tado 11.17, establece la actual interpretacion gerdel teore-
ma de Léwenheim-Skolem), era comun el error deiderar
la no categoricidad de los Sistemas formales conaconse-
cuencia del Metateorema de incompletitud. Reitemqee, en
efecto, si un Sistema para cuyo lenguaje es vélideorema
de s-completitud es sintacticamente incompletopmede ser
categorico: porque admite modelos para los queakdr\de
verdad de un enunciado indecidible es opuestoprylgptanto,
no isomorfos. Sin embargo, la no categoricidad mi&istema
con un modelo infinito es una consecuergeaeraldel Teo-
rema de s-completitud (ap. 11.17). Y vale tambiémapSiste-
mas sintacticamente completos, comeR y PAV (recorde-
mos, el Sistema formal capaz de deducir todos gsstis
enunciados d®A verdaderos en el modelo estandar). De este
modo, tambiéPAYV, al que, cierto, no se aplica el Metateorema
de incompletitud, admite modelos no estandar (hegar fa-
cilmente a esa conclusion, se puede repetir, @l ¢ meta-
demostracion que involucra la constariteomo en el apartado
[1.16). Sin embargo, el mismo Godel, en 1934, jpanside-
rar incluso la no categoricidad de lsrdades de la Aritmética

*2 Para las préximas cuestiones, la Tesis de Chuncing no es indis-
pensable, por lo que podriamos referirnosemdremade incompletitud (asi
como a axiomaszcursivament@umerables, etc.). Sin embargo, nos parece
mas organico mantener la generalizacion.
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como una consecuencia de su Teorema de incompfétit

hasta hoy muchos siguen afirmando que la no catedga de
PA se debe a su incompletitud: una afirmaogfistemologi-
camentesrrénea, como esperamos haber aclarado.

Pero vayamos al error, a nuestro juicio, mas claswe in-
explicable: el de considerar el Metateorema denrptetitud
valido para laTeoria aritmética integralo sea, recordemos,
para el Sistema aritmético que usa el principiondiccion
completa, es decir, generalizada a cada subconji@htaniver-
so (ap. 11.14). Como hemos observado representi@n@ieoria
enTC, los axiomas generados por este esquema axionsatico
innumerables; por lo tanto, no pueden ser efecevaennume-
rables. El Sistema no satisface las hipétesis dghtdorema de
incompletitud.

Parece injustificable que casi todas las publiceso carta-
ceas o reperibles enVdeh evadan este asunto. Normalmente,
la terminologia precisa usada deja que desearearsdgmente
en el punto en cuestidn, y se afirma algo vago ctioda la
Aritmética, puesto que contiene los axiomas de ®ezsta su-
jeta al Teorema de incompletitud”. Pero taml#&V, comple-
to, es una ampliacion deA, que aflade a esta Teoria otros
axiomas: todos los enunciados indecidiblesPdeverdaderos
en el modelo estandar. Indudablemente, el heclijpeen Sis-
tema contenga las premisas de otro Sistema qefasatilas
hipétesis del Metateorema, no es suficiente paeaégte haga
lo mismo: ademas de la “potencia expresiva”, tamBi tiene
gue conservar la decidibilidad (o, mas generalmdamiefectiva
numerabilidad) de los axiomas.

%3 Un desliz considerado “extraordinario” por algunBara un anélisis
detallado de toda la cuestién, recomendamos J. élgniCompleteness
Theorems and the Separation of the First and Higbeter Logic
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Subrayamos que sorprende no solo la imposibilicaerd
contrar afirmaciones que concuerden con nuestrtopevis-
ta (como del tipo «el Teorema de incompletitud ake\para la
Aritmética “del segundo orden”»); sino también ¥rema di-
ficultad a la hora de encontrar, enunciada clarameda pro-
piedad inversd. Un hecho cuanto menos sospechoso.

En efecto este error se remonta a Gédel y, pouéosgbe-
mos, nunca ha sido puesto en evidencia ni corredidola
misma presentacion de su Teorema de incompletitued eon-
venio de Konigsberg de 1930, Godel expuso su eakuitomo
una prueba de la invalidez del Teorema de s-coryepara
[el lenguaje de] la Aritmética: ya que, explica @hda Arit-
mética es categérita Puesto que se refiere a una Aritmética
categorica, debe tratarse de la que usa el prindginduccion
completa; es decir, de lategral. En realidad ya hemos visto
gue su categoricidad, ella sola, es suficiente gastartar la
validez del Teorema de s-completitud para su lgegueero,
evidentemente, Gddel llega a esa conclusion comside la
incompletitud sintactica que le vendria al apleanuevo Teo-
rema. En conjunto, juzgamos comprensible este err@o6del:
teniendo en cuenta que, como los demas logicos tierapo,
sobrevuela la necesidad de separar desde un pentstd [6-
gico los Sistemas formales de los irreductiblemetdorma-
les, se le escapa que el principio de induccionpteta genera

** Dos excepciones: E. Moriconiteoremi di Godelp. 32: “obviamente
el primer teorema de incompletitud es demostrabtetén en la Aritmética
de segundo orden”; y C. Wrighn Quantifying into Predicate Position:
Steps towards a New(tralist) Perspectipe 22. En este ultimo trabajo qui-
zas es significativo que el autor comente estaipdap con una serie de de-
licadas cuestiones epistemoldgicas. De todas foremsambos casos la
propiedad es considerada como obvia, sin ningupkcexion.

* K. Godel:Collected Works. I: Publications 1929-198626-29.
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una cantidad innumerable de axiomas (y, por lootamb to-
talmente codificable con sus gédelianos).

En cambio, no comprendemos la persistencia deegeste
hasta nuestros dias. Siguiendo la opinion que aersnos
errénea, supongamos querer aplicar la demostracigimal de
Godel a la Teoria aritmética integral. Recordemes enPA se
demuestra que existe una expresgin,y)tal que, interpretada
en el modelo estandar, signifigueé's el codigo de la demostra-
cion del teorema de cédigl; puesto que el modelo estandar
también es modelo (Unico, a menos de isomorfisradi dArit-
mética integral, también en esta Ultima Teoriasstorrecta, di-
cho significado debe mantenerse. Y en efecto sdienan pero
la diferencia fundamental de ambito semantico,uesaiora las
demostraciones con codigo no puederi@#®s o serian nume-
rables. Asi, en la Teoria Aritmética integral, tédnda interpre-
tacion estandar (la Unica posible) del enunciadd>ddel, de
cadigoy, es la misma:rifo existe codigo de una demostracion de
este enunciadp o bien, ‘Yo no soy demostrable en PA&Rero
ahora esto no significay6 no soy demostrable en esta Tebria
como significa dentro dBA. Por lo tanto, no hay nada que im-
pida que el enunciadp pueda demostrarse (mediante una de-
mostracion no codificable, siendo intrinsecameset@asntica),
resultando ser un teorema de la Aritmética integrahcreta-
mente, que sea una de las nuevas deduccioneshbesgenitra-
vés del principio de induccién completa.

Es probable que muchos malentendidos surjan cuaado
quiera expresar la induccion completa mediantealm enun-
ciado simbdlico, a saber:

O P((P(0) e Ux((P(x) e S(x,y)) P(y))) - Ux (X))
gue se asumira como Unico axioma. Esto, naturabmeist
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del todo legitimo. Ahora, por el hecho de que diakimma es
exhibido, claro y, supuestamente, inequivoco, segla efec-
tiva axiomatizabilidad de la Aritmética integrala lequivoca-
cion esencial de esta ultima inferencia, como s@fias al final
del apartado Ill.1, consiste en el considerar quee aoleccion
finita sea siempre decidible. En el axioma, la secia ‘0OP”
es formalmente indefinida: todos los demas axioynasglas
deductivas clasicas, después del simb 7,“tienen siempre
unavariable sin embargd es un predicado (y ademas no de-
finido formalmente en el Sistema). Por consiguicat@axioma
es estéril desde el punto de vista formal. Si stepde que éste
genere (infinitos) nuevos teoremas, tenemos quepirgtario
semanticamente. En particular, sabemos que la rsgaue
“OP” debe interpretarse con “cualquier sea la propldda
Por lo tanto el Sistema no es formal: algunos eadones suyos,
en particular un axioma, se deben interpretar secadnente.
Es evidente que en estas circunstancias, en generalibsis-
ten ni la decidibilidad, ni la efectiva numerakgd de los
axiomas. Recordamos, en efecto, que ambas conégim-
plican la formalidad de los entes, en cuanitputsde una méa-
qguina. Si un nuestro amigo usara el mismo enuncadboli-
co, pero interpretando la secuenciJP” con “cualquier
propiedad de los numeros menoresde en realidad asumiria
otro axioma se referiria a una Teoria axiomatdiatinta de la
Aritmética integral. No obstante, una maquina cuiaic,
siendo incapaz de discriminar el significado de tirgninos,
concluiria erroneamente que se trata del mismaraxio

Para descubrir si la semantica empleada es eliheinadsta
representar el Sistema en el seno de la Teoriaafodm los
conjuntos,TC, como hicimos en el apartado 11.14. La secuencia
“0P”, que debe traducirse conl*ALIP(U)", siendoU el uni-
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verso de las variables, no puede seguir siendouncedo de
la Teoria a representar, sino que tiene que sernunciado
propio deTC®. Se obtiene, como observamos, un esquema
axiomatico conjuntista que genera, siendo el cdajEgU) in-
numerable, una cantidad innumerable de axiomasciivds.
Ninguna maquina puede producir un elenco exclugnMoasta
no exclusivo) que los contenga todos. La infornaaliciel
principio de induccién completa, y entonces detedi®, no es
eliminable.

Recordamos que estos pasajes se pueden repetaragac
te para el SistemBA (ap. 11.14), con la diferencia esencial que
ahora el esquema axiomatico conjuntista generacanadad
numerablede axiomas simbdlicos y la formalidad se restable-
ce. Mas aun, resulta que los axiomas son distitegiiinecani-
camente, es decir decidibles.

Afirmaciones como la incompletitud sintactica de la Arit-
mética del primer orden produce la incompletituchéetica de
la Légica de segundo ord&H parecen similares al error de
Godel. Pasando por alto la ambigua terminologia“oelen
expresivo”, de nuevo parece que, en primer lugagusera su-
gerir la transmision automéatica de la incompletiirdactica al
Sistema ampliado, o sea, al “de segundo ordenhgra equi-
vocacion); y, a continuacion, a partir de la inctetifud sin-
tactica y de la categoricidad, deducir la inconmpldtsemanti-
ca (cuando bastaria la sola categoricidad, masfitadad del

*% para poderlo expresar en la Teoria a represémataria que definir en
ella las herramientas analogas a las conjuntistasp LI, P(U), etc., inten-
tando asi definiTC dentro del mismd@C. Lo cual es imposible (como ya
observamos en el ap. 11.7): la coleccién de lomeiados de la Teoria que
se esta representando ya no podria sepnjunta

" E. Moriconi:| teoremi di G6delp. 743. Una frase muy similar se re-
pite en elbstractde F. Berto: “Gédel’s first theorem”.
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modelo). Por lo demas, la afirmacion se desmiete@lmente
con la simple observacion de que tampoco parangubge de
la Teoria integral de los reale@e segundo orden, en su ver-
sion original), informal y categérica, vale el Teora de s-
completitud; y esto a pesar de que su version fiorifdr (de
primer orden, en su version original) sea sintaotiente com-
pleta. Evidentemente, la incompletitud semantidalateguaje
de esta Teoria lproducesolo su categoricidad, junto a la infi-
nidad del modelo.

Si estamos en lo cierto, llegados a este punte tsemtido
preguntarse si las Teorias integrales de la aiitenét de los
reales pueden ser completas, 0 bien semanticaroemigletas
(las dos nociones son equivalentes en el casotdgorecidad,
como mostramos en el ap. 11.17). Lo cual, recordeme bien
distinto del afirmar que paras lenguajesde dichas Teorias
valga el Teorema de s-completitud (ap. 11.17). Diedeeman-
ticidad intrinseca de estos Sistemas, en ellogldgasicciones
dependen, en general, del significado atribuidasaproposi-
ciones; por lo que, su propio ambito deductivo esgjéto al te-
rreno de la interpretaciéon. De lo que desciendeauespuesta
a nuestra cuestion no es codificable en un Sistemaal y so-
lo puede ser afrontada por la metamatematica. Rinaryo,
debemos recordar de encontrarnos en un caso emleh@ es
cierto que esta Ultima pueda siempre reconocer tesies
enunciados indecidibles (ap. 11.15). Una considéramuy su-
perficial nos empujaria a considerar incomplet@dameética
integral: la simple observaciéon de que, para que determi-
nada propiedad sea verdadera para allfd, no se ve como
hecho l6gicamente necesario que se deba mmirostrarque
si ella vale para el nUmerdenga que valer también paté. .
Si es realmente asi, la Aritmética integral nosseapaz de de-
ducir todas las verdades del modelo estandar, gjuiziquiera
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todos los teoremas d®AV. Obviamente, no se trata de una ar-
gumentacion minimamente conclusiva. El problem#adadi-
viduacién de metademostraciones entorno a estamergo,
por lo que sabemos, permanece abierto para ambéasg.e
Durante muchos afos, tras el descubrimiento dackam-
pletitud esencial, se siguidé creyendo (0 esperamp@ los
enunciados indecidibles relacionados con el Metatra de
incompletitud fueran todos del tipo muy peculiar @®unciado
de Godel. O bien, que el Metateorema no tuviesgumia con-
secuencia concreta sobre los habituales enuncitdasal inte-
rés. Un largo trabajo iniciado en 1960 por J. Rednin M. Da-
vis y H. Putnam y terminado en 1970 por Y. Matyadgvha
demostrado que no es &siConsideremos una arbitraria ecua-
cion polinomial con coeficientes enteros y expoesmntatura-
les (como, por ejemplalx?+125x"%yz-34y2>-770=0, o bien
7x2-4y+15yz-18=(). Nos preguntamos si poseeluciones
enteras para sus variables. Este problema se suele resumi
hablando de ecuaciond#fanticas del matematico alejandri-
no Diofanto. Fijense en que no hablamos concretantenen-
contrar las soluciones, sino Unicamente de podeclgn Si
existen o no. Pues bien, el resultado de susodishalio es
gue este problema es equivalente a resolver elcadm de
TC:. CmIN(fr(n)=m), dondefr(n) es una funcién recursia-
bitraria (ap. 1ll.4). Del Metateorema de incompletitud, por
tanto, sigue que dicho problema es esencialmedexidible.
En otras palabras, considerada una ecuacion dicdéantbitra-
ria, el enunciado, expresable tambiérPén que afirma que di-
cha ecuacion tiene soluciones enteras es, en geinelecidi-

8 La mejor sintesis, probablemente en M. Davis; atijasevich; J.
Robinson:Hilbert's Tenth Problem: Diophantine Equations: Rive As-
pects of a Negative Solution
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ble. “En general” significa que soélo para casosiaares (pe-
ro, igualmente de numero infinito), el enunciadodemostra-
ble o refutable; en lo restantes casos, igualmerfit@tos, es

indecidible. Ademas, esta indecidibilidad es de @gencial, o
sea, COMoO ya vimos, no existe ningun procedimiergoanico
capaz de catalogar todos los enunciados en “demidesi’,

“refutables”, e “indecidibles”, o bien susodichasi&ciones en
“con soluciones enteras”, “sin soluciones entem&hdecidi-

bles”. De esta manera, el trabajo proporcioné @mpjo de
tangible importancia matematica sobre la incomplétidando
una respuesta negativadgicimo problemale Hilbert®.

Finalmente, es preciso desmentir el equivoco, bistae-
cuente, de exaltar irracionalmente el aspecto endenista del
Metateorema de incompletitud. Sin duda, en él depss ne-
fasto peso la moderna pueril tendencia al “entusiade la in-
certidumbre”. Una actitud, sin sorpresa de modalaafirma-
cion de la Teoria cuantica y de la Relatividadpakgpugnante
para el escueto raciocinio.

Para ningun determinado enunciado indecidilide un Sis-
tema formal, que suponemos consistente, el Metatenrde
incompletitud impide que exista un razonamiento gueda
distinguirlo, o sea, que pueda reconocer, conaigtademos-
trar quel es indecidible. Solo prohibe quecenjuntode todas
estas conclusiones sea mecanizable: éste conjatadaefor-
mado por un numero infinito de acuerdos irreduetii@nte
semanticos. Por este aspecto, al contrario, eleferde s-
completitud nos anima: dos modelos distintos dee®ia, uno

9 En el 1900, Hilbert presenté al Il Congreso In&eianal de Matema-
ticas de Paris, una lista de 23 famosos probleElagdécimo preguntaba,
precisamente, un procedimiento finito general caplazla una arbitraria
ecuacion diofantica, de determinar si admitia soh&s o no. LaVebofre-
ce mucha informacidén sobre los 23 problemas deekilb
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en el qud es verdadero, otro en el ques falso,siempre tie-
nen que existirSu individuacion concretizaria una valida me-
tademostracion de quees indecidible. Ya hemos observado
(ap. 111.6) que la representabilidad de un modslai® concep-
to que, posiblemente, se puede debilitar convesmeente de
forma que se incluyan estructuras cada vez masaatzs (y de
esto son ejemplo las interpretaciofesed de Cohen); por lo
tanto,existen validas razones de principio para considejae
tal metademostracién sea siempre posihe cual no signifi-
ca, obviamente, que en la practica sea siempriedi@abtener,
ni que determinados problemas no podrian gquedguuaito
muerto durante siglos o milenios. “Sélo” en el cdsd C (jsi
“solo” puede ser el adverbio oportuno para un 8iatéan fun-
damental!), este optimismo esté sin duda fueraigar] a cau-
sa de la inevitable nebulosidad de sus “modelos”.
Observemos algunos ejemplos. En el casBAlauna vez re-
conocido que un dado enunciado suyo es indecidiblajsma
espontaneidad del modelo estandar, o sea de losalest “in-
tuitivos”, siempre deberia permitir la conclusioa si éste es
verdadero o falso en dicho modelo (casi siemprenadelo
gue mas interesa). Consideremos, por ejemplo,rpetcwa de
Goldbach: “cada namero par mayor2les suma de dos name-
ros primos”. Si es indecidible, por lo dicho, paréagico (aun-
gue desde un punto de vista mas epistemologicongiemate-
méatico) que esto deba poderse metademostrar. Diea dic
metademostracion se concluiria de forma inmediateeslad en
el modelo estandar (de manera que podriamos ilectntre los
axiomas dé”AV). En efecto, si existiera un natural estandar para
el cual la conjetura sea falsa, entonces seria faistodos los
modelos que contuviesen dicho numero (o, paraxeetas, un
namero a éste isomorfo). Pazada modelale PA contiene un
namero a éste isomorfo. Hay que destacar este:prada mo-
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delo dePA, estandar o no, contiene ciertamente objetos isomo
fos a los nimeros naturales estandar. Esto enablasemismos
axiomas ddPA (ap. 1.1): cada universo debe conter@r 5(0),
s(s(0)),.., es decir entes isomorfos a los naturales estaGta
ramente, se trata de una peculiaridadPdegque, en general, no
vale para los modelos no isomorfos de otros Sisenaemati-
cos. Por ejemplo, las RECTAS de un modelo no eaalddeG

no contienen las rectas euclidianas, sino quetaaas objetos
de diferente naturaleza.

Retomando el razonamiento, entonces la conjetwa d
Goldbach seria falsa en todos los modelos y noigpasér inde-
cidible: su negacion seria un teorema por el Tearem s-
completitud. En otras palabras, si la conjeturdd&lbach es
indecidible, puede ser falsificada sélo por nUmeasirales no
estandar.

Claramente, esta conclusion no seria una dedustitactica
de PA sino una metademostracién que determina un axitema
PAV: un Sistema, como sabemos, no efectivamente atizana
ble.

Tomemos de ejemplo, ahora, una arbitraria ecuati@fan-
tica D(X1, %,... %)=0 en lask variablesx;, %,... % y considere-
mos el enunciado deA que expresa la ausencia de soluciones
enteras suyas. Supongamos que dicho enunciadodezEdi-
ble; entonces, tendra que ser necesariamartaderoen el
modelo estandar. La razon es analoga al caso @ntgriexis-
tiera unak-upla de naturales estandar, ... n, tales que
D(ny, mp,... N)=0, entonces el enunciado considerado seria fal-
so en todos los modelos &&, porque todos los modelos de
PA contienen un&-upla isomorfa a lay, n,... n.. Por lo tanto,
si dicho enunciado es indecidible, tal ecuaciorfagitica no
podra admitir soluciones enteras estandar, sinasmite no
estandar (y, necesariamente, tendra que admitiel@ste tipo).
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En definitiva, admitida la espontaneidad del modsdtan-
dar, un atento analisis de cualquier enunciadBAlgue se ha
reconocido como indecidible, siempre debe pernaiincluir
su valor de verdad en el modelo estandar. Estdigastsin
duda, un cauto optimismie principioacerca de la posibilidad
de individuar metamatematicamente, aunque sea a W,
los axiomas del Sistema compl&AV.

Viceversa, veamos el caso €. Como ejemplo interesan-
te, que aun tiene que ver con los nimeros natyunadeEmos
examinar el caso de un enunciado del tipo: “exustanimero
finito de valores de& tal queC(x) se cumpla”, dond€(x) es
una expresion dBA. Recordemos que el término “finitdebe
definirse a través del universbdel modelo estand®r De esto
sigue que dicho enunciado no puede expresar§Aeya que
su lenguaje es incapaz de distinguir sus diferentedelos. En
cambio, puede expresarseleg

Ahora bien, supongamos que tal enunciado se eztablde
algun modo, como indecidible arC. De ello, se podria con-
cluir que tiene que seerdaderopara los valores estandar de la
variablex. De hecho, si fuera falso, o sea, si existiestnitos
naturales estandar que verifica@fx), entonces, por lo que ya
hemos observado, esta falsedad seria totalmen&raepor-
gue se mantendria admitiendo la posibilidad dergaltambién
no estandar para Y, del mismo modo, se concluiria qGéx)
tendrd que verificarse para un nimero infinito deurales no
estandar. Sin embargo, esta vez existe una objéedratura-

9 Ya hemos observado (ap. 11.19) que si en la dzfini definito del
apartado 11.12 se usa, en vez del estahglat universo de un modelo no es-
tandar, incluso numerable, se puede obtener unigtmripfinito en el senti-
do propiamente metamatematico. De hecho, si se thextyadondec es una
constante no estandar, se obtiene que los nimatosales isomorfos a los
estandar comprendidos enfrg n son infinitos.
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leza semantica: si dicho enunciado es indecidib[E& enton-
ces asume un valor diferente de verdad en lostistimode-
los” de TC. Pero cambiando el “modelo” deC, cambia tam-
bién el conjuntdN y, por lo tanto, la misma definiciéon éaito.
En otras palabras, si se quiere que el enunciadsecee su
significado epistemolégico usual, parece que tigne estar
indisolublemente ligado a un “modelo” especificol@®(aquel
cuyo significado dénito concuerde con la semantica de la me-
tamatematica, que llamariamos “modelo estandass)a Bb-
servacion, que saca a la luz las ambigliedades dietéapreta-
ciones del lenguaje deCy de los propios conceptos fileito e
infinito discutidos al final de las segunda Parte, revedgui-
vocamente ladiscutibilidad de cualquier razonamiento que
concluya la indecidibilidad de un enunciado deipad enTC.

[11.10. Consistencia

Y, por fin, llegamos a la cuestion considerada&eamo la
mas asombrosa que haya esclarecido la Légica menderne-
lacionada con la consistencia. En realidad, basoterhay un
hecho bastante simple y espontaneo: que para @oleckon-
sistencia de un Sistema Matematico no podemosalinus al
lenguaje de la propia Teoria. Se requiere un lgagwven-
tualmente formalizadogxterno al Sistema; que lo estudie
“desde fuera”.

Hemos visto comad C demuestra la consistencia de las prin-
cipales Teorias matematicas en la hipétesis deslienisma
sea consistente. ¢ Pero lo es de verdad? Si n&fa, finda la
Matematica que puede ser representada en ellaeéas thdo
aguello que normalmente se entiende como “Mateaiqtoae-
ria como un castillo de naipes. Asi que la pregastanportan-
te; ¢podria contestarla el mismo Sisteh@Z¥ Claramente, si
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TC demostrara la negacion de un teorema suyo, édtalae
prueba de su inconsistencia. Pero, supongamosefgativa-
mente, sea consistente. ¢ Podria eso deducirsenctaorema
deTC? Obviamente, no.

Rapidamente podria razonarse asi: si cuestionamosrs
sistencia, 0 sea, si admitimos la posibilidad de sga incon-
sistente, cualquier teorema suy@odria ser contradicho por el
teoremanotT. Y esto, en particular, valdria tambiénTssigni-
ficara “este Sistema es consistente”. Este argumemtes in-
correcto, pero en realidad hay algo de mas profuisola
primera Parte (ap. 1.8), hemos observado que Sistema cla-
sico es inconsistentajngunode sus enunciados puede ser in-
terpretado de modo clasico, es decir respetandprinsipios
de no contradiccion y del tercero excluido; de lechalquier
afirmacionde la Teoria podria ser deducida y refutada. 8afu
la Geometria euclidiana, por ejemplo, podriamosudedjue
“una recta coincide con un punto”, con un “cuadtadon un
“triangulo” y con cualquier otro objeto de la TeanrAl mismo
tiempo también valdrian las negaciones de estoec&uos.
Estando asi las cosas, es evidente que no sdledala abusa-
ria del significado que damos a “recta”, “puntotuadrado”,
etc., sino que en realidad no se podria dar nifgiio) signifi-
cado razonable a ninguno de los objetos que ella. tEn otras
palabrasun Sistema clasico inconsistente no posee ninguna i
terpretacion sensata de cualquiera de sus proposés Por lo
tanto, el simple admitir que un enunciado cual@uakl Siste-
ma signifique algo, implica suponer que sea coarsist (es
mas: que tenga modelos). Asi que, si se cuestiooparisisten-
cia del Sistema, es decir si ho se puede estaraseda su con-
sistencia (lo cual, como pronto reconoceremos, pataTC y,
por lo tanto, para toda la Matematica), tampocpusle estar-
lo de la sensatez de cualquier interpretacion dégaier enun-
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ciado de la Teoria, incluido el caso eventual de€e'Sistema
es consistente”. Pongamos ejemplos concretos: edistema
de este tipo (pero en realidad, @ralquier Sistema, como ya
hemos anticipado), cuando se demuestra un teorditalo,
como ‘6 es par” o el Teorema de Pitdgoras, en realidapléo
se demuestra es: “si el Sistema admite el modeétmasr (y,
por lo tanto, es consistent®)es par”, y “si el Sistema admite
el modelo euclidiano (y, por lo tanto, es consigtgren cada
triangulo rectangul@,’+c,*=1%"; y asi sucesivamente. Notese
el innegable valor epistemologico de estas conclusioage-
sar de la clamorosa posibilidad de fracaso si €keBia de re-
velase inconsistente.

Sin embargo, veamos lo que ocurre si a un deteduoiten-
remaT de una tal Teoria, se atribuye el significado &'eSis-
tema es consistente”, en una cierta interpretagioAnaloga-
mente, 1o que en realidad se determinaria a tradeéeste
teorema es que “si el Sistema admite el modél¢y por lo
tanto es consistente), entonces el Sistema esstems’. Se
trataria, esta vez, de algo ya sabido y, sobre tope no de-
muestra en absoluto la consistencia del Sistema

Por consiguiente, podemos enunciar el siguiémgateo-
rema de la indemostrabilidad interna de la consista “si un
Sistema clasico es consistente, esta conclusigpuede alcan-
zarse a través del solo lenguaje del Sistema”.ddaydestacar
gue esta conclusiomale para un Sistema matematico clasico
cualquiera, formal o noDe esto sigue que tampoco la conclu-
sion de que un determinado enunciado es indecididee al-
canzarse dentro de la misma Teoria, ya que éstiécarip la
consistencia.

Volvamos aTC. Por lo visto, su consistencia podria demos-
trarse en un Sistema externo, mas general. Eroefepiesar de
gue TC parezca a muchasemasiadogeneral y abstracto, ya
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hay algo de este tipo: leeoria de las categoriaPero, profun-
dizando, surgen serias dudas acerca de la poaibitid demos-
trar la consistencia del Calculo predicativo clasiormal, o
sea, del nucleo basico d€. La razdn es que un Sisterag
terno a él, capaz deredicarsu consistencia, deberia contener
un nucleo equivalente a un Caélculo predicativoictagormal,
puesto que es en un Sistema de este tipo donaensaliza el
concepto deredicado

Empero, aunque la consistencia de cada parfeCdee de-
mostrase a partir de un Sistema matematico masajennee
TC, el problema de la consistencia se reproducirfa pate
nuevo Sistema. En otras palabras, llegados a uto ganto —
gue, en efecto, puede depender de las exigen@asecesario
detenerse en el formalismo y buscar un criteredamatemati-
co de reconocimiento de la consistencia. Dicho cotexl estar
ligado a las incertidumbres intrinsecas de la sé@n@pura,
posiblemente podra consistir en un simple “convaraito in-
tuitivo”, sino incluso en una “esperanza sensdista ultima
posicion, en efecto, es la relativa al SistérGahasta la actua-
lidad, no existe ninguna metademostracion rigudesau con-
sistencia, sino sélo un “mas que sensato conveeotoii de
ella, corroborado por dos milenios de eficacescapiones de
las Teorias que ésta engloba.

Vamos a afadir algunos comentarios a cuanto expuest
Considérese un Sistema clasico arbitr&ipun enunciado su-
yo E; supongamos la existencia de un modiélde Stal queE,
interpretado erM — sintéticamenteE(M) — signifique ‘S es
consistente”. Por lo tanto, estamos suponiendoE(M) sea
verdadero. Examinemos el enuncideo¢ Podria ser la nega-
cion de un teorema? Ciertamente no: seria falsto@ws los
modelos, mientras el es verdadero. ¢Puede &mdecidi-
ble? No hay nada que lo impida. Como sabemos,itteexia
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de un enunciado indemostrable es una condicionsadeey
suficiente para qu8 sea consistente, como estamos suponien-
do. SiSes formal, por el Teorema de s-completitud del& ex
tir un modeloM’ en dondeE(M’) sea falso. Esto es posible,
siempre qué(M’) tenga un significado distinto &M), o sea

de “Ses consistente”.

Finalmente, ¢ puedeé ser un teorema? La interpretacion de
E en todos los modelos seria verdadera, cBW), que en ba-
se a nuestras hipotesis es verdadero. Como hensesvato,
de ningln modo esto transgrediria el Metateoremia dede-
mostrabilidad interna de la consistencia: el hedd@ueE sea
un teorema no puede demostrar, en sentido genunarepis-
temoldgico, la consistencia del Sistema, porqueigino signi-
ficado que se ha dadoE{M) requiere la hipotesis de consis-
tencia para el Sistema. Asi que este caso tambiposble.

En definitiva, para cada enunciaB@ue, comde(M), signi-
fique “S es consistente” en una cierta interpretadifjrse tiene
un situacion peculiar que lo diferencia de cualqoteo enun-
ciado significativo enM: preocuparse de demostrar E en la
Teoria S no tiene ninguna repercusion epistemotoatativa
a la interpretacion M Porque la consistencia del Sistema, o
sea, la verdad dE(M), se supone con el s6lo admitir dicho
significado paré&(M). En cualquier caso, el problema de con-
cluir si S es consistente no esta al alcanc&deomo exige el
Metateorema de la indemostrabilidad interna detsistencia.

Luego, el hecho de que en un particular Sistemaesig-
mente consistente, el enuncidéigea un teorema o sea indeci-
dible, depende del Sistema y de la propia formaedehciado
E. Claro, si un Sistema externo demostrara s indecidi-
ble, también demostraria q&ees consistente y, asi, la veraci-
dad deE(M). Pero, por desgracia, esto nunca se verifica an un
Teoria de interégindamentatomoTC.
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Veamos ahora el caso de un Sistema que satistabéltate-
sis del Metateorema de incompletitud, o sea: ctamgesef. ax.
y capaz de representar todas las funciones reaar§ooncisa-
mente,suficientemente potenteEn estas condiciones, siempre
es posible individuar enunciados del Sistema @les interpre-
tados en un modelo oportuno, tengan el significklteste Sis-
tema es consistente”. De hecho, hemos admitidcegymosible
considerar una expresida(x,y) tal que en el modelo estandar
signifique ‘x es el cédigo de una demostracion del enunciado de
codigoy”. Pues bien, el enunciadCy(noiCx(G(x,y))) interpre-
tado en el modelo estandar, afirma “existe (el gidie) un
enunciado tal que no existe el cédigo de su deawdi”, o
bien “existe un enunciado que no es un teorematuab, como
sabemos, es equivalente a “este Sistema es cotsistexisten
infinitas formas equivalentes para expresar la isterxia,
siempre en el &mbito del modelo estandar; por dEre®2507
es el godeliano del enunciadd=29", también el enunciado
“notC x(G(x,92507)) expresa la consistencia del Sistema. Pues
bien, resulta que “normalmente” estos enunciadosirsteci-
dibles. Esta trabajosa demostracion, que GddellGadia el
mismo congreso de Kdnigsberg, se conoce c8agundo Teo-
rema de incompletitug fue lograda por Hilbert y Bernays sélo
en 193§ ;Qué significa “normalmente™? Significa que tam-
bién existen otros enunciados, que expresan, desiama ma-
nera, la consistencia del Sistema cuando integbwetan mo-
delos oportunos, los cuales, en cambio, resultaneseemas

1 D. Hilbert; D. P. BernaysGrundlagen der Mathematika demostra-
cién consiste en el demostrar que un tal enunci@donplica el de Godel,
G. Entonces, sC fuera un teorema, tambiéhlo seria pomodus ponens
Ademas, por la correcciof, no puede ser la negacion de un teorema. Tam-
bién dicho Teorema se puede formalizaiT€como el Primer Teorema de
incompletitud.
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de la Teoria. Sin que este hecho implique, comioeyaos ob-
servado, una demostracion real de la consistemti&idtema,
transgrediendo el Metateorema de la indemostraldilidterna
de la consistencia. Por desgracia, no estamos itzgas para
afadir mas datos sobre este asunto. Solo citareonestras
fuente§?

¢,Cuales son, entonces, las conclusiones de toad EkSe-
gundo Teorema de incompletitud determina otra dasenun-
ciados esencialmente indecidibles en toda Teorasqgtisface
las sabidas hipotesis de Godel. Mientras el Prineerema de
incompletitud distingue al solo enunciado de Godekegun-
do extiende la indecidibilidad a una categoria nouctas am-
plia de enunciados. No obstante, a pesar de tslicaégenera-
lizacion, este Teorema no introduce ningun espeletac
concepto nuevo acerca de la consistencia del Sastamcontra
de lo que habitualmente se cree. Tampoco lo hafiersa va-
lido para cadaenunciado interpretable como “este Sistema es
consistente” (lo cual, ratificamos, parece serofalEn todo ca-
SO expresa, de hecho, una propiedad quér@snstancialpara
el tipo de Sistema: en otras Teorias, estos tiposndinciados
pueden ser perfectamente teoremas, sin que elddetata de
indemostrabilidad interna de la consistencia (é&ainesultado
epistemologicamente relevante sobre la consistesea in-
fringido.

En efecto, el error comun sobre el Segundo Teodsma-
completitud es tanto considerar que valga parastéok enun-
ciados que expresen la consistencia del Sistemanetierto
modelo, como juzgar que implica que “un Sistemasisbante
no puede demostrar su propia consistencia”. En icanelsta

2 G. Lolli: Da Euclide a Gédelp. 140 y 142 A. Martini: Notazioni or-
dinali e progressioni transfinite di teori@. 11-15.
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tltima conclusion se alcanza con la diferente eitime meta-
demostracion que antes hemos expuesto vy, lo gsebes todo
importante,vale para cualquier Sistema clésico, incluso no
formal.

A menudo el error se agrava con un tipo de “deraogmnes
intuitivas”, incorrectas, del Segundo Teorema dmmmpleti-
tud, del siguiente estilo: “Sed un Sistema que satisface las
hipdtesis del Teorema de incompletitu€ yin enunciado suyo
gue afirma la consistencia del misi8oEl primer Teorema de
incompletitud demuestra que Sies consistente, el enunciado
de Gddel,G, es indecidible. Entonces Gifuese demostrable,
podria deducirse qué es indecidible y por lo tanto indemos-
trable. Pero com& afirma ser indemostrable, esto significaria
demostraG, lo cual es absurdo. Por lo tan®es indemostra-
ble"®. El lector deberia ya tener claro donde estallel fan el
razonamiento, se da@y a G un valor semantico que sélo se
puede otorgar suponiendo que el Sistema admitenatielo
con dichas interpretaciones y, por lo tanto, queee consis-
tente En este modeles indiscutible que la verdad @ampli-
ca la verdad dé&, pero la implicaciorsintacticaC—G es una
cuestion totalmente distinta. En general, no denivgun ab-
surdo de la posibilidad de gqesea un teorema; de hecho, para
algunas formas d€ realmente lo es, como hemos sefialado. El
hecho de que un enunciado del tipoQisea un teorema, no
demuestra en absoluto que el Sistema sea consig@ntaso
de inconsistencia, ¢no se tiene que cada enunemdn teo-
rema?); porque, repetimos, lo “demostraria” sélm.laehipo-
tesis en qu&tenga un modelo (aquel que permite interprétar
con “S es consistente”), jresultando, asi, ya consistpote
hipotesis! En realidad, demostrar la implicaciémté&gtica

83 Asi, por ejemplo, en P. Odifredditetamorfosi di un Teorema
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C—G no es nada trivial, y ademas, como hemos destapaeo
rece no valer siempre, sino que depende de la fenmactica
del enunciad€.

De este modo, reafirmamos que el Unico resultadmgder-
tancia relevante sobre la consistencia se debeetdtbbrema
de su indemostrabilidad interna. Y destacamos gurdtade-
mostracion de éste, al referirse a un Sistemacddasialquiera,
debe consistir en un razonamiento puramente metamito,
0 sea, no puede formalizarse.

l11.11. Epilogo conclusivo

Vamos a hacer un resumen sintético de los resusltadte-
nidos por la Logica moderna acerca de los Sistem@asnati-
cos clasicos de la MatemafitaPara el lenguaje de todos los
Sistemas clasicd®rmales o sea, cuyas proposiciones pueden
ser privadas de todo contenido semantico, comddaxjgpr el
formalismo de Hilbert, vale el Teorema de s-conifold éste
nos asegura la existencia de modelos capaces denbaae-
conocer todos los enunciados indecidibles. En cuart de-
terminacién metamatematica de dichos modelos, delsolen-
to de vista filosofico es razonable un cierto opmD,
teniendo en cuenta el hecho de que la semanticapez de
redefinir oportunamente las convenciones sobrepaesenta-
bilidad de estructuras como los modelos de loe®igs mate-
maticos. Sin embargo, para la Teoria formal dedrguntos, o
sea, para el mismo fundamento de todas las Mateasatste
optimismo es infundado, ya que la naturaleza densgelos
es inevitablemente nebulosa.

% Recordamos que otras conclusiones fundamentates EoMatemati-
cay la Teoria de los conjuntos se han expuestoadide la segunda Parte.
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Por otra parte, el Teorema de s-completitud tamtiégre el
efecto de “multiplicar hasta el infinito” el nUmede modelos
no isomorfos de los habituales Sistemas formalesdgticular
se tiene que cualquier Sistema formal con al menasiodelo
infinito no puede caracterizar Unicamente a logtolsj que con
él se pretendia estudiar, sino describe igualmaietg de for-
ma indistinguible para su lenguaje, infinitas ctage objetos
totalmente diferentes de éstos.

Algunos Sistemas formales, en hipétesis de comsiste
son decidibles; o sea, no so6lo son reconociblessteds enun-
ciados indecidibles, sino que es incluso posibtg@mar una
maquina de modo que, enviando a su entrada un iexdonar-
bitrario, lo sepa catalogar, en salida, como “te@® “nega-
cion de teorema” o “indecidible”; sin embargo, ebpr expre-
sivo de ellos es limitado. Otros Sistemas formatesho més
ricos (porque permiten describir cualquier maqyiramiten
maquinas capaces de enumerar todos y solos sesn@Exrpe-
ro no de hacer lo mismo con los enunciados indaeislj para
cuya individuacioén, en general, sélo se puede recarcrite-
rios metamatematicos. Finalmente, en los Sisten@scos
formales mas ricos (que no sélo describen todaméagiinas,
sino que permiten, en teoria, resolver el probldm#a parada
de cualquier maquina), tampoco es posible una emode
mecanica de todos y solos los teoremas (aun siéstds nu-
merables): en efecto, una parte (infinita) de sugnaas se de-
fine a través de una semanticeeducible o sea, que ningun
programa de ninguna maquina puede reproducir del. tBor
consiguiente, cualquier maquina fallara tambiémdividuar
todas y solas las demostraciones.

Los Sistemas clasicos esencialmente no formalesgpocu-
yo caracter no formal no puede eliminarse) requniepara la
funcion de las reglas deductivas, un determinadoifgiado
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para (al menos una parte de) las proposicionedoRanto, so-

lo representan una axiomatizacion, naturalmentpleamen-
te formal, de una parte de la Metamatematica. fasdengua-
jes, en general, no vale el Teorema de s-completitpor lo
tanto es posible que posean un modelo Unico a N @so-
morfismo. Tampoco el Metateorema de incompletitakk pa-
ra ellos; por otra parte, no sélo estos Sistemasong obvia-
mente, “mecanizable®” sino su criterio deductivo esta sujeto
a la inevitable incertidumbre de las convencioraaanticas
con las que se interpretan sus proposiciones.

El Metateorema de la indemostrabilidad internaadeohsis-
tencia,valido para cualquier Sistema clasidmrmal o no, nos
informa de queel problema de la consistencia es fundamen-
talmente irresoluble en términos puramente materoatiA
saber: en el nivel mas basico de la Matematica| emejor de
los casos se puede llegar a admitir la consisténaasuponer-
la como razonable) en base a consideraciones potanrees-
tamatematicas.

Llegados a este punto, surge como muy oportunalisoa-
sion acerca de las consecuencias de los resuli@dG$del so-
bre el llamad@rogramade Hilbert. La frase mas habitual so-
bre este asunto, probablemente ya aburrida a muekogue
dichos resultados “asestaron a digiftogramaun golpe mor-
tal”. Pero, ¢ qué es pfogramade Hilbert?

A partir de 1920, Hilbert delined un programa dgamiza-
cion logica de la Matematica que puede resumirseesnpun-
tos:

1. Formalizar todas las Disciplinas matematicas.
2. Concluir su consistencia a través de métfiddsstas

% En concreto, sus teoremas no son efectivamentenaifes.
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3. Resolver todas sus cuestiones acerca de la etmpl
tud/incompletitud y decidibilidad/indecidibilidad.

Por desgracias, nunca se ha aclarado del todceldidioert
entendia exactamente con el adjetfimtista. La idea mas
aceptada es que entendiera excluir los conjunfostas, por
su caracter abstracto. Si es asi, Hilbert condidecaie debia
evitarse, al nivel mas fundamental de la Matemagtaso de
los cuantificadore 0 y L. En efecto, este uso es estrictamente
necesario solo cuando se aplica a variables quanven un
universo infinito: si es finito, den elementos, la expresion
OxP(x) por ejemplo, puede ser sustituida por la expnesio
P(x)eP(%)eP(%)y... P(%). De este modo, el uso de los cuanti-
ficadores servirigolo para simplificar, segun la I6gi¢mitista.
Otros sostienen (0 afiaden a la idea anterior) glieerd pre-
tendia referirse a un método especificamentEranico en
efecto, cualquiemaquinapropiamente dicha se programa con
un numerofinito de instrucciones. Esta Ultima suposicion se
enlaza con la opinién de que Hilbert creyera epadsibilidad,
al menos en principio, de una resolucieacanicade todos los
problemas matematicos. Sin embargo, no hay dudgealea-
ra concluir la consistencia, se trataria de umrmotbastante in-
genuo (quiza demasiado para Hilbert): ¢qué denmi@stante
todo, la consistencia del Sistema matematico reptado por
la maquina? Es probable que esta idea sea frutasighar
demasiada importancia a las ambiciones formalesblilhert,
olvidando que él fue el primero en consolidar @idad de la
metamatematica. En efecto, parece que Hilbert nbhaga de-
clarado nada semejante. Creemos mas razonabledenigume
€l sabia bien que la ultima demostracion de cansig tendria
gue ser metamatematica, o sea propiamente unaamneiatta-
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cion; quiza la exigia de un tipo sencillo, no sajatla ambi-
gledad de la consideracion de colecciones infinilas inge-
nuidad mas perdonable, diriamos hoy. Por otra pads la
demostracion cardinal de Gédel (el cual, incidenésite, juz-
g6 como “misteriosas” las motivaciones de la exgigfinitis-
ta de Hilbert), el mismo Hilbert, en la introduccién de sus ci-
tados Grundlagen der Mathematikfirmé que se le habia
malinterpretado en lo relativo al significado depsagrama
épor qué no creerle?

Sea como fuere, a pesar de que la situacion senpeesn
poco enredada para sacar conclusiones categGsieanjeden
extraer algunos puntos solidos:

1. El mismo trabajo de Godel encuentra su motivaeid el
programade Hilbert y se realiza segun su prevista forma-
lizacion.

2. Sea lo que sea lo que Hilbert entiende exactepar fi-
nitista, no hay dudas sobre el hecho de que élilm®nm
criterio dictado por una logica consecuencial pedssci-
da y absolutamente indiscutible. Esta vision det@sta
estd confirmada por distintas afirmaciones comasifa
guiente:

Todo problema mateméatico bien definido debe seesmtamente

susceptible de una solucion exacta, ya sea ermragfale una respues-
ta directa a la pregunta planteada o por medio @elémostracion de
la imposibilidad de hallar una solucién. [...] Ponas que estos pro-
blemas parezcan inabordables y nos sintamos inegante ellos, sin
embargo, tenemos la firme conviccion de que swebludebe seguir
a partir de un nimero finito de deducciones légidas] Siempre es-
cuchamos dentro de nosotros una llamada perenneacué el pro-

blema, jbusca la solucién! La puedes hallar usaetioazonamiento

% H. Wang:A logical journey: from Godel to philosophy. 82.
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puro, porque el matematico nunca dira “ignorabim4”

3. Los resultados de Gdodel y Turing demuestranuiiveq
camente que para la resolucion de algunos problemas
es suficiente una légica cuyos parametros de dédinicc
hayan sido completamente preestablecidsparticular,
para reconocer los enunciados indecidibles de akun
Teorias fundamentales, entre las cuales la Aritaéti
formal, se requiere algo basicamente distinto &amo-
namiento puro” de caracter predefinido: unos aagerd
semanticos no previsibles que conciernen el daicad
informalizable concepto de verdad; los cuales,caker
mecanizables, poseen, en general, un cierto gradond
bigiedad. Ademas, para el casol@® o sea para el fun-
damento ultimo de la Matemética formal, este proces
en el supuesto que pueda llevarse a cabo, seriasat
camente incierto y discutible, dada la inevitabheba
gledad de sus “modelos”.

4. También a causa del Metateorema de la indenbdstra
dad interna de la consistencra existe por el momento
ninguna metademostracion convincente (ni “finitista
“infinitista”) de la consistencia de T(ni de ninguna otra
Teoria de base para toda la Matematica. Mas bien, u
“sensato convencimiento” de ella, sobre una baggaen
te empirica.

En definitiva, puede afirmarse con certeza queghosmo
de Hilbert se ha revelado erroneo. Para algunagiones de la
Matematica, las razones de la “l6gica pura” sonip® diria-
mos, “infinitista”; lejos de un determinismo dedimecanico,

7D. Hilbert: Los problemas futuros de la Matematica
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no se pueden precisar de una vez por todas y.es veansisten
en una serie de infinitos e imprevisibles consemsosnven-
ciones, justificados en un ambito exclusivamenteésgico
(ejemplo: el reconocimiento de los enunciados ililgles de
PAy TC). Ante algunos problemas, como la posibilidad gene
ral de reconocer la indecidibilidad de un enuncjiddoinica
estrategia es la de precisar o redefinir, de unadaoa priori
imprevisible, las modalidades de su interpretaci@sta con-
cluir, o quizd simplemente hastanvenir (aunque sobre una
base de ineludibles motivaciones semanticas) secidibili-
dad. Un ejemplo, mas veces citado, es el deigatesis del
continug metademostrada como indecidible por Cohen adravé
de “modelos”, en efecto, bastante peculiares. ¥esibargo, el
simple hecho de que en el “modelo mas intuitivo'Te este
enunciado no se sepa concluir como verdadero o, fats se-
fala que, en general, la individuacion de “modelpafa la
crucial TeorialC — y por lo tanto también la individuacion de
enunciados indecidibles suyos — es un asunto sulist@ente
incierto. Por ultimo, hemos visto que un mismo ftijgoincerti-
dumbre contagia, por principio, el problema dedasistencia
de los fundamentos de toda la Matematica.

No obstante, es necesario destacar que los resslie
Godelno hunden el programa hilbertiano, sino que lo zah,
si bien con consecuencias que hacen naufragayesalparte,
las esperanzas optimistas de Hilbert.

Si a toda costa quisiéramos designar a un “pertiectmmo
consecuencia de los resultados de la Logica modésta po-
dria ser el punto de vista de la esclelarbakista aquel grupo
de matematicos franceses que, con el nombre caledti Ni-
colas Bourbaki, impulsaron, a partir de 1935, fundacion
metddica y rigurosa de todas las Disciplinas matieas bajo
el impulso de la unificacién conjuntista. Ante totlay que re-
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conocer que, en términos generales, este esfuarde lsonsi-
derarse encomiable, ya que doté a las Teoriasugsloncarac-
ter axiomatico formal (aunque con una profundidachgren-
siblemente limitada). No obstante, lo que se pandigcusion
es precisamente la pretendida vision unificadotacolgjuntis-
mo. En primer lugar, realmente se trata sélo devigién por-
gue de hecho nunca se aplica en profundidad |ad €6y sino
algo que, aun siendo sélo la Teoria ingenua dedaguntos,
pretende ser una Teoria formalizada. Y si estectiefes abso-
lutamente excusable (a causa de la intratable agiahgd del
lenguaje conjuntista formal), no puede serlo lacéipactitud
superficial sobre los dramaticos desenlaces dehdlismo
conjuntista: si se pretende que “en el fondo” dedounciados
se halle realmente la Teoria formalizada de loguctos, o sea
TC, habria también que asumir todas las consecuerRene
los bourbakistas nunca lo hacen (¢ por superior)ddeistas
consecuencias no solo ponen en discusion el nuynkeranis-
ma naturaleza de los “modelos” @€, junto con la corres-
pondencia entre todos los conceptos matematicaiafenta-
les (numero natural, cardinalidad, finito, infinitetc...) y los
homonimos metamatematicos (como vimos detalladamemt
la segunda Parte); sino que también, por efectd/adehteore-
ma de incompletitud, cuestionanfldelidad de la representa-
cion conjuntista de algunos Sistemas formales. @tamente,
TC no es capaz de reproducir todos los teoremasdies tas
Teorias formales nef. ax.(0, mas en general, cuyos axiomas
no son efectivamente numerables), por ejemplosilagude
PAYV, el Sistema capaz de deducir todos y solos losaos
dePA verdaderos en el modelo estandar.

% De manera que, por ejemplo, uno se preguntarigu&tmodelo in-
tuitivo” tiene lugar la espectacular reduccion comista de la Matematica?
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Por si fuera poco, existe un grave defecto desauutg/
(como ha sido oportunamente subrayado por Gahr@le™®):
la utilidad misma de la “construccién genética” gupartir de
PA llega, a través de generalizaciones conjuntigalsozadas
al final del ap. 11.10), a la definicion de la Teode los reales
TFR se hace dudosa, desde el punto de vista episigitm| a
causa de la simple observacién de que en dichegvoto se
conservan las propiedades logicas mas interesarniegortan-
tes, como la completitud y la decidibilidad. Enotde PA es
incompleto e indecidible, mientrdd-R completo y decidible.
El mero hecho de expresar y enlazar ambas Teosfgsodde
TC no es capaz, al final, de “unificarlas” de manteara prodi-
giosa: la diferencia que hemos explicado basta ‘sefzararlas
en casa’ también en ambito conjuntista.

De ninguna manera todo esto debe interpretarse corao
demolicion de la TeoriaC. Como destacamos en el transcurso
de la segunda Parte, la formalizacién que offiégees un paso
necesario para resolver graves ambiguedades Vagaraifi-
cacion del concepto deodelq y el intento de unificacion con-
juntista tenia que investigarse de todas formas,aacosta de
revelarse inutil.

Los descritos confines logicos de la Matematicaprgisen-
tan un dramatico trastorno cultural? Mas bien, ttuygn una
importante conquista. La “vieja” Matematica siguadionan-
do como siempre; sin embargo, sobre un plano purmeod-
rico, ha perdido algo de aquella aura dorada deestionable
infalibilidad con la que se ha alabado duranteosigNo obs-
tante, el drama filosofico, en el fondo, seria $aloonsecuen-
cia de haber considerado la Matematica como alganpente
automatico, “mecanico”; como un terreno de ariddadiagia.

9 G. Lolli: Da Euclide a Gédelp. 110-111.
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Lo cual, afortunadamente, para algunas Teoriasafuedtales
no es.

[11.12. Sintesis

Y asi hemos llegado al final del libro. En nueg@aorami-
ca de la Logica, no demasiado exhaustiva y sélsiacalmen-
te técnica, hemos, no obstante, introducido nuewaseptos y
temas, arrojando luz sobre algunas inexactitudasmdidas
gue muy probablemente daran que hablar. Nos paperéuno
hacer un resumen final de las principales:

e Se han introducido los nuevos conceptoslidenguibili-
dad para los elementos de una coleccion, de Sistertenmat-
co bien definido(ap. 1.5) y defidelidad de la representacion
conjuntista de un Sistema (ap. 11.7).

e Entre las razones que justifican la oportunidadrue Teo-
ria formalizada de los conjuntos, hemos incluidexi@encia de
formalizar el Metateorema de correccion, cuya (me-
ta)demostracion habitual pusimos en duda (ap. 11.2)

e Hemos reconocido explicitamente que un lenguajeése
tico, como el metamatematico, puede constar denaiméro” de
proposiciones superior a cualquier cardinalidadyerable o in-
numerable; este “nimero” se ha llamddperinnumerableLa
paradoja de Bernypuede ser leida como una prueba del hecho
de que un numero finito de expresiones semantisadepdeno-
tar un nimero infinito de objetos; d&@ Richardcomo una prue-
ba del hecho de que las definiciones semanticammumera-
bles (ap. 11.13).

e Hemos observado que los Sistemas matematicosdjue a
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miten un numero innumerable de teoremas, previstosla
llamadaSemantica estdndano pueden seformales La lla-
madaSemantica general de Henkinrepresenta, por otro lado,
la convencidn de limitarse a los Sistemas cladiaosales ne-
cesariamente numerables (ap. 11.14).

e Se ha puesto de manifiesto que la clasificacidnitina de
los Sistemas axiomaticos clasicos segun el ordgmesixo
(primer orden, segundo ordgetc.), en general es fuente de
despiste acerca de sus propiedades logicas funtp®wras
cuales estan ligadas sencillamente al respetorespeto de la
formalidad(ap. 11.14).

e Hemos evidenciado una propiedad elemental e iesent
table que hasta ahora parece haberse pasado@or tdt vez,
no destacado lo suficiente: el hecho de que glalenguajede
una Teoria no valga el Teorema de completitud sBoa@mo
implica que la misma Teoria tenga que ser necesaniese-
méanticamente incompletéap. 11.17). Por consiguiente, esta
cuestion esta en discusion para el caso de |lasaBategrales
(o sea, no formales) de la Aritmética y de los nomeaeales

(ap. 111.9).

e Como consecuencia del primer Teorema de inconyadeti
de Godel, se ha destacado la propiedad, para algiewias
formales, de no sdielmenterepresentables en lenguaje con-
juntista formalizado: son todas y solas aquellg@swaxiomas
no son efectivamente numerables (app. 1.3 y)ll.6

e Se han evidenciado algunas inexactitudes ligadasra
terpretacion informética del Teorema de incompldtidebidas
ab origineal mismo Chaitin. En particular, hemos mostrado
gue es erréneo hablar dasualidad en Aritméticaen efecto, la
casualidad es una propiedad que atafie s6lo adesasde ca-
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racteres y repercute en los numeros naturalesraeite a tra-
veés de la codificacion que se haya elegido paos €lid cual en
principio es arbitraria). De hecho, existen codifiones que
hacen finito el numero de niumeros naturales cas(alenejor
dicho, de las cadenas que los representan), aseqmeabsolu-
tamente incOmodas. Hemos ratificado otras incoivees de
Chaitin, ya sefialadas por T. Franzén en un recidorte (ap.

111.8).

e Se ha puesto de manifiesto el error muy difundie@on-
siderar que el Teorema de incompletitud pueda agkctam-
bién a la Aritméticantegral, o sea, a la Teoria — llamada habi-
tualmente “de segundo orden” — que usa, como esguem
axiomético, el principio de induccién completa. §toeque tal
principio genera una cantidad innumerable de axsprdecha
Teoria no es efectivamente axiomatizable (ni, nmagemeral,
sus axiomas son efectivamente numerables). Incjusdendo
considerar la induccion como un unico enunciaddpsaa un
axioma semantico que no es decidible (ni efectivaenaume-
rable), ya que su semanticidad no es eliminable. (Hp9 y
[1.14). Este error, que nunca ha sido sefaladoer®®nta a la
propia comunicacion de Godel de su famoso Teorempa (
111.9).

e Se ha subrayado lo infundado de la moda de exdlts-
pecto indeterminista del Teorema de incompletitrdefecto,
en base al Teorema de completitud semantica, cadeiado
indecidible puede reconocerse tomando en considaerapor-
tunos modelos del Sistema. Un criterio, en genatehseca-
mente semantico, que solo en el caso de la Temrzafizada
de los conjuntos puede juzgarse con pesimismol Ease de
la Aritmética de Peano, una vez reconocido queaao énun-
ciado suyo es indecidible, en principio siempreadi&bpoderse
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concluir si éste es verdadero o falso pana@ilelo estandara
pesar de que este proceso no se pueda mecanizHt.9ap

e La importancia del llamad8egundo Teorema de incom-
pletitud ha sido fuertemente reducida. En efecto, hemosrobs
vado que éste Teorema expresa un hecho contingeeteun-
gue generalice drasticamente la incompletitud edailpor el
Primer Teorema, no tiene la repercusion especidladmde-
mostrabilidad de la consistencia del Sistema plardseno Sis-
tema”, como normalmente se pretende. Esta relexamri
cambio, compete a un nuevo Metateorema, espontarieo
talmente generalque se ha llamadde la indemostrabilidad
interna de la consistenci@p. 111.10).
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